Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et
tous appareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que
les documents, sont interdits. La qualité de la rédaction sera un facteur
important d’appréciation des copies. Il est possible d’utiliser les résultats
énoncés dans les questions ou parties précédentes, en veillant toutefois a
préciser la référence du résultat utilisé.
L’épreuve comporte deux parties :
Une premicre partie, composée d'exercices. Les candidats sont invités a consa-
crer au moins un tiers du temps de 1'épreuve de cette partie en cherchant a
: traiter les cinq exercices numérotés 1, 2, 3, 4 et 5.
Un probleme & traiter au choix parmi deux proposés : le Probleme 1, plutot
orienté « Algebre et Géométrie » ou bien le Probleme 2, plutét orienté « Analyse
et Probabilités ». Le candidat devra indiquer clairement sur sa copie le
probleme qu’il choisit. Seul ce choix sera pris en compte dans I'éva-
luation. Au moins la moitié du temps de 1'épreuve devrait étre consacrée a I'un
de ces problemes.

Le baréme tient compte de cette répartition indicative du temps a accorder a chaque
partie.

Notations, vocabulaire et rappels

On désigne par N P'ensemble des entiers naturels, Z ’ensemble des entiers relatifs, R le corps
des nombres réel et C le corps des nombres complexes.

Pour tout entier naturel n, on désigne par [1;n] I'ensemble des entiers compris au sens large
entre 1 et n.

Si K est un corps et n un entier naturel non nul, on note .#,(K) la K-algebre des matrices
carrées d’ordre n sur K. On note 0,, et I,, ses éléments neutres pour 1'addition et la multiplication
respectivement. On rappelle que le spectre d'une matrice est 'ensemble de ses valeurs propres.
Dans tout le sujet, le polynéme caractéristique d'une matrice M dans .4, (K) est défini comme
le déterminant de la matrice X1I,, — M dans ., (K[X]).

Pour tout réel z, on note |z| la partie entiere de z, c’est-a-dire le plus grand entier relatif
inférieur ou égal a z.

Soit d dans N\ {0}, a dans R? et 7 un réel strictement positif. On désigne par B(a,r) la boule
ouverte de centre a et de rayon r pour la norme euclidienne ||-||, usuelle. B(a,r) désigne la
boule fermée de centre a et de rayon r pour cette méme norme. Ainsi,

|z —all,<r} et Bla,r)={zeR?| |

B(a,r) ={z €R*| ¢ —all, <},

ol pour tout (z,...,zq) dans R,




Pour tout n dans N \ {0}, on appelle racine n-ieme de I'unité tout nombre complexe z tel que
2" = 1. Une racine n-ieme de 'unité 2 est dite primitive si elle engendre le groupe U, des
racines n-iemes de 'unité, ¢’est-a-dire si U, est égal a ensemble {2* | k € Z} des puissances
de z.

Exercices Préliminaires

Exercice 1

Pour tout n dans N\ {0}, on pose

mn 1
Hy'= ; et wu, = H,—In(n).
f=
1. Démontrer que H, ~ In(n).
n—4-o0
. 27 % ] — 1)kt
2. Justifier que la série de terme général ( }\ converge.
+00 (L 1)k L

3. Justifier que la suite (u,)n>1 converge et en déduire que » = In(2).

k=1

n k+1
. # » _1 +
4. Donner un équivalent simple de la suite de terme général In(2) — > %
k=1

Pour tout n dans N\ {0}, on note A, I'ensemble des entiers i dans [1;n] tels que le reste de la
division euclidienne de n par i est supérieur ou égal & /2.

- : = n |n
5. Démontrer que pour tout n dans N\ {0}, card(4,) = > [2 (; - L—J )J _
r=ll

FlG-lED) =2 )

7. Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général card(A,,).

6. Démontrer que

Exercice 2

n—1
Dans tout cet exercice, on fixe un entier n dans N\ {0}. Pour tout polynéme Q = X" — > apx*

dans C[X], on définit la matrice C(Q) de 4,(C) en posant : =

Rl | ke
il ke A

Q) = 0 1 Y @y
: e () :
it SN0 SN e

1. Quel est le polynome caractéristique de C'(Q) ?
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2. Déterminer, pour tout k dans [0;n — 1], la premiere colonne de C(Q)*. En déduire le
polynome minimal de C(Q).

Soit P dans Z[X] un polynéme unitaire de degré n. On note x,, ..., x, ses racines complexes
comptées avec ordre de multiplicité. On suppose que pour tout j dans [1;n], 0 < |z;| < 1. On
pose, pour tout & dans N\ {0},

T
- . .A-

Pe=T1 (X -2%).

=l

3. Démontrer que pour tout j dans [1;n], |z;| = L

4. On pose A = C(P). Soit k dans N\ {0}. En considérant la matrice A¥, démontrer que P
est a coeflicients entiers.

Démontrer que 'ensemble {F} | k € N\ {0}} est fini.

Soit j dans [1;n]. Démontrer que I'ensemble {4 | k € N} est fini.

=l

En déduire que xy, . .., xy, sont des racines de I'unité.

Exercice 3

Soit d dans N\ {0}, f une fonction continue de R¢ dans R et (1, ),cn une suite telle que pour
tout n dans N, w41 = f(un).

1. On suppose dans cette question que (up)nen admet une valeur d’adhérence ¢ et que,
de plus, cette valeur d’adhérence est unique. On suppose par l'absurde que (un)nen ne
converge pas vers £.

Démontrer qu'il existe un réel € > 0 tel que l'ensemble f(B(Z,¢€)) \ B(¢,€) contienne une
infinité de termes de la suite, puis conclure.

2. On suppose maintenant que d = 1. Ainsi, f est une fonction continue de R dans R et
(14, )nen est une suite a valeurs réelles. On suppose de plus que la suite (un)nen admet au

moins une valeur d’adherence et que w1 — Uy —++ 0.
100

a) Démontrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de (uy)nen est un intervalle 1.
b) Démontrer que pour tout = dans I, f(z) = .

¢) En déduire que la suite (u,)nen converge.

Exercice 4

On rappelle que la loi d’une variable aléatoire réelle X est entierement déterminée par la fonction
caractérique de X définie pour tout ¢ réel par : ¢x(t) = E(e"¥).
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que X + Y et X — Y
sont indépendantes. On note enfin ¢ = ¢x ;y.
1. Soit s et t deux réels. En calculant ¢x 1y (s)¢x_y(t) de deux manieres différentes, démon-
trer que

¢x (s + t)dby (s — t) = dx(8)px (t)dy (s)dy (—t).
2. En déduire que pour tous réels s et ¢, ¢(s + (s — ) = ¢(s)? |o(t)]*.

%






Probléeme d’algébre et géométrie

Notations, vocabulaire et rappels

Dans tout le probléme, on fixe un entier naturel n non nul. On note K un corps, E et F des
espaces vectoricls sur K, .Z(F, F)) espace vectoriel des applications linéaires de E dans F',
End(E) celui des endomorphismes de F et E* = Z(E,K).

Pour v dans F et ¢ dans E*, on note v ® ¢ I'application de ' dans F qui a z associe ¢(z)v.
Lorsque E est muni d'une structure préhilbertienne réelle, on a en particulier K = R et on

note (- |-) son produit scalaire. Pour v dans E, on note alors v* I'élément de F* qui a x dans £
associe v*(x) = (v|z). On note de plus .%(E) I'espace des endomorphismes symétriques de E.

Lorsquon a E = R", on le munit du produit scalaire canonique et on note .7, (R) I'espace
S (R™). De plus, on désigne par ., (R) et ., *(IR) les parties de .#,(R) formées des matrices
positives et définies positives respectivement. On dit qu’'un vecteur dans R™ est unitaire s'il est
de norme égale a 1.

Pour M dans .#,(K), on note MT sa transposée, det(M) son déterminant, Tr(M) sa trace,
rg(M) son rang, Sp(M) son spectre et ya son polynéme caractéristique. On rappelle que Xar
est unitaire. Si M est inversible on note M~ son inverse et M7 la transposée de son inverse.

—

Pour toute matrice M = (a; j)1<i j<n dans .#,(K), on note d(M) le vecteur colonne (@i 1, - - . , ) L
n

et A(M) le produit H a;;, et pour I une partie de [1;n], on dit que la matrice (ai;)uj)er<r
i=1
est une sous-matrice principale de M.

Enfin on note (e;,...,e,) la base canonique de K™.

Partie 1

1. a) Soit v dans F et ¢ dans E*. Quel est le rang de I'application v ® ¢ ?
b) Démontrer que (¢, v) — v®¢ est une application bilinéaire de E* x F dans #(E, F)
et en préciser I'image.
¢) Pour (p,v) dans E* x F, quels sont les antécédents de v ® ¢ par I'application pré-
cédente 7
2. On suppose dans cette question £ muni d’une structure préhilbertienne reelle.
a) Soit v dans E et ¢ dans E*. A quelle condition nécessaire et suffisante 'application
v & p est-elle symétrique ?
b) Soit v et w dans E. A quelle condition nécessaire et suffisante I'application » ® w*
est-elle symétrique ?
3. a) Soit u dans .Z(E, F'). Démontrer que u est de rang r si et seulement s'il existe deux
familles libres (@1,...,%r) €t (v1,...,0,) dans E* et F respectivement, telles que
T
U= Z v; B ;.
i=1
b) On suppose £ muni d’une structure préhilbertienne réelle et u dans #(E). Dé-
montrer que u est de rang 7 si et seulement s’il existe une famille libre orthogonale

T
(v1,...,v,) et des scalaires (A, ..., A) tels que u = > Nv; R vy,
=1

oy o



Partie 11

DIt ane P+ 3 . qs . .
Soit A dans .7 (IR). On note A = (a;;)1<ij<n. On dit que A est tridiagonale si ses coefficients
d’indices (7, 7) avec |i — j| > 1 sont nuls.
4. On appelle matrice de type H une matrice de la forme Hy. avec V un vecteur colonne
unitaire dans R™ et Hy = I, — 2V VT,
a) Interpréter géométriquement les matrices de type H et préciser a quelle condition
on a I'égalité Hye; = e.
b) Expliciter V' tel que Hye; = e; et la premiére colonne de HZ AHy ne comporte que
des zéros a partir de la troisieme ligne.
¢) En déduire qu’il existe un entier naturel m et des matrices H,, ..., H,, de type H
telles que la matrice HL --- HT AH, - - - H,, soit tridiagonale a coefficients positifs.
On suppose dorénavant A tridiagonale a coefficients positifs. On note, pour 7 dans [1;n], aii = bi
et pour ¢ dans [L;n — 1], a;i41 = ai41; = ¢. Pour k dans [1;n], on note Ay la sous-matrice
principale (a;;)1<i <k et Pr = xa,. On suppose de plus que pour tout i dans [1;n — 1], ¢; # 0.
5. a) Etablir une relation de récurrence d’ordre 2 vérifiée par la suite (Pr)i<p<n- Quelle
valeur donner a Py pour qu’elle soit vérifiée a partir du rang 07
b) Soit k dans [1;n — 1]. Démontrer que si z est une racine du polynéme P, alors
Pj.._l(.T)Pk_'_l(I) < 0L
¢) Pour k dans [1;n], démontrer que P est simplement scindé sur R et que, si k < n,
il y a exactement une racine de P entre deux racines de FPjy;.

On note (Ag)i<k<n les valeurs propres de A. Pour z réel et k dans [0;n], on note si(z) le
signe de Pi(z) si ce dernier est non nul et celui de P,_;(z) sinon. On note N(z) le nombre de
changements de signes dans la suite (so(z), s1(z), - , sa(x)).

6. Démontrer que si.(z) et N(z) sont bien définis, et que le nombre de valeurs propres de A
dans un intervalle |a; b] est égal a N(a) — N(b).

Partie 111

Pour A dans 4, (C), avec A = (a;;)1<ij<n, et B dans .#,(C), on définit la matrice A® B dans
My, (C) par Iécriture par blocs

ﬂl.lB LICECS al_jB TN CLLRB
A®R B = (Lz"[B t'l,"jB s ailnB
an,lB e an,jB hasit an,nB

7. a) Soit (A, B) et (A, B') dans .#,(C) x 4,(C). A quelle condition nécessaire et suffi-
sante a-t-on l'égalité AQ B=A'® B'?

b) Soit fap : M, (C) — #,,(C) lapplication définie par fas(M) = AMBT. Dé

montrer que A ® B est la matrice représentative de f4 5 dans une base de .#,, ,(C)

que l'on précisera. En déduire la trace et le déterminant de A ® B. Quel est son
spectre 7

Tournez la page S.V.P.
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8. A quelle condition nécessaire et suffisante A® B est inversible ? Quel est alors son inverse ?
9. A quelle condition nécessaire et suffisante A © B est diagonalisable ?
10. Démontrer exp(A) @ exp(B) = exp(A® I, + I, ® B).
On définit maintenant le produit o de deux matrices A et B dans Mn(C), avec A = (a;)1<ij<n
et B = (bij)i<ij<n, par Ao B = (a;;b;;)1<ij<n € Mu(C). On note 1 'élément neutre pour ce

produit, i.e. la matrice n’ayant que des 1 comme coefficients. Si A n’a aucun coefficient nul, son
imverse pour le produit o est la matrice B telle Ao B = 1.

LL. Soit A, D et P des matrices dans .#,(C) avec P inversible et D diagonale, telles que
A= PDP'. Démontrer d(A) = (Po P-T)d(D).
12. Soit A et B dans ., (C). Démontrer rg(A o B) < rg(A)rg(B).

13. Soit A dans S/)Jr(R) .:1 coefficients non nuls et B son inverse pour le produit o. Démontrer

que B appartient a .7," (IR) si et seulement si A est de rang 1. On pourra utiliser linégalité
de CAUCHY- bchuAW.

14. a) Démontrer que A o B est une sous-matrice principale de A ® B.
b) Démontrer que si A et B appartiennent a ., *(R), il en va de méme pour A o B.
¢) Démontrer que si A et B appartiennent a ., (R), il en va de méme pour A o B.

d) Soit A dans .#,(R) tel que, pour tout B dans .7, (R), on ait Ao B € £ (R).
Démontrer A € .7 (R).

Partie IV
Soit (Ag)i1<k<n des réels strictement positifs.
1
15. En utilisant un produit scalaire, démontrer ( ) € STH(R).
A+ A 1<i,j<n
16 Endeduire! (e CatM)) e SR,
Partie V
Pour A dans .%,'"(R), on note «(A) le rapport entre sa plus grande valeur propre et sa plus
: max Sp(A) : . ) S ¢
petite valeur propre : k(A) = ) Et si B est dans .#.F*(R), on écrit A > Bsi A— B

appartient a ., (R). Enfin on note ®(A) = Ao AT et ®™ l'itérée m-itme de ®, par exemple
9*(4) = D(®(A)).

17. Démontrer I, < ®(A) < 1(k(A) + k(A)")I,.
18. En déduire (P(A)) < 3(k(A) + k(A)™).
(

19. En déduire que ®™(A) a une limite quand m tend vers I'infini et la préciser.






