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. et ddterminer ics polynômes Qk. 

b. En déduire que, si t ,  , t ,  , . . . , t ,  sont des nombres réeb deus à deux 
distincts, les polyc6mes Q (z + t,) , Q (z + t l )  , . . , , Q (z + t,,,) consti- 
tuent une base de C, [z] . 

- 

c. Montrer que, Q Ctant considCré comme BICment de E,  dim E, = 1 (Q). 

5 O  Soit f un &lément de E, tel que E, soit de dimension Snie n, et so i t .  

* 

(SI, . . . , 6,) une base de E, . 
o. Montrer qu'il existe n nombres rCels t 1, . . . , t ,  tels que, si utf = gt(t,), 

le déterminont de la matrice de terme gCnt5ral a,, (i , j  = 1, 2 ,  . . . , n) I - est non nul. . .  
u3 
l 

3 O  Soit f nn Clément non nul de E'. 

a. Montrer que f peut être écrit de façon unique sous la forme : 
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EPREUVE DE MATH~MATIQWES I 

D U R ~ E  : 4 heures 

Soit E l'espace vectoriel complexe des fonctions inddfiniment ddrivables definies 
sur R, ii valeurs dans C; E' est le sous-espace de E engendré par les fonctions : 
.\ --. xD . esp (a x )  [ p  E ull , a E C] ; sifE E , on notera E, le sous-espace de E 
q e n d r é  par ies fonctions ft : x -i(z + t )  , t décrivant IR. C [XI  est l'ensemble 
des pof;mRmes complexes en x, dont le sous-espace des poIyn6nies de degré au 
plus 6gal ;i rn est not4 Cnr [ X I ,  pour tout m E N . Enfin, si 

k 

P = 2 a ,x"  

n-  O 

est &idment de C [z] , on lui associe P(D) E 2 (E) dCfini par : 

V c: E E , 

on pose gfo) = g.  

h 

P (D) k) = 2 a, . g ("), OÙ B (n) est la d6rivCe nielne de g ; 
n - O  

1" DCLerminPr E, dans chacun des cils Puivants, en précisant à chaque fois 

2* Montrer, en utilisant par exemple la fonction x cc exp (A?), que 

iim !MX : ~ " ( x )  = espx  ; f ( z )  = sinx ; f ( x )  = z2 ; f ( x )  = zexp x. 

{:* j f~ F, e t  E, dc dimension finie } est diifb,rent dc E . 
Tournez la page S. V. P. 

r 

f ( x )  =z ~ , ( x ) .  exp (a,z), o~ P,, . . . , P, E c 1x1 - O 1, 

et oh a,, . . , , a, sont r nombres complexes deux à deux distincts. On 
cppellera longueur de f l'entier naturel : 

1 - 1  

r 

1 - 1  

en convenant de :.Z(O) = O. 

b. Montrer que E, est de dimension finie, et que : dim E, Q 1 (f). 

4 O  Soit Q un é!ément de C [XI, de degrk rn > O. 

a. Prouver qu'il esiste une famille Ùnique (Q,, QI . . . Qm) dans C [x] 
telle que, pour tout réel t : 

m 

k - 0  



b. Xontrer qu'il existe' une famille unique d'applications h, , . . . , h, de R 
dans C vérifiant pour ' tout couple ( x  , t )  de nombres réels : 

Montrer que les applications h,  ,... , IL, sont toutes dsns E, . 
c. En dCduire que D If) =f' est encore dans E, . 
d. Montrer enfin que f est dans E', et que 1 (f) < dim E, . 

6 O  Soit f 41érnent de E', de longueur n. 

a. Montrer que les polynames P de C [XI , tels que f est dsns le noyau de 
P (D) , forment un idhl  1, non nul de C [XI ,  dont un gCnCrateur est dc 
dcgrC n: 

b. Soit Po un tel géngrateur; montrer que : E, = Ker Po (D). Trouver une 
condition nEcessaire et sufissnte pour que la restriction de D 3 E, soit 
diagonalisable. 

c. Soit f E E ' ,  telle que : 
1 

f ( z )  = (x3  + z) . sin 2 x + (x ' -  7) . ch 2% ; 

JCterminer Po dans ce cas [on ie choisira de terme de plus haut degr6 A 
coefficient 11. 


