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OPTIONS M et P’

EPREUVE DE MATHEMATIQUES |

DurtE : 4 heures

3oit E P'espace vectoriel complexe des fonctions indéfiniment dérivables définies
sur R, 4 valeurs dans C; E’ est le sous-espace de E engendré par les fonctions :
w—>2°.exp (¢2)[pe N, xeC]; sifeE, on notera E, le sous-espace de E
engendré par les fonctions f; : x— f(x + t), ¢ décrivant R.C [] est 'ensemble
des polyndmes complexes en x, dont le sous-espace des polyndmes de degré au
plus égal & m est noté C,, [], pour tout m € N . Enfin, si

k
-
P= Z a, x"

ne=0

est éiément de C[x], on lui associe P (D) € £ (E) défini par :

K
VgeE, P(D){g) = 2 @y £, 00 g™ est la dérivée nitme de g;

n=0
on pose g9 = g.

12 Déierminer E; dans chacun des cas suivants, en précisant 3 chaque fois
une base : f(x) =expx; f(x) =sinx; fx) = 2%; f(x) = X exp x.

2° Montrer, en utilisant par exemple la fonction x.— exp (%), que

{/ 1/ <E et E; de dimension finic } est différent de E.

Tournez la page S.V.P.

30 Soit f un élément non nul de E'.

c. Montrer que f peut étre écrit de fagon unique sous la forme :

f@) =S P,().exp (g5, od Py, ... P, eClx] — {0},
j=1

et ob «a,, ., @, sont r nombres complexes deux & deux distincts. On

eppellera longueur de f 'entier naturel :

1(f) =, [degrt Py + 1],
i=1

en convenant de :.-l (0) = 0.

b. Montrer que E, est de dimension finie, et que : dim E; < I(f).

4° Soit Q un élément de C{x], de degré m > 0.

. Qm) dans C[#]

a. Prouver qu'il existe une famille unique (Qg, Q. .-
telle que, pour tout réel ¢ : .

Qe+ 9= . Qula),
kw0 .

. et déterminer les polynémes Q.

b. En déduire que, si £y, £, ... 5 ¢ sont des nombres réels deux & deu.x
distincts, les polyndémes Q (x +¢),Q (& +¢), ..., Q=+ gm) consti-
tuent une base de Cn[x].

c. Montrer que, Q étant considéré comme ¢lément de E, dim Eq =1(Q).

5° Soit f un ¢ément de E, tel que E, soit de dimension finie n, et soit .
(815 <+ » &ny une base de E,.

a. Montrer qu'il existe n nombres réels ¢ ,, ..., ¢, tels que, si ay = gt
le déterminant de la matrice de terme général a,; (6, =1,2, ...
est non nul.
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. Montrer qu’il existe une famille unique d’applications &, , ..., &, de R
dans C vérifiant pour tout couple (x, t) de nombres réels :

n

fe+n= D k0.6

j -1

Montrer que les applications A, ,..., A, sont toutes dans E,.
¢. En déduire que D (f) = f” est ericore dans E,.
d. Montrer enfin que f est dans E’, et que I(f) < dim E, .

6° Soit f élément de E', de longueur n.

a. Montrer que les polyndmes P de C[x], tels que f est dans le noyau de
P (D), forment un idéal I, non nul de C [x], dont un générateur est de
degré n.

b. Soit P, un tel gencrateur montrer que : E, = Ker P (D). Trouver une
condmou nécessaire et suffisante pour que la restriction de D i E, soit
diagonalisable.

¢. Soit f € E’, telle que :

flx)=@x"+2).sin2x+ (x*=7).ch2x;

déterminer P, dans ce cas [on le choisira de terme de plus haut degré &
coefficient 1].



