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RESPECTUFUSEMENT DEDIE

A MM,

Résoudre (resp. ne pas terminer) un exercice
n'est ni nécessaire ni suffisant pour obtenir une
bonne (resp. mauvaise) note a un oral de concours.
On peut méme user d'une question impossible a
traiter a4 ce niveau, voire fausse (cela s'est vu),
pour juger un candidat sur ses moyens de défense
devant une situation inattendue. Les risques de
déstabilisation de Pétudiant. par ailleurs engagé
dans d'autres oraux innombrables. sont pourtant
trop grands pour que de telles attitudes ne soient
pas jugées sévérement par la collectivité « taupi-
nale » toute entiére.

Cet article, cosigné par la totalité¢ des colla-
borateurs de la Revue mais aussi par Claude
Deschamps, professeur en M” & Louis-le-Grand,
voudrait marquer qu'une limite bien détestable
vient d’étre franchic. La publication ci-dessous de
quelques réponses @ des exercices particuliérement
délicats posés lors des derniéres sessions, voudrait
élre comprise comme une protestation trés nette,
et surtout pas comme une participation a4 une
fuite en avant « banalisant » ainsi des énoncés
dont nous regrettons 1'apparition sur le marché,

Il nous parait inadmissible que des examinateurs
se constituent a peu de frais un stock de questions
qui ne sont commodes que pour cux, en dépassant
si ouvertement l'esprit des programmes (voire leur
lettre). recourant systématiquement aux mathé-
matiques des échelons supéricurs et/ou aux recueils
de problémes en principe réservés aux
professionnels. Nous avions connu il y a quelque
peu la peériode « Polya ct Szegd»: voict que
I'introduction des séries de Fourier nous conduit
4 des exercices directement fiés au traité d’Antoni
Zygmund. A I'épidémic des méthodes de Laplace
des annces 80 succéde, semble-t-1l. le recours a
la phase stationnaire et a la méthode du col...
L'utilisation de la transformation d’Abel (inconnue
du programme M) est clairement le passage obligé
de bon nombre d'exercices, d’abord apparus a
Polytechnique avant de ghsser « naturellement »
aux difierents concours dits communs...

seuls

LES EXAMINATEURS ET DIRECTEURS DE CONCOURS

Pour lutter contre cette inflation ¢t 'insuppor-
table hypocrisic qui en découle nécessairement,
nous avions deux possibilités. La premiére était
de censurer ceux des énoncés (lransmis par nos
étudiants et diffusés par la Revue) que nous
jugerions inadmissibles, ne les laissant connus que
de quelques ghettos disposant ainsi d'informations
cachées (peut-étre méme décisives dans une optique
de bachotage, théoriquement peu compatible avec
notre mission pédagogique mais bien vivante ci
el la).

Nous en avons choisi une autre: ces exercices
scront publiés mais dans une rubrique spéciale
= notre «enfer » en quelque sorte Ce ne
sont pas des «Questions ¢t Réponses », qui
continucront comme par le passé i constituer une
rubrique de recherche élémentaire que nous
désirons soigneusement tenir & P'écart des fluctua-
tions fantasmatiques des examinateurs des
concours. Ce seront donc des énoncés publiés par
souct de ne pas tomber sous I'accusation de
rétention d'information, éventuellement corrigés a
Poccasion, mais dont la mise 4 I'écart aura
esperons-nous — une force de dissuasion suffisante
pour gu'aucun service de concours, conscient des
dangers de la dérive actuelle, n'accepte de les
voir ressurgir lors d’une session ultéricure.

Jules Verne ouvre « De la Terre a la Lune »
par la description d’une lutte particuliérement
acharnée et suicidaire entre canon ct cuirassc,
montrant comment aux efforts acharnés des uns
succédaient toujours de coiteuses répliques des
autres. «[lls] langaient des projectiles énormes,
aprés s'étre cuirassés contre les projectiles des
autres. Ils faisaient & autrwi ce qu'ils ne voulaient
pas qu'on leur fit, principe immoral sur lequel
repose tout Uart de la guerre. [...] Le président du
Gun-Club passait sa vie a percer des trous, le
capitaine a l'en empécher ».

Devant les boulets de plus en plus pesants de
quelques artilleurs agressifs, nous réagissions clas-
siquement en alourdissant nos blindages, quitte a
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risquer de trébucher sous le poids. Espérons que
lattitude de la Revue et la prise de conscience
de la quasi-unanimité des professeurs de Spéciales
et de ses représentants Jjoueront un role positif
dans le nécessaire retour i la mesure que nous
appelons de nos veeux.

F. X. Anceul, J. CHEVALLET,
C. Descuames, G. Frory,
D. Monasse, A. Tissier, A. Warusrer.

Post-Seriptum - Jules Verne, toujours prophéte,
raconte comment le bien fougueux artilleur Impey
Barbicane sut conclure une paix spectaculaire avec
le Capitaine Nicholl, 4 Pissue d’un étrange duel
au coin d’un bois. Au moment du bouclage de
¢t numéro, nous apprenons avec intérét que le
jury de I'Ecole polytechnique est prét a publicr,
chaque année, un échantillon assez  significatif
d'énoncés tels qu'ils ont été réellement proposés
a T'oral, pour apporter ainsi sa picrre a la lutte
anti-inflationniste que nous reclamons.  Cette
marque de bonne volonté, de la part d’une Ecole
dont lattitude est attentivement observée par la
collectivité, semble de bon augure pour les futurs
rendez-vous de juillet,.,

Enfer

1. — Une propriété du commutateur [u, v] = wy - g

Une suite (I, ... ') de sous-espaces de dimensions
(0...r) de I'espace des endomorphismes d'un espace
complexe de dimension finie telle que [u, ele I, | pour
tout (u, v. Del? x [1,1] est telle que les cléments de
I'. ont un vecteur propre commun.

Solution (par Daniel Movcin, professeur en M’
Louis-le-Grand, d’aprés « Invariant Theory » de J. Focarry
[ Benjamin, 1969 )

La propriété étant vraie pour et admise pour r — 1.
montrons-la pour . Si I' =T, et [’ = I, il existe
a # 0 et une fonction 4 :I” — C telie que gla) = A(g)a
pour tout gel”. L'ensemble F des x tels que
£(x) = X(g)x pour tout g&I” est non vide. Il est stable
par tout f e I', st 'on admet [provisoirement] la propriété
(P) selon laquelle MLgh=0 pour tout couple
(fLoel xI" T2 puisqualors xe F implique I'éga-
lité :

&) = fe(x) - [f. g)(x)
= M) — ML, ghx = Aig)f(x).

Fixant alors uel” — I, F est donc stable par w; il
existe un vecteur de F propre pour u, qui est aussi
vecteur propre pour tous les éléments de I par définition
de F, et donc vecteur propre pour tous les éléments
deI"@Cu=T =T,

Reste 4 démontrer la propriété (P). Etant donné
(LDel x N, notons M, le sous-espace engendré par
(a, f(a), ..., f""'(a)). La suite M, est croissante : si s
est le plus petit indice tel que M, = M,.,, on sait que
fIM) = M, et que (a. ..y f*7Y(@)) est unc base de
M,. Montrons d’abord Par récurrence sur i que
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C'est vrai pour 0; si cest vrai pour i — 1, on peut
alors écrire -

hf'(a) + £ hLf (a) = A(h)fi(a)
= Jhf*a) = K(h)f(a)
= J(f Ya) ~ MW Na) © M, ) e M,.

Or [f. hf* *(a) - ML DS (@) eM, | = M, par
hypothése de récurrence puisque [f kleTI”. Par suite
L£ A" Ya) e M,. et il en est donc bicn finalement de
méme pour kifa) — A(h)f(a). Ce résultat prouve que
M, est stable pour tout ke I de plus la matrice de
Ia restriction de i & M, dans la base indiquéc est
triangulaire supérieure, avec des A(h) sur la diagonale.
La trace de cette restriction est done sk(k). Appliquons
cela au cas on h = [f g] avec geI”, Or M, est aussi
stable par f: il FPest également par g puisque
gf'(a) - Mg f'@)e M, © M,. Par suite la trace de la
restriction du commutateur [£ gl est égale i celle du
commutateur de leurs restrictions, cest-i-dire 0, et
sMLL. g]) est nulle, ce qui prouve enfin la propriété (P).

(NB: on peut remplacer C par tout corps algébri-

quement clos de caractéristique 0. Ce résultat est un
cas particulier du théoréme de Lie sur les algébres de
Lie résolubles.)

2. — Endomorphismes polynomialement positifs.

Pour tout endomorphisme [ d'un préhilbertien réel E
pour lequel

allx]* £ (f(x)|x) = (f.x|x) = (x1f(x)) = Blix|*

pour tout xeE et tout polynéme réel P el quec
P([.B]) = B, on a (P(f).x|x) = 0.

Solution (daprés le Professeur X)
Pour o = 3, posons g = f — o id et
2(x¥) = (g.x[x)} = (x|g.x) = 0.
Il vient
Hg-x)) = q(x + ) — gx - y) =0,
d'ou g = 0 cest-d-dire S =a id, et enfin
(P(f).x|x) = P()||x|i* = 0.

Sinon :x<[¥:|‘onscramémalorsaums[i= —-a=]
en changeant f en Af + pid.

Le résultat est trivial en dimension finie : les valeurs
propres (s) de I'opératenr auto-adjoint f sont de
module | au plus et

(P(f)-x[x) = EP(s)x?

dans une base orthonormée adaptée 3 f.

En dimension infinie, on se raméne au cas particulier
ol E est engendré par les vecteurs f?.x dont E, est e
sous-espace pour lequel

P < n=4q°,

11 est immédiat (par orthogonalisation de Gram-Schmidt)
que E, admet un supplémentaire orthogonal ; le
projecteur m, est tel que

(o.u|0) = (u|m,.0);

fi=m,0fox, est auto-adjoint dans E, [pour yetz
dans E,, u = f.yet p = f.z, on a

a-212) = (Ra.uiz) = (uin,.2) = (f.y]z)

= (yif-2) = (yIx,.v) + v = n,.v)

if*(@) — L(h)fi(a) e M, pour tout couple (h, e I™ x W,

= Ylre-0) = (plfp-2))
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el est soumis aux mémes inégalités que f [pour yeF,
onal(fe.yinl = Iy, 0 = [(fyn < Nipll*] dou

(P(f).xIx) =2 0 [xeE,]

Mais x a méme image par f et par f,. ainsi que par
toutes leurs puissances jusqu'd la  n-iéme par une
recurrence immédiate, Ii en résuite  que
(P(f).x|x) = (P(fp).x|x) = 0.

Autre solution (par Daniel Movieg).

S'étant ¢galement ramené au cas B=—a=1 (dou
(f-x1x) = |/x1%) on se sert des deux Propriétés suivantes :
la condition ci-dessus implique Pinégalite ||f.y| < Iyl
pour tout y, et tout polynéme réel P positif ou nul
sur [~ 1, 1] est de la forme

U+ (1 - Xoy?

(citée dans le volume d'exercices pour Mathématiques
Supéricures de M. Crestey  [Dunod 1972] d'aprés le
tome IT de Polya et Szegd).

Admettant provisoirement ces lemmes, on écrit alors
pour tout x dans E:

(P(1).x1x) = (U*(f).x|x) + (VE(f).x|x)

= (Mo V() .xIx) = JUN.x|I + V(). )2
- If o V{(f).x|* =0 (poser y = V(f).x).

Prouvons la premiére propriété dans le cas Iyl = 1
et fy#0:z=|fy| f.y est tel que
izl = 1, 4iLf.yll = 2(f.yl2) + 2(y|f.2)
=(y+zly+2) - (fiy - z]ly = 2)

Sy +zlI* + lp - zli* = 4 = 4p)2.

Unc preuve assez élémentaire de lautre proprié¢té
repose sur une décomposition de P de la forme

(1 = X)"(1 + X)"(X - y)*Q

ot Q>0 sur [~ 1,1)et ye]— 1, 1[.
Montrons qu'il existe un polynéme réel H tel que

P(cos 8) = [H(e™)*:

il suffit que cela soit vrai pour chaque facteur de la
décomposition. Or c'est trivial pour 1 — X et 1 4 X
et facile pour (X — ¥)* [prendre 2H = X' — 2¢X + 1).
C'est encore exact pour Q: on dispose en effet de
I'égalité suivante :
z=¢" = |Qcos ) = Q(cos0)

= Xa,(z" + 27%) = az""[IL(z)

sou L(X) = (X ~ a)(X - b) avec b conjugué de 1/a
puisque les racines de Za,(X""7 + X**#) peuvent ainsi
étre regroupées deux par deux [restant distinctes 'unc
de P'autre, mais ayant méme ordre de multiplicité] et il
suffit alors d'écrire :

z2=e"=z~ b= b2z Z)=|L(z)| = |b||z — ai?
el associer éventuellement L et son conjugué s'il n'est
pas réel pour obtenir une relation du type

Q(cos 8) = |[K(z)|%,

puis I'égalité recherchée P (cos ) = [H(z)!%. Développer
IH(e”)|* en (cosph,sinpB) et recourir ensuite aux
polynomes de Chebichef des deux espéces donne une
identité en B de la forme :

P (cos 8) = [U (cos 0)* + sin® 6LV (cos 0))?
d'ou Fon déduit aussitdt I'égalité
P=U*+ (1 - X)ve

Awtre solution (par P. Fevmes, professeur en M' @
Pasteur ).

Soit si possible P dc degré minimal n parmi ceux
qui ne vérifient pas la propriété. Il est trivial que n > 1.
Montrons que P n'est pas de la forme M = X3).
Démontrons en effet Pinégalité (x - f*.x|x) = 0, soit
encore (g%, x[x) < 2(g.x|x) pour g = f + id. La forme
bilinéaire h(u, v) = (g.ulv) est positive par hypothése
car oo = ~ 1; Cauchy-Schwarz permet alors d'écrire -

(g*.x1x)* < (g*.x|x)(g. x| x)

= 2lg. x| (g. x| x) = 2(g*. x| x){g.x x)

puisque
(g.x|x) < 2lix)|* (B = 1)

et le résultat en découle, méme si 0 = (g%, x|x) = Ilg. x||?
puisqualors (g.x1x) = 0 < 2x|?).

Soit Q I'ensemble des polyndmes A du type 1 + X,
1 =X ou (X — 7)% tout polynéme de minimum nul
sur [— 1,1] est multiple d’au moins un tel A. S;
L=mnP>0,onaPe=i+ AQavecp = minQ = 0
ctd’Q < n. OrA = (X — y)*est exclu car y= fix —x
impliquent :

0 > (P(f).x x)
= Mixl* + (AN 2 QUN.xix) 2 (QUf)-vy) = 0

(par minimalit¢ de n). Par suite A = 1 — gX: s
Q=u+BR avec BeQ et B= A ou B =X -3
on peut encore traiter Iinégalité

0> (A(NoQ(N).x|x) = (Al e B(NoR(f).x|x)

comme plus haut et aboutir 4 une contradiction puisque
ABR a un diviseur carré. Donc B = | — X : posant
de méme R =v + CS on a:

0= (id = fJoR(N.xIx)
= (lid = fFoC(f)oS(N.x|x)

ce qui est aussi absurde car C est carré ou multiple
de I + eX.

3. — Une caractérisation de la fonction sinus.

Une fonction de classe €~ de [0, ] dans R telle que
SO S'annule en 0 et en x et que (— 1)/ = 0 pour
tout entier k est positivement liée sur [0, x| 4 la fonction
sinus.

Solution (d'aprés le Professeur Jean Cousss de
Paris VI ).

Prolongeons f en Ia rendant impaire et 2r-périodique ;
clie reste €. Le théoréme de Dirichlet montre que,
pour tout réel x:

fix) = ‘Z(sin nx) b.(f).

Notons que, pour toute fonction impaire, 2x-périodigue
et intégrable qui reste positive sur [0, n], on a Pinéga-
lité 'b.(2)| < nby(g) résultant  de I'inégalité
|sin nx| < n |sin x|, découlant elle-méme par récurrence
sur n de la décomposition

sin{n + I)x = sin(n ~ 1)x + 2sin x cos nx.

Par ailleurs il est connu qu’unc intégration par parties
montre que le coefficient de Fourier complexe c, satisfait
i Pégalite c (") = ni c(f). Posant g = f% op g
donc la majoration ;

m*1ba ()] = 15.(f*)] < nlby(f®*)| « n #by ().

Linégalité n** " '|b.(f)| < b,(f) implique la nullité des
b.(f) pour tout n > 1; il en résulte bien que [ = A sin.
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4. ~ Equivalent en + o de Vintégrale
| o
flx) = expif 4 dr.
J 1§ f
Solution (par Jacques Curvaicer, professeur en M a
Lovis-le-Grand, d’aprés le « Calcul  Infinitésimal »  de
1. Digvnoxse, p. 135, voir aussi Vavrmer Exercices corrigés,
Eska ).
1} Existence: on étudie l'intégrale entre deux limites
définies par b > a > 1, en posant t = u,/x et intégrant
par parties :

b
(V'R | u 4 s ]\) r i
- — ——cxpilu + =) x
. 3 iJx w -1 P A

- ﬂ\ X
(™ @+ 1 ¢ PP
: J" W= cxpl(u t ;) \,-'\'du1

car il suffit alors de faire tendre b vers + <.

2) Comportement en + oo : nous garderons ¥ comme
variable et nous intéresserons spécialement. suivant en
cela la méthode dite de «la phase stationnaire », 4 la
valeur 1 qui annule la dérivée de I'exposant du nombre
¢. cn posant :

y [ 1 1\ ~
() = —expif u + xd
f(x) ' "L\[H(H u)\ x du
3 \; ~ ~
J +J =g + h(x),
L \._‘_
: 0
v=u—1 P(0) & =
N 1
d’ou
; v 1 111\."‘
s bl Iv Y Y " 3 y
g(x) = exp 2i/x [ e lcxprv o do.

o

On pense que g va s¢ COMpOorter comme

exp iw® /X dw

exp 2i/x

Jo

oi w = ¢t), car le rdle de 0 y est prépondérant.
Posons W = ¢ ' qui existe et est de classe €* comme
¢ car ¢’ > 0. Posons enfin

g(x) = A(x) + B(x) + C(x)

ou:
iz vl 5
a) A(x) = exp2iy, xJ exp iw?/x dw
0

1 L

~ e (C + iS)exp 2i/x
L8 ix
N

[C et S sont les intégrales de Fresnel: poser h =

w/x];

. vib ‘J/'
N = " 9 Iy B
by B(x) cxp-r\,.\j; [l v l]

1
exp iw? /x dweofx %)

[poser W' = (1 + ¥)(1 + wh), ou B est €7, puis intégrer
par parties pour que w n'infervienne que par son carre] ;

2
. i Y

¢y Clx)=exp 2i /X L—cx 1a \-m dreo(x #)
=4 T . ST R ok :

[toujours par intégration par parties].

Nous possédons donc un équivalent simple de g.
Reste 4 étudier ks il suffit de poser ici v = u ' pour
obtenir une expression de h trés voisine de celle de g:

les mémes méthodes s'appliquent encore ¢t donnent
h(x) ~ g(x). Le calcul des intégrales C ct S est
classique ; il en résulte I'équivalent cherché :

-
I
|

Sx) ~ \|, 3

i o
(1 + i) —=cxp ’.’EV-'x (x = + oo).
X
3) SiPon cherche simplement & prouver gue lim f = 0,
ce qui précéde peut se simplifier. On sépare un intervalle
[t = o | + 2 sur lequel l'intégrale. majorée en module

- L e N
par celle de u ', est moindre que - Une integration
par parties comme celle du 1) montre alors que les

intégrales restantes entre 1 = et + oo et — = et 1 — o
1 V" )
sont des of(x *). ce qui établit le résultat,

5. - Convergence uniforme de l'intégrale
(59 Soriexipioe

1(0) - t Tocs

J¢

dr (o > 0,|0] = =)

Solution (par André Wasossne, professeur en M a
Louis-le-Grand, d’aprés un manuscrit trouvé & Saragosse).

L'existence de I{0) résultera de la démonstration elle-
méme. Si v = Logt. lintégrale s'écrit sous la forme :

‘o y ‘x d
| = [ exp i(De® — aw) 9—’— = J- exp ip(v) 2
J v L v
Pour 8 # 0 posons T = Logg don o = afe"* — 1],

@" = 2’ °. Sir = 1, nous noterons 1,(6) I'intégrale de
¢ %e* de r a2 + 0. Une intégration facile montre que
si v ne prend pas la valeur u:

=] ‘,k i ~
el ot
il o v | o’ tp"

Nous découperons I.(0) en unc somme J + K + X
avec -

e (“max (e L7} ‘o
J = | - K = , L=
Jmin (x5 r) max (x Lr) max {ct 1, )

et montrerons que chacun de ces termes est un olr %)
ce qui établira existence et convergence uniforme pour
0 # 0. Pour (K| la majoration par 2r ‘' est trivialc.
Pour |1/ nous supposerons r < 1 — 1. Alors ¢ * = (s
dott jq'| = afl —¢ '] = P puis:

f'ig,lrl_ “"’.d'sl-”d_l: !_
I | "i Bl o B
o Tr

dy {z-l;Jl e"'dw<£z;- JeOir .

Pour I'étude de L. nous poscrons v~ T = 5 = 1:

| =afef =D >ale~ D=1 '-, =

e’ 1|'=de 1
—dv| £ = . e
o' sl 4, sulioisin:

E vt g o g e
——dv| < —— ds.
Uwf* d‘l WJ- TR

Par suite Leo(r Y: il en est donc de méme de
J + K + L, avec un cocfficient indépendant de T et
donc de 0. 1l suffit de montrer I'existence de l'intégrale
pour 0 = 0 pour en déduire la convergence uniforme
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= frouve i1 encore un o
SSSRergence est uniforme. mais on en connait méme
S estimation explicite. Le succés de la méthode repose,
sme fois de plus, sur Ia méthode de la phase stationnaire,
semsistant a vérifier la prépondérance d’intervalles de
Segueur fixe centrés en des points ol sannule Ja
senvee de la « phase » P,

(r °). Non seulement la

S bis.

Convergence uniforme de la série
E@R)=Ynptva_= x>0,z <1
i Log n
samalogue de Pexercice précédent).

Alin de couvrir ¢galement le
28 du livre d&ja cité de
Sargir le probléme

cas d’un exercice proposé
J. Dieubonne, nous allons
au cas d'une série entiére de la

weme  ci-dessus  mais ot @fn), décroissant  vers 0,
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Utilisons maintenant une
pour les termes dindice
proche du zéro de 1a dériv
dans I'exercice précedent,

autre transformation d’Abel
inférieur i a (cette valeur,
€c de I'exposant de ¢ comme
sépare ™ en deux parties sur
lesquelles Jes oscillations des termes en 8 et ¢en o ont
des comportements tres différents, le terme prépondérant
étant tantdt 'exponenticlle en n. tantdt la puissance
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0< 0 <5: £, = Q(n)e™™,

le,) = om),

ce qui implique alors -
|

Eavil = lo(g)[e® — eetin

v LA
Fe Ylo(g) - (g + 1))
< e(N)1O| + ?@) ~ @lg + 1),
d'ou
E €8s = €54y € (@ + I)p(N).
N
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On pourrait évidemment remplacer a par tout entier
PeIN — 1, q).

Notons que des caleuls presque identiques montrent

également que pour 6 = ( i ¥ a encore convergence,
Par suite, une majoration Unip = U,| < & est possible

pour tout n = N (g) et tout (p, B).

Nous avons donc su démontrer que Ja restriction de
X au cercle unité existe ef st uniformément convergente,
Il en est alors de méme de £ sur le disque fermé de
rayon 1 entier comme on le voit soit par la considération
du noyau de Poisson. soit plutét en utilisant une
remarque publiée par Bernard Ranoe (professeur en P*
i Louis-le-Grand) dans le numéro 9 de AMai 1983 de la
Revue, Si z| = ¢ 10,1], =z 5, la transformation
d’Abel ci-dessous :
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pour tous ¢ = p = N montrent que
reste en { passe a z, ce

la majoration du
qui termine I'exercice.




