
Zoom sur un ensemble de nombres

vérifiant la conjecture de Syracuse

Sneg

Avant que la conjecture de Fermat n’ait été démontrée entièrement, nombre de mathématiciens se sont
attaqués à elle en en résolvant l’un ou l’autre cas particulier.

Pareillement, dans les pages qui suivent je me propose, chère lectrice, cher lecteur, de démontrer qu’une
catégorie d’entiers naturels impairs vérifie la conjecture de Syracuse - dont on trouvera un énoncé au
bas de cette page.

Rappel à l’attention des personnes qui ne connaîtraient pas la conjecture de Syracuse :

Voici une suite de nombres à laquelle on donne le nom de "suite de Syracuse" :

60, 30, 15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, . . .

Les règles qui ont présidé à la construction de cette suite sont très simples :

1. J’ai commencé par choisir au hasard un nombre entier naturel non nul, c’est-à-dire un nombre
appartenant à l’infinité des nombres {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, . . .}, et j’en ai fait le premier
terme de cette suite qui se lit - faut-il le préciser ? - de gauche à droite. On voit dans l’exemple
que j’ai choisi le nombre 60.

2. Vu que 60 est un nombre pair, la "règle du jeu" concernant les nombres pairs me demande de
diviser ce nombre par 2, ce qui donne 30. Je fais de ce résultat le deuxième terme de cette suite.

3. Vu que 30 est un nombre pair également, j’applique la même règle que ci-dessus et je divise
aussi ce nombre 30 par 2, ce qui donne 15. Je fais de ce résultat le troisième terme de cette
suite.

4. Vu que 15 est un nombre impair, j’applique la "règle du jeu" concernant les nombres impairs,
qui me demande de multiplier d’abord ce nombre par 3 puis d’ajouter 1, ce qui donne ceci :
(3× 15) + 1 = 46. Je fais de ce résultat le quatrième terme de cette suite...

Maintenant que l’on connaît la règle du jeu concernant les nombres pairs ainsi que la règle du
jeu concernant les nombres impairs, la suite de Syracuse qui a été donnée en exemple n’a plus de
secrets.

Quant à la conjecture de Syracuse proprement dite, nous l’énoncerons de la façon suivante :

"Quel que soit le nombre entier naturel non nul choisi au départ de ce "jeu", la suite de Syracuse qui
s’ensuivra ... aboutira tôt ou tard au terme 1."
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A la lecture du rappel qui vient d’être fait à la page précédente, il apparaît clairement que :

1. si une suite de Syracuse contient un terme pair égal à 2k (k ∈ N∗), alors cette suite aboutira
avec certitude à 1, suivant le schéma : . . . , 2k, 2k−1, 2k−2, . . . , 2k−k = 1.

2. si une suite de Syracuse contient un terme impair s tel que 3 × (s) + 1 = 2k (k ∈ N∗), alors
cette suite de Syracuse aboutira elle aussi à 1, puisque cela nous ramène au point 1, ci-dessus.

Considérons également que tout entier naturel impair s est tel que s+ 1 = 2p × 3q ×W ,
où :
• p est un entier naturel non nul, puisque s+ 1 est pair,
• q est un entier naturel (on notera que, dans tout ce texte, 0 ∈ N),
• W est un entier naturel, impair et premier avec 3 (éventuellement égal à 1).

En effet, tout entier naturel pair s+ 1 est de la forme 2p × V , avec V = un entier naturel impair. Et
V peut être présenté sous la forme V = 3q ×W , avec q = un entier naturel et W = un entier naturel,
impair et premier avec 3. Donc, on a bien : s+ 1 = 2p × V = 2p × 3q ×W .

Par conséquent, tout entier naturel impair s est de la forme 2p × 3q ×W − 1.

*

Ceci étant dit, dans les quatre premiers chapitres de cet article, il va s’agir de démontrer l’énoncé 1
suivant :

Tout entier naturel impair 2p × 3q ×W − 1, tel que

3p+q ×W − 1

2∆
=

22×w − 1

3

avec :

p, q,W , définis comme plus haut sur cette page,

w, un entier naturel non nul,

2∆, la plus grande puissance de 2 qui puisse diviser 3p+q ×W − 1,

- entier naturel impair que nous appellerons s0 -

génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1.
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Quant aux deux derniers chapitres, les chapitres 5 et 6, ils auront pour but de démontrer l’énoncé 2
suivant :

Tout entier naturel impair de forme

4q × θ +
4q − 1

3

avec :

θ = 0 ou θ = s0 (voir l’énoncé 1 de la page 2),

q ∈ N∗ si θ = 0,
q ∈ N si θ = s0,

génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1.

L’ensemble - que nous appellerons E - des entiers naturels impairs tels qu’ils sont définis dans cet
énoncé 2 n’est autre que l’ensemble évoqué dans le titre de cet article.

On remarquera que tout entier naturel impair tel que défini dans l’énoncé 1 de la page 2 - à savoir
tout s0 - appartient à l’ensemble E : c’est le cas où l’on a simultanément θ = s0 et q = 0.

Enfin, l’annexe de la page 19 viendra compléter sur deux points le contenu du chapitre 2.

*
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Chapitre 1 : La propriété P

Ce chapitre a pour objectif de mettre en évidence une propriété commune à toutes les suites de
Syracuse. Nous la nommerons "Propriété P". Elle découle d’un calcul facile.

On calcule en effet facilement que, dans une suite de Syracuse, tout terme impair s tel que

s = 2g × 3h ×W − 1 ,

avec :
g, un entier égal ou supérieur à 2,
h, un entier naturel,
W , un entier naturel, impair et premier avec 3,

est immédiatement suivi par le terme pair

3× (s) + 1 = 2× (2g−1 × 3h+1 ×W − 1),

qui est lui-même immédiatement suivi par le terme impair s′ tel que

s′ = 2g−1 × 3h+1 ×W − 1 .

• D’abord, on a l’assurance que s′ est impair car, puisque g ≥ 2, il s’ensuit que g − 1 ≥ 1. Donc, avec
son facteur pair, le produit 2g−1 × 3h+1 ×W est pair. Et 2g−1 × 3h+1 ×W − 1 est impair.

• Ensuite, il est clair que, comparé à s, le terme s′ voit l’exposant de 2 perdre une unité et l’exposant
de 3 gagner une unité.

• Conséquence du point précédent, la somme des exposants de 2 et de 3 reste constante chez s et s′ :
g + h = (g − 1) + (h+ 1).

• Enfin, le nombre pair intercalé entre les termes impairs s et s′ ne peut en aucun cas être égal à une
puissance de 2. Pas même la plus petite d’entre elles (à savoir 21) car, certes, 2 serait immédiatement
suivi par le terme impair s′ = 1, mais aucun entier naturel impair ne peut être l’antécédent immédiat
de 2 : Il n’existe aucun entier naturel impair s tel que 3× (s) + 1 = 2.

Convenons d’énoncer de la façon suivante la propriété P :

Dans une suite de Syracuse, tout terme impair s = 2g × 3h ×W − 1,
avec :
g, un entier égal ou supérieur à 2,
h, un entier naturel,
W , un entier naturel, impair et premier avec 3,

est immanquablement suivi par le terme impair s′ = 2g−1 × 3h+1 ×W − 1,
avec - intercalé entre ces deux termes impairs - un seul et unique terme pair.

*
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Chapitre 2 : Le cas 3p+q ×W − 1

Ce chapitre a pour but de démontrer l’affirmation suivante :

Toute suite de Syracuse générée par un terme impair s = 2p × 3q ×W − 1,

avec :
• p = un entier naturel non nul,
• q = un entier naturel,
• W = un entier naturel, impair et premier avec 3,

possède un terme de la forme 3p+q ×W − 1.

Ce terme est pair puisque "impair × impair − 1 = pair". Partons à la recherche de ce terme.

p = 1 :

Dans ce cas, le terme impair s = 21 × 3q ×W − 1
est immédiatement suivi par le terme pair 3× (s) + 1 = 21 × (3q+1 ×W − 1),
qui est lui-même immédiatement suivi par le terme 3q+1 ×W − 1 = 31+q ×W − 1.

Ainsi, dans l’hypothèse p = 1 trouve-t-on rapidement ce terme de la forme 3p+q ×W − 1.

p ≥ 2 :

Dans ce cas, en vertu de la propriété P on peut dire ceci :

Si p ≥ 2, le terme impair 2p × 3q ×W − 1 sera suivi par le terme impair 2p−1 × 3q+1 ×W − 1.

Mais on peut ajouter :

Si p− 1 ≥ 2, le terme impair 2p−1 × 3q+1 ×W − 1 sera suivi par le terme impair 2p−2 × 3q+2 ×W − 1.
Si p− 2 ≥ 2, le terme impair 2p−2 × 3q+2 ×W − 1 sera suivi par le terme impair 2p−3 × 3q+3 ×W − 1.

Etc.

Ce processus itératif va pouvoir se répéter de la sorte jusques et y compris ce cas-ci :

Si p − (p − 2) ≥ 2, le terme impair 2p−(p−2) × 3q+(p−2) × W − 1 sera suivi par le terme impair
2p−(p−1) × 3q+(p−1) ×W − 1 = 21 × 3p+q−1 × W − 1.
(L’exposant de 3 a été déterminé en se rappelant que la propriété P voit la somme des exposants de 2
et de 3 rester constante, c’est-à-dire ici rester constamment égale à p+ q.)

En revanche, pour d’évidentes raisons, ce processus itératif ne fonctionnera plus à l’étape suivante, à
savoir : "Si 1 (l’exposant de 2, ci-dessus en gras) ≥ 2, le terme impair etc. "

En résumé, dans le cas p ≥ 2, la propriété P nous assure qu’une suite de Syracuse telle qu’elle a été
définie en début de ce chapitre possède un terme impair de la forme 21 × 3p+q−1 ×W − 1.
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Et ce terme impair 21 × 3p+q−1 ×W − 1
sera immédiatement suivi par le terme 1 pair 3× (21 × 3p+q−1 ×W − 1) + 1 = 21 × (3p+q ×W − 1),
qui sera lui-même immédiatement suivi par le terme 3p+q ×W − 1, pair également.

Ainsi, le terme que nous cherchions a-t-il été trouvé aussi bien dans l’hypothèse p = 1 que dans
l’hypothèse p ≥ 2.

(Pour une mise en pratique et un prolongement de ce chapitre 2, voir l’annexe en page 19.)

*

Chapitre 3 : A propos de l’énoncé 1

On vient de voir au chapitre 2 que 3p+q ×W − 1 est un terme pair de la suite de Syracuse générée par
le terme impair s = 2p × 3q ×W − 1, que l’on ait p = 1 ou p ≥ 2.

Etant donné la règle du jeu concernant les termes pairs dans une suite de Syracuse, ce terme pair va
y être divisé par 2 autant de fois que c’est possible jusqu’à aboutir à un terme impair.

Autrement dit, au vu de la définition de 2∆ donnée en page 2,

3p+q ×W − 1

2∆

représente le premier terme t impair à se présenter après le terme pair 3p+q ×W − 1, dans une suite
de Syracuse générée par le terme impair s = 2p × 3q ×W − 1.

Et, quand
3p+q ×W − 1

2∆
= t =

22×w − 1

3
comme c’est le cas dans l’énoncé 1, le successeur immédiat

de t n’est autre que

3× (t) + 1 = 3× 22×w − 1

3
+ 1 = 22×w,

c’est-à-dire un terme pair égal à une puissance de 2, qui a pour effet de mener inexorablement cette
suite de Syracuse à 1.

Ceci démontre la véracité de l’énoncé 1, en page 2.

*

1. Contrairement à chacun des termes pairs précédents (quand il y en a), intercalés qu’ils sont entre deux termes
impairs, ce terme pair-ci (qui est suivi par un autre terme pair) est possiblement égal à une puissance de 2.
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Il reste à apporter deux précisions à cette démonstration.

1. Au sujet de t

Est-ce que
22×w − 1

3
est bien toujours entier, positif et impair, comme est censé l’être le terme t ?

La réponse est affirmative.

Positif :
Vu que 22×w = (22)w est ≥ 4, le dividende 22×w − 1 est > 0, tout comme le diviseur 3. Donc, le
quotient est > 0.

Impair :
Une puissance de 2 à exposant entier strictement positif est paire. Si on la prive d’une unité, on obtient
un résultat impair. Donc, le dividende 22×w−1 est impair, tout comme le diviseur 3. Donc, le quotient
est impair ... à condition qu’il soit entier, ce qui se démontre comme suit :

Entier :
Vu que 22×w = (2w)2, le petit théorème de Fermat apporte la preuve immédiate que 3 divise 22×w −1.

2. Un ensemble non vide

La question suivante se pose également :

L’ensemble des entiers naturels impairs s = 2p × 3q ×W − 1 tels que
3p+q ×W − 1

2∆
=

22×w − 1

3
est-il

vide ou non vide ?

On pourrait prouver que cet ensemble d’entiers naturels impairs contient au moins un élément en
exhibant ne serait-ce qu’un nombre appartenant à cet ensemble. C’est le cas du nombre 15, qui est le
premier terme impair de la suite de Syracuse donnée en exemple en page 1. En effet, on a

15 = 24 × 30 × 1− 1 et
34+0 × 1− 1

24
=

80

16
= 5 =

22×2 − 1

3
.

(Et l’on peut au passage vérifier que la suite de Syracuse générée par 15 possède bien le terme 5 :

15 , 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5 , 16, 8, 4, 2, 1, . . .)

Mais on peut faire mieux.
On peut prouver que cet ensemble possède une infinité d’éléments.
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En effet, si 1

3p+q ×W − 1 = 2k (k ∈ N∗),

alors

2∆ = 2k (vu la définition de 2∆).

D’où :
3p+q ×W − 1

2∆
=

2k

2∆
= 1 =

22×1 − 1

3
,

ce qui est conforme au résultat attendu.

Et pour avoir 3p+q × W − 1 = 2k, il suffit d’avoir (pour m = un entier naturel, impair et premier
avec 3)

W =
23

p+q−1×m + 1

3p+q
,

puisqu’alors

3p+q ×W − 1 = 3p+q × 23
p+q−1×m + 1

3p+q
− 1 = 23

p+q−1×m

(avec, ici, k = 3p+q−1 ×m).

Il reste maintenant à démontrer que
23

p+q−1×m + 1

3p+q
est toujours un entier naturel, impair et premier

avec 3, comme l’a été défini W .

Ce seul point mérite qu’on lui consacre un chapitre entier, à savoir le chapitre 4.

*

1. Dans une suite de Syracuse générée par le terme impair s = 2p×3q ×W −1, le fait que le terme pair 3p+q ×W −1
soit égal à une puissance de 2 à exposant entier non nul fait inexorablement retomber cette suite jusqu’à 1. On voit ici
que ce résultat particulier s’inscrit dans un cadre de résultats plus large, à savoir celui fixé par l’énoncé 1.

8



Chapitre 4 : Un entier naturel impair et premier avec 3

Dans ce quatrième chapitre, il va donc s’agir de démontrer que
23

p+q−1×m + 1

3p+q
,

avec :
p = un entier naturel non nul,
q = un entier naturel,
m = un entier naturel, impair et premier avec 3,

est toujours un entier naturel, impair et premier avec 3.

Avant tout, effectuons un changement de notation.

Posons : n = p+ q − 1.

Puisque p, q et 1 sont des entiers, alors p+ q − 1 = n est aussi un entier.
Puisque p ≥ 1 et q ≥ 0, alors (p+ q − 1 =) n ≥ 0.
Donc n ∈ N.

Suite à ce changement de notation, il va s’agir dans cette annexe de démontrer que
23

n×m + 1

3n+1
,

avec :
n = un entier naturel,
m = un entier naturel, impair et premier avec 3,

est toujours un entier naturel, impair et premier avec 3.

Cela revient à démontrer que
23

n×m + 1

3n+1
est un entier, positif, impair et premier avec 3.

Positif :
Dividende (23

n×m + 1) comme diviseur (3n+1) étant strictement positifs, le quotient est strictement
positif également.

Impair :
Etant une puissance de 2 à exposant entier strictement positif, 23

n×m est pair. Donc, le dividende
23

n×m + 1 est impair, tout comme le diviseur 3n+1. Donc, le quotient est impair ... à supposer que ce
soit un entier.

Démontrons donc, simultanément, que
23

n×m + 1

3n+1
est un entier, premier avec 3.

Pour ce faire, distinguons le cas m = 1 du cas m > 1.
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m=1

Si m = 1, alors
23

n×m + 1

3n+1
=

23
n

+ 1

3n+1
.

Dans ce cas, c’est par récurrence qu’il va ici être démontré que, pour tout entier naturel n,
23

n

+ 1

3n+1

est égal à un entier premier avec 3. Pour ce faire, on procède en deux étapes :

1) On démontre que si l’égalité
23n

+ 1

3n+1
= un entier premier avec 3 est vraie pour un certain entier

naturel n0, alors elle est vraie pour le suivant, c’est-à-dire pour n0 + 1. Voici cette démonstration :

Supposons vraie l’égalité
23

n0
+ 1

3n0+1
= q (= un entier premier avec 3).

Il vient : 23
n0

= 3n0+1 × q − 1.

D’autre part, 23
n0+1

= 23
n0×31 = 23

n0+3n0+3n0
= 23

n0 × 23
n0 × 23

n0
= (23

n0
)3.

De sorte que : 23
n0+1

= (23
n0
)3 = (3n0+1 × q − 1)3, ce qui, puisque (a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3,

entraîne

23
n0+1

= (3n0+1 × q)3 − 3× (3n0+1 × q)2 × (1) + 3× (3n0+1 × q)× (1)2 − (1)3

= 33n0+3 × q3 − 32n0+3 × q2 + 3n0+2 × q − 1.

Et donc,

23
n0+1

+ 1 = 3(n0+2)+(2n0+1) × q3 − 3(n0+2)+(n0+1) × q2 + 3(n0+2) × q

= 3n0+2 × (32n0+1 × q3 − 3n0+1 × q2 + q).

D’où, 3n0+2 n’étant pas nul,

23
n0+1

+ 1

3n0+2
= 32n0+1 × q3 − 3n0+1 × q2 + q,

égalité dont le membre de droite est, ce qui clôt cette démonstration, à la fois :

- un entier, car une somme algébrique de termes entiers vaut un entier.
- premier avec 3, car q étant défini comme un entier premier avec 3, le facteur 3 n’est pas commun

à tous les termes de cette somme algébrique.

2) On montre par le calcul que l’égalité
23n

+ 1

3n+1
= un entier premier avec 3 est vraie pour n = 0.

En effet, dans ce cas,
23

0

+ 1

30+1
= 1. Donc, en vertu de ce qui vient d’être démontré au point 1, cette

égalité est vraie aussi pour n = 1. Etant vraie pour n = 1, elle est aussi vraie pour n = 2. Etant vraie
pour n = 2, elle est vraie aussi pour n = 3. Etc. Ainsi, par récurrence, elle est vraie pour tout n ∈ N.
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m>1

Dans ce cas, m ≥ 5 puisque m a été défini comme étant un entier naturel, impair et premier avec 3.

On sait depuis le cas m = 1 que, pour tout n ∈ N,

23
n

+ 1

3n+1
= q , un entier premier avec 3.

Donc : 23
n

= 3n+1 × q − 1.

Cela dit, rappelons-nous que

m termes m facteurs︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
23

n×m = 23
n+3n+...+3n = 23

n × 23
n × . . .× 23

n

= (23
n

)m.

Par conséquent,

23
n×m = (23

n

)m = (3n+1 × q − 1)m.

Et la formule du binôme de Newton nous permet de poursuivre par l’égalité

23
n×m =

m

Σ
j=0

(3n+1 × q)m−j(−1)j .

Le développement en somme algébrique du membre de droite de cette dernière égalité va faire ap-
paraître des termes dont chacun sera assorti d’un "coefficient binomial", noté pour le premier

(
m
0

)
,

pour le deuxième
(
m
1

)
, pour le troisième

(
m
2

)
, etc. jusqu’au dernier, noté

(
m
m

)
, ce qui fait un total de

m + 1 coefficients binomiaux ; donc un total de m + 1 termes. Ici, puisque m ≥ 5, on compte au
moins six termes, dont les six termes présentés ci-dessous, en posant pour la concision 23

n×m = P et
3n+1 × q = a :

P =
(
m
0

)
am(−1)0 +

(
m
1

)
am−1(−1)1 +

(
m
2

)
am−2(−1)2 + . . .+

(
m

m−2

)
am−(m−2)(−1)m−2+(

m
m−1

)
am−(m−1)(−1)m−1 +

(
m
m

)
am−m(−1)m.

D’où, puisque
(
m
0

)
= 1 =

(
m
m

)
et

(
m
1

)
= m =

(
m

m−1

)
,

P = am −mam−1 +
(
m
2

)
am−2 . . .−

(
m

m−2

)
a2 +ma− 1.

Et en mettant en évidence a, présent dans chaque terme une fois que l’on a fait passer le terme 1 du
membre de droite vers le membre de gauche de l’égalité en le changeant de signe :

P + 1 = a× [ am−1 −mam−2 +
(
m
2

)
am−3 . . .−

(
m

m−2

)
a+m ].
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C’est-à-dire, en opérant la conversion en sens inverse :

P +1 = (3n+1×q)× [(3n+1×q)(m−1)−m(3n+1×q)(m−2)+
(
m
2

)
(3n+1×q)m−3 . . .−

(
m

m−2

)
(3n+1×q)+m]

ou encore, puisque 3n+1 n’est pas nul

23
n×m + 1

3n+1
= q× [(3n+1 × q)(m−1) −m(3n+1 × q)(m−2) +

(
m
2

)
(3n+1 × q)m−3 . . .−

(
m

m−2

)
(3n+1 × q)+m]︸ ︷︷ ︸

q’

égalité dont le membre de droite est un entier premier avec 3, étant donné que :

• q est défini comme un entier premier avec 3,

• q′ - est un entier, car une somme algébrique de termes entiers vaut un entier,
- est premier avec 3 : En effet, m étant défini comme un entier premier avec 3, le facteur 3 n’est
pas commun à tous les termes de cette somme algébrique,

• q × q′, le produit de deux entiers premiers avec 3, est un entier premier avec 3.

Ainsi, dans le cas m = 1 comme dans le cas m > 1, il vient d’être démontré que
23

n×m + 1

3n+1
,

avec :
n = un entier naturel,
m = un entier naturel, impair et premier avec 3,

est égal à un entier premier avec 3.

Etant par ailleurs - on l’a vu à la page 9 - positif et impair,
23

n×m + 1

3n+1
est donc bien un entier naturel,

impair et premier avec 3, comme W l’a été défini.

*
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Chapitre 5 : A propos de l’énoncé 2, quand θ = 0

Il va s’agir dans ce chapitre de démontrer que tout entier naturel impair de la forme
4q − 1

3
, avec

q ∈ N∗, génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1.

A supposer que cette expression
4q − 1

3
(q ∈ N∗) représente toujours un entier naturel impair, alors,

d’après les règles du jeu rappelées en page 1, ce nombre sera immédiatement suivi dans une suite de
Syracuse par le terme pair

3× 4q − 1

3
+ 1 = 4q = 22×q ,

c’est-à-dire une puissance de 2 (à exposant entier strictement positif), qui aura pour effet de conduire
cette suite de Syracuse à 1.

Et l’on démontre que ce
4q − 1

3
(q ∈ N∗) est toujours un entier naturel impair de la même façon qu’il

a été démontré en page 7 que
22×w − 1

3
(w ∈ N∗) est toujours un entier naturel impair, étant donné

que
4q − 1

3
(q ∈ N∗) est tout simplement équivalent à

22×w − 1

3
(w ∈ N∗).

Voilà qui démontre la véracité de l’énoncé 2 de la page 3, pour θ = 0.

*
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Chapitre 6 : A propos de l’énoncé 2, quand θ = s0

L’énoncé 1 de la page 2, dont les chapitres 1 à 4 se sont attachés à démontrer la véracité et qui aurait,
bien sûr, pu être présenté sous la forme suivante :

"Tout entier naturel impair 2p × 3q ×W − 1, tel que

3× 3p+q ×W − 1

2∆
+ 1 = 22×w ,

génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1."

permet de créer un ensemble non vide d’entiers naturels impairs vérifiant la conjecture de Syracuse.
Nous appellerons S0 cet ensemble constitué des éléments s0.

Soit un élément quelconque s0 de l’ensemble S0.

Cet élément s0 est par nature un nombre impair. Dans la suite de Syracuse qu’il va générer, il sera
donc immédiatement suivi par le terme pair

3× s0 + 1.

Ceci étant dit, considérons à présent le nombre impair 4× s0 + 1.

Dans la suite de Syracuse qu’il va générer, ce terme impair sera immédiatement suivi par le terme pair

3× (4× s0 + 1) + 1 = 12× s0 + 4 = 4× (3× s0 + 1)

terme qui, divisé deux fois par 2, fera apparaître dans cette suite de Syracuse le terme

3× s0 + 1.

Autrement dit, tant la suite de Syracuse générée par le terme s0 que la suite de Syracuse générée par
le terme 4× s0 + 1 possèdent le terme 3× s0 + 1. Comme la première de ces deux suites aboutit avec
certitude à 1 (puisque s0 ∈ S0), il vient que la seconde aboutira également à 1, toutes les deux suivant
le même parcours à partir de leur terme commun 3× s0 + 1.

Ainsi, pour tout élément s0 de l’ensemble S0, il existe un entier naturel impair s1 = 4 × s0 + 1 qui
génère une suite de Syracuse aboutissant à 1.

Cela dit, cet entier naturel impair s1 = 4× s0 +1 sera immédiatement suivi, dans la suite de Syracuse
qu’il va générer, par le terme pair

3× s1 + 1.

Considérons maintenant le nombre impair 4× s1 + 1.
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Dans la suite de Syracuse qu’il va générer, ce terme impair sera immédiatement suivi par le terme pair

3× (4× s1 + 1) + 1 = 12× s1 + 4 = 4× (3× s1 + 1)

terme qui, divisé deux fois par 2, fera apparaître dans cette suite de Syracuse le terme

3× s1 + 1.

Autrement dit, tant la suite de Syracuse générée par le terme s1 (dont on sait depuis un instant qu’il
génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1) que la suite de Syracuse générée par le
terme 4 × s1 + 1 possèdent le terme 3 × s1 + 1. Comme la première de ces deux suites aboutit avec
certitude à 1, il vient que la seconde aboutira également à 1, toutes les deux suivant le même parcours
à partir de leur terme commun 3× s1 + 1.

Ainsi, pour tout entier naturel impair s1, il existe un entier naturel impair s2 = 4× s1 + 1 qui génère
une suite de Syracuse aboutissant à 1.

Par un même raisonnement, on peut démontrer que :

• pour tout entier naturel impair s2, il existe un entier naturel impair s3 = 4× s2 + 1 qui génère une
suite de Syracuse aboutissant à 1.

• pour tout entier naturel impair s3, il existe un entier naturel impair s4 = 4× s3 + 1 qui génère une
suite de Syracuse aboutissant à 1.

• pour tout entier naturel impair s4, il existe un entier naturel impair s5 = 4× s4 + 1 qui génère une
suite de Syracuse aboutissant à 1.

Et ainsi de suite, sans fin.

De sorte que tout entier naturel impair s0 génère une suite d’entiers naturels impairs - que nous
appellerons " suite S ", de forme s0, s1, s2, s3, . . . - dont chaque terme génère, à l’instar de s0, une
suite de Syracuse aboutissant à 1.

Cette suite S peut être définie comme ceci :

Pour tout q ∈ N,

tout terme sq de la suite S a pour successeur immédiat sq+1 = 4× sq + 1,

avec s0 ∈ S0.

Et l’on peut démontrer que tout terme sq de cette suite S équivaut à

sq = 4q × s0 +
4q − 1

3
.

[ qui est bien toujours un entier naturel impair car :
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pour q = 0 :

l’expression 4q × s0 +
4q − 1

3
équivaut à s0, qui est un entier naturel impair.

pour q ∈ N∗ :

l’expression
4q − 1

3
(q ∈ N∗) représente un entier naturel impair comme cela

a déjà été vu à la page 13.

De sorte que l’expression 4q × s0 +
4q − 1

3
avec q ∈ N∗ est aussi égale à

un entier naturel impair, car "entier naturel pair (4q × s0) + entier naturel

impair (
4q − 1

3
) = entier naturel impair". ]

En effet, pour tout q0 ∈ N,

à supposer vraie l’égalité

sq0 = 4q0 × s0 +
4q0 − 1

3
,

(où l’exposant des 4 est égal à l’indice de s)

il vient que

sq0+1 = 4× sq0 + 1

= 4× (4q0 × s0 +
4q0 − 1

3
) + 1

= 4q0+1 × s0 +
4q0+1 − 4 + 3

3

= 4q0+1 × s0 +
4q0+1 − 1

3

(où l’exposant des 4 reste égal à l’indice de s).

Or, l’égalité initiale est déjà vraie pour l’exposant q = 0 , puisque

s0 = 40 × s0 +
40 − 1

3

= 1× s0 +
0

3

= s0.

Donc, elle est vraie pour q = 1. Etant vraie pour q = 1, elle est vraie pour q = 2. Etant vraie pour
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q = 2, elle est vraie pour q = 3. Etc. Par récurrence, elle est vraie pour tout q ∈ N.

Ainsi l’on vient de voir que tout terme de la suite S générée par un quelconque s0 ∈ S0

• génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1,

• est de la forme 4q × s0 +
4q − 1

3
, avec q ∈ N.

Cela étant dit, l’entier naturel impair α égal à 4q × s0 +
4q − 1

3
(pour un certain q et un certain s0)

est égal à sq. Donc, α appartient à S, suite dont on sait désormais que chaque terme génère une suite
de Syracuse aboutissant avec certitude à 1.

Ceci démontre la véracité de l’énoncé 2 de la page 3, quand θ = s0 .

*

Afin de nous fixer les idées, autorisons-nous l’exemple numérique suivant :
L’entier naturel impair 26.486.229 vérifie-t-il la conjecture de Syracuse ?

Le fait qu’un entier naturel impair soit de la forme précisée dans l’énoncé 2 de la page 3 implique
que cet entier génère une suite de Syracuse aboutissant avec certitude à 1, c’est-à-dire qu’il vérifie la
conjecture de Syracuse.

Vérifions donc si 26.486.229 est bien de la forme précisée dans l’énoncé 2 de la page 3 en posant
l’équation d’inconnue x suivante :

4q × x+
4q − 1

3
= 26.486.229.

Il vient

3× 4q × x+ 4q − 1

3
= 26.486.229

4q × (3× x+ 1) = 3× 26.486.229 + 1

= 79.458.688

3× x+ 1 =
79.458.688

4q

(Calculer en priorité la plus grande valeur de q telle que 4q divise 79.458.688 raccourcit les calculs. En
l’occurrence, la plus grande valeur de q est 3.)
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3× x+ 1 =
79.458.688

43

= 1.241.542

x =
1.241.542− 1

3

x = 413.847

Ainsi, l’équation est-elle vérifiée pour q = 3 et x = 413.847.

Or, q est bien un entier naturel, et 413.847 un élément s0 de l’ensemble S0 puisque

413.847 = 23 × 30 × 51.731− 1

et

33+0 × 51.731− 1

2∆
=

1.396.736

212
= 341 =

22×5 − 1

3
.

On en conclut que le nombre 26.486.229 appartient bien à l’ensemble E des entiers naturels impairs
vérifiant la conjecture de Syracuse.

Cet exemple numérique vient clore ce sixième et dernier chapitre.

Chère lectrice, cher lecteur, merci de votre attention.

Toutefois, il reste à aborder l’annexe qui débute à la page suivante.

*
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Annexe

Cette annexe vise à mettre en avant deux conséquences que l’on peut tirer du chapitre 2.
Deux conséquences certes sans lien direct avec le but que nous nous sommes initialement fixé dans cet
article, mais pas sans intérêt pour la lectrice ou le lecteur, j’espère.

Cela dit, commençons par une remarque.

Le chapitre 2 a eu pour objectif avoué de démontrer que toute suite de Syracuse générée par le terme
impair s = 2p × 3q ×W − 1 possède un terme pair de forme 3p+q ×W − 1.

Une relecture de ce chapitre 2 permet d’affirmer que, dans une suite de Syracuse, non seulement le
terme impair initial mais également tout terme impair 2p×3q×W−1 génère un terme pair 3p+q×W−1.

*

La première conséquence qui peut être tirée du chapitre 2 est que l’on peut calculer avec précision la
distance qui sépare tout terme impair 2p × 3q ×W − 1 du terme pair 3p+q ×W − 1 qu’il génère.

En effet, de ce même chapitre 2 on tire ceci (que p soit égal ou strictement supérieur à 1) :

• Dans l’intervalle des termes [2p × 3q ×W − 1, 21 × 3p+q−1 ×W − 1], on compte p termes impairs 1

avec, intercalé à chaque fois entre deux termes impairs, un terme pair, soit un total de p − 1 termes
pairs (on remarque que, si p = 1, alors il y a dans cet intervalle 1 terme impair et 0 terme pair).

• En y ajoutant les deux termes pairs consécutifs faisant suite à 21 × 3p+q−1 × W − 1 que sont
21× (3p+q×W −1) et 3p+q×W −1, on obtient un total de p+(p−1)+2 = 2p+ 1 termes appartenant
à l’intervalle des termes [2p × 3q ×W − 1, 3p+q ×W − 1].

En d’autres mots, entre les deux termes que sont 2p×3q ×W −1 et 3p+q ×W −1 viennent s’intercaler
2p− 1 termes.

A titre d’exemple, nous pouvons prévoir que, à compter du terme impair 4.095 = 212 × 30 × 1− 1, une
suite de Syracuse possédera en 25ème position le terme pair 531.440 = 312+0 × 1− 1.

Voilà qui confère un peu de prévisibilité à ces imprévisibles suites de Syracuse !

*
1. car l’intervalle des entiers [p, 1] - constitué ici par les exposants de 2, qui vont en diminuant d’une unité d’un terme

impair au suivant, depuis p jusqu’à 1 - contient p éléments.
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La seconde conséquence qui peut être tirée du chapitre 2 est la suivante. (Lire σn "sigma d’indice n".)

On tire de ce chapitre 2 que toute suite de Syracuse générée par le terme impair σ0 = 2p0 ×3q0 ×W0−1
(avec p0, q0,W0 définis respectivement comme p, q,W , en page 2) possède un terme pair de forme
3p0+q0 ×W0 − 1.

Etant donné la règle concernant tous les nombres pairs dans une suite de Syracuse, ce terme pair
sera divisé par 2 autant de fois que c’est possible (au moins une fois) jusqu’à atteindre le terme

impair σ1 =
3p0+q0 ×W0 − 1

2∆0
(où 2∆0 représente la plus grande puissance de 2 qui puisse diviser

3p0+q0 ×W0 − 1).
Donc, par-delà le terme pair 3p0+q0 ×W0 − 1, σ0 génère σ1.

Puisque σ1 est impair, on peut dire en vertu de ce qui a été écrit en page 2 que σ1 peut être exprimé
sous la forme σ1 = 2p1 × 3q1 ×W1 − 1 (avec p1, q1,W1 définis respectivement comme p, q,W , en page
2). Et conformément à ce qui a été écrit en page 19, on peut dire que σ1 va générer dans cette suite
de Syracuse un terme pair de forme 3p1+q1 ×W1 − 1 qui, lui-même, après avoir été divisé par 2 autant

de fois que c’est possible, générera le terme impair σ2 =
3p1+q1 ×W1 − 1

2∆1
(où 2∆1 représente la plus

grande puissance de 2 qui puisse diviser 3p1+q1 ×W1 − 1).
Donc, par-delà le terme pair 3p1+q1 ×W1 − 1, σ1 génère σ2.

Mais puisque σ2 est impair, on peut encore dire en vertu de ce qui a été écrit en page 2 que σ2 peut
être exprimé sous la forme σ2 = 2p2 × 3q2 × W2 − 1 (avec p2, q2,W2 définis respectivement comme
p, q,W , en page 2). Et conformément à ce qui a été écrit en page 19, on peut dire que σ2 va générer
dans cette suite de Syracuse un terme pair de forme 3p2+q2 × W2 − 1 qui, lui-même, après avoir été

divisé par 2 autant de fois que c’est possible, générera le terme impair σ3 =
3p2+q2 ×W2 − 1

2∆2
(où 2∆2

représente la plus grande puissance de 2 qui puisse diviser 3p2+q2 ×W2 − 1).
Donc, par-delà le terme pair 3p2+q2 ×W2 − 1, σ2 génère σ3.

On l’a compris, dans une suite de Syracuse générée par un entier naturel impair :

le terme impair initial σ0 = 2p0 × 3q0 ×W0 − 1 génère le terme impair σ1 =
3p0+q0 ×W0 − 1

2∆0
,

le terme impair σ1 = 2p1 × 3q1 ×W1 − 1 génère le terme impair σ2 =
3p1+q1 ×W1 − 1

2∆1
,

le terme impair σ2 = 2p2 × 3q2 ×W2 − 1 génère le terme impair σ3 =
3p2+q2 ×W2 − 1

2∆2
,

etc.

Ceci permet de définir la suite d’entiers naturels impairs suivante, qui constitue une sous-suite G de
la suite de Syracuse originale (en ce sens que seuls certains termes impairs de cette dernière sont
calculés) :

Tout entier naturel impair σn(n∈N) = 2p × 3q ×W − 1

a pour successeur immédiat le terme impair σn+1 =
3p+q ×W − 1

2∆
.
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Voici par exemple la sous-suite G de la suite de Syracuse originale du nombre impair 7 : {7, 13, 5, 1, . . .}.
En effet :

σ0 = 7 = 23 × 30 × 1− 1 a pour successeur immédiat σ1 =
33+0 × 1− 1

21
=

26

2
= 13 .

σ1 = 13 = 21 × 30 × 7− 1 a pour successeur immédiat σ2 =
31+0 × 7− 1

22
=

20

4
= 5 .

σ2 = 5 = 21 × 31 × 1− 1 a pour successeur immédiat σ3 =
31+1 × 1− 1

23
=

8

8
= 1 .

On remarquera que, si l’un des termes impairs calculés par la sous-suite G vient à être égal à 1

(1 = 21 × 30 × 1− 1), alors son successeur immédiat vaudra
31+0 × 1− 1

2∆
=

2

2
= 1.

S’ensuivra donc une infinité de termes 1.

En guise de second exemple, voici la sous-suite G de la suite de Syracuse du nombre 27, souvent citée :
{27, 31, 121, 91, 103, 175, 445, 167, 283, 319, 911, 577, 433, 325, 61, 23, 5, 1, . . .}

*

On voit avec les exemples donnés que cette sous-suite G peut laisser de côté une quantité de termes
impairs appartenant à la suite de Syracuse originale. Alors, ne risque-t-elle pas de nous faire "rater"
le terme 1 ou de nous faire rater l’apparition d’une boucle autre que la boucle triviale 1, 4, 2, 1, . . . ?

Pour ce qui est du terme 1

Lorsqu’une suite de Syracuse a atteint le terme 1, elle ne produit plus le moindre terme impair autre
que le terme 1, à l’infini (selon le schéma du cycle trivial 1, 4, 2, 1, etc.). De sorte que la sous-suite G,
qui ne calcule que des termes impairs produits par la suite de Syracuse originale, ne pourra plus faire
autrement, un moment donné, que d’afficher le terme impair 1.

Pour ce qui d’une boucle non triviale

Si une boucle non triviale se forme dans une suite de Syracuse, alors

• avant la boucle, on comptera une quantité finie, éventuellement nulle, de termes impairs (distincts
les uns des autres car, s’ils ne l’étaient pas, il y aurait boucle avant la boucle).

• dans la boucle, on comptera une quantité finie (puisqu’il y a boucle) et non nulle de termes
impairs (distincts les uns des autres car, s’ils ne l’étaient pas, il y aurait boucle dans la boucle).

Une quantité non nulle de termes impairs :
En effet, si une suite de Syracuse vient à boucler de façon non triviale, cette
boucle va se répéter "en boucles" (forcément), sans fin, à l’identique, de
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façon telle que le n-ième terme d’une de ces boucles sera identique au n-ième
terme de n’importe quelle autre de ces boucles.

Aussi est-il impossible qu’une boucle non triviale ne compte que des termes
pairs car, en vertu des règles en vigueur dans une suite de Syracuse, si
p1, p2, . . . , pn sont des termes pairs successifs, alors on a p1 > p2 > . . . > pn.

Et si {p1, p2, . . . , pn} constitue la première boucle non triviale d’une suite de
Syracuse, alors le successeur immédiat de pn - à savoir pn

2 - sera le premier
terme de la boucle suivante, qui est censé être égal au premier terme p1
de la première boucle, comme on vient de le rappeler ci-dessus. Or, c’est
impossible, puisque p1 > pn > pn

2 .

Donc, une boucle non triviale - si elle existe - doit compter une quantité non
nulle de termes impairs (distincts les uns des autres).

Ainsi, dans cette suite (infinie) de Syracuse qui boucle de façon non triviale, on compte une quantité
finie et non nulle de termes impairs distincts les uns des autres. De sorte que, dans le pire des cas,
quand la sous-suite G (qui ne calcule que des termes impairs produits par la suite de Syracuse originale)
aura affiché tous les termes impairs distincts les uns des autres, elle ne pourra plus faire autrement
que d’afficher un terme impair déjà affiché.

Fin
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