124 Théorie des nombres
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Alors, pour tout (p.q) € Zx N*, |a — g > q_f‘ avec U= % et
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1) Soit n le plus petit entier vérifiant |g,ex — pa| < £1/q . Prouver que n existe. que n > 1. que
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gn #0,etque n < iég—léé(/)())+ 1.

£1E—n

|q::|

p

2) Démontrer que, si g, p — pag = 0. alors |a — —‘ z —
q

. En déduire que

a-2 > Cqg™*,oln C et u sont donnés ci-dessus.

3) Démontrer que ce résultat reste valable si g,p — p.g # 0.

9.18 Mesures d’irrationalité de 7> et
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Soit {(2) = — it ice 7.17 )= —.
oit {(2) ; = on sait (exercice ) que {(2) 6
1 1 _r_s .
1) Pour (r,s) € N?, on pose I, = / / ﬂ‘— .
o Jo 1—axy
Prouver que /, —{(2)—ii etque [, = ! LS +---+l sir>s
que Lrr = [ Rt i S (I R r .
. 1 .
2) Soit Pn(x) = —'ﬁ( (1 — x)") le n-iéme polvnéme de Legendre. Prouver que P, € Z[x].
3) On pose K, = / / P,,(?lc)(_lx— ) dx dv .

Démontrer que K, = b,{(2) + a, , avec a,, b, € Q.
Onnote &(n) = PPCM(1,2,...,n) . Vérifier que ¢, = [6(n)]°b, et pn = [8()]*a, sont entiers.
4) En utilisant le théoreme 7.8, montrer que |g,| < (144)" .

1 1 nneq _ \Ac1 _ 3\
5) Prouver que K, = (—1)"/ / ==y dx dy .
o Jo

(1 —xyyH
6) Montrer que (1 —x)(1 —y) < (1 — /xv)? pour tous x > 0.y > 0. En déduire que :
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K| < i6— (‘fz ) < 1.65 x (0.0902)".
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7) En remarquant que |K,| > - ——dx dy pour ¢ € |0.-| montrer
. . (1 _ x),)n+l 2

que |K,| >5-107%(0.0832)" .
8) En utilisant ’exercice 9.17, trouver une mesure dirrationalité pour 772 , puis pour 7 .

9.19 Soit @ un nombre algébrique et P, son polynéme minimal. Démontrer que P, n’a pas de
racine double.



