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Partie I

1. Nous allons démontrer les ontraposées, à savoir :

les boules fermées B(a, 1) et B(a′, 1) ne sont pas disjointes si, et seulement si : ‖a− a′‖ > 2.

• Condition su�sante (⇒) : Supposons que les boules fermées B(a, 1) et B(a′, 1) ne soient

pas disjointes, et onsidérons x ∈ B(a, 1) ∩B(a′, 1).
On a don : ‖x− a‖ > 1 et ‖x− a′‖ 6 1. On en déduit, grâe à l'inégalité triangulaire :

‖a− a′‖ = ‖(a− x) + (x − a′)‖ 6 ‖a− x‖ + ‖x− a′‖ 6 2. (⋆)

• Condition néessaire (⇐) : Supposons que ‖a− a′‖ 6 2, et notons : x = 1
2 (a+ a′). Alors :

x− a = −1

2
(a− a′) don : ‖x− a‖ =

1

2
‖a− a′‖ 6 1, don : x ∈ B(a, 1).

De la même manière, on a aussi x ∈ B(a′, 1) et don : x ∈ B(a, 1)∩B(a′, 1), e qui prouve que les
deux boules ne sont pas disjointes.

Don :

les boules fermées B(a, 1) et B(a′, 1) sont disjointes si, et seulement si : ‖a− a′‖ > 2.

2. • Condition su�sante (⇒) : Supposons que les deux boules soient tangentes. Elles ne sont

don pas disjointes, et ainsi ‖a−a′‖ 6 2 d'après la question préédente et

1
2 (a+a′) ∈ B(a, 1)∩B(a′, 1).

Supposons alors que d = ‖a − a′‖ < 2, et onsidérons x = a+(d−1)a′

d . Nous allons montrer que

x ∈ B(a, 1)∩B(a′, 1) et puisque x 6= 1
2 (a+ a′) ela impliquera que les deux boules ont au moins deux

points ommuns, et don qu'elles ne sont pas tangentes.

D'une part :

x− a =
a+ (d− 1)a′

d
− a =

1− d

d
(a− a′) don : ‖x− a‖ = |1− d| < 1 don : x ∈ B(1, a);

d'autre part :

x− a′ =
a+ (d− 1)a′

d
− a′ =

1

d
(a− a′) don : ‖x− a′‖ = 1 don : x ∈ B(1, a′).

On obtient don bien : ‖a− a′‖ = 2.

•Condition néessaire (⇐) : Supposons que ‖a−a′‖ = 2 et onsidérons x ∈ B(a, 1)∩B(a′, 1).
Nous sommes alors dans le as d'égalité de l'inégalité triangulaire (⋆) préédente, e qui signi�e que

‖a− x‖ = ‖x− a′‖ = 1, et que les veteurs a− x et x− a′ sont positivement proportionnels :

∃λ ∈ R+, a− x = λ(x − a′).

On en déduit don que λ = 1 et don que : x = 1
2 (a + a′). Ainsi, les deux boules B(a, 1) et B(a′, 1)

n'ont qu'un point d'intersetion, 'est-à-dire qu'elles sont tangentes.

On obtient don bien :

les boules fermées B(a, 1) et B(a′, 1) sont tangentes si, et seulement si : ‖a− a′‖ = 2

et dans e as leur point d'intersetion est

1

2
(a+ a′).
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3. Puisque les deux boules B(0, 1) et B(a, 1) sont tangentes, on a, d'après la question préédente :

‖a‖ = 2, et de même : ‖a′‖ = 2. De plus, on a : b = 1
2a et b′ = 1

2a
′
, don : ‖b‖ = ‖b′‖ = 1.

• On en déduit don, d'après 1. :

B(a, 1) ∩B(a′, 1) = ∅ ⇔ ‖a− a′‖ > 2 ⇔ ‖2b− 2b′‖ = ‖2(b− b′)‖ > 2 ⇔ ‖b− b′‖ > 1.

Or :

‖b− b′‖2 = (b− b′) · (b − b′) = ‖b‖2 − 2b · b′ + ‖b′‖2 = 2− 2b · b′.
Don :

B(a, 1) ∩B(a′, 1) = ∅ ⇔ 2− 2b · b′ > 1 ⇔ b · b′ < 1

2
.

les boules fermées B(a, 1) et B(a′, 1) sont disjointes si, et seulement si : b · b′ < 1
2 .

• De plus : B(a, 1) et B(a′, 1) sont tangentes si, et seulement si : ‖a− a′‖ = 2,si, et seulement

si : ‖b− b′‖ = 1 = ‖b‖ = ‖b′‖. Don :

les boules fermées B(a, 1) et B(a′, 1) sont tangentes si, et seulement si, le triangle 0bb′ est équilatéral.

O

b

a

b′

a′

O

b1

a1

b2

a2

b3

a3

b4

a4

b5

a5

Figure 1 Figure 2

4. En utilisant les notations de la question préédente, les deux boules B(a, 1) et B(a′, 1) sont

disjointes si, et seulement si :

b · b′ = ‖b‖.‖b′‖. cos b̂0b′ = cos b̂0b′ <
1

2
don : b̂0b′ >

π

3
.

Considérons des boules tangentes ou disjointes B(a1, 1), B(a2, 1), . . . , toutes tangentes à B(0, 1)

en b1, b2, . . . respetivement omme illustré sur la �gure 2 i-dessus. Alors : b̂10b2 > π
3 , b̂20b3 > π

3 ,

. . . Don :

b̂10b2 + b̂20b3 + b̂30b4 + b̂40b5 + b̂50b6 + b̂60b1 > 6× π

3
= 2π.

On en déduit don que : τ2 6 6. En�n, si les triangles préédents sont deux à deux tangents (dans

l'ordre de la numération) alors ette somme vaut 2π. Don :

τ2 = 6.

5. (a) Déterminons le ardinal de A. Tout élément de A véri�e :

8∏

i=1

xi > 0, e qui signi�e qu'il

existe un nombre pair de oordonnées xi négatives. De plus, il y a

(
8
k

)
points de A ayant k oordonnées

xi négatives. Don :

Card(A) =

(
8

0

)
+

(
8

2

)
+

(
8

4

)
+

(
8

6

)
+

(
8

8

)
= 1 + 28 + 70 + 28 + 1 = 128.
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Calulons maintenant le ardinal de B. Tout élément de B possède 6 oordonnées nulles parmi

les 8, les deux autres valant ±
√
2

2
. Don :

Card(B) =

(
6

8

)
× 22 = 28× 4 = 112.

En�n, puisque A et B sont disjoints on a :

Card(C) = Card(A) + Card(B) = 240.

De plus :

∀x ∈ A, ‖x‖2 =

8∑

i=1

x2
i = 8×

(√
2

4

)2

= 8× 1

8
= 1 don : x ∈ S7;

et :

∀x ∈ B, ‖x‖2 =
8∑

i=1

x2
i = 2×

(√
2

2

)2

= 2× 1

2
= 1 don : x ∈ S7.

On en déduit don que :

C = A ∪B ⊂ S7.

(b) • Cas de deux éléments de A : puisque x 6= y, il existe i ∈ J1, 8K tel que : xiyi < 0.
Supposons que xi > 0 et yi < 0. Si toutes les autres oordonnées sont deux à deux égales, alors on

aurait :

8∏

k=1

xkyk = xiyi



∏

16k68
k 6=i

x2
k


 < 0,

e qui est impossible puisque

8∏

i=1

xi > 0 et

8∏

i=1

yi > 0. On en déduit don qu'il existe deux entiers

distints i et j de J1, 8K tels que : xiyi = xjyj < 0. On a alors :

x · y =

8∑

k=1

xkyk 6
∑

16k68
k 6∈{i,j}

x2
k + xiyi + xjyj =

6∑

k=1

(√
2

4

)2

− 2

(√
2

4

)2

= 4× 1

8
=

1

2
.

• Cas de deux éléments de B : puisque x 6= y, on ne peut avoir qu'un indie i ∈ J1, 8K tel

que xi et yi soient non nuls et de même signe. Don :

x · y 6

(√
2

2

)2

+ 7× 0 =
1

2
.

• Cas d'un élément x ∈ A et d'un élément y ∈ B : Puisque y a alors 6 oordonnées nulles,

on a :

x · y 6 2×
(√

2

4
.

√
2

2

)
=

1

2
.

On a don :

∀(x, y) ∈ C, x · y 6
1

2
.

() D'après e qui préède, si x et y sont deux éléments distints de C, alors x·y 6
1
2 , e qui signi�e

que les boules tangentes à B(0, 1) en x et y sont disjointes ou tangentes. Et omme Card(C) = 240,
on en déduit don que :

τ8 > 240.
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Partie II

6. Pour tout xRn
, on a les égalités :

‖σ(x)‖2 = σ(x) · σ(x) = x · tσσ(x) = x · x = ‖x‖2.

Don :

∀x ∈ B(0, 1), σ(x) ∈ B(0, 1).

7. L'appliation tσ est la restrition de σ à B(0, 1), don 'est une appliation linéaire. Comme R
n

est de dimension �nie, tσ est don de lasse C ∞(R,R) sur B(0, 1). Don, par omposeé de fontions

de lasse C 2
:

f ◦ tσ ∈ Cn.

Notons A = (ajk)16j,k6n la matrie de tσ dans la base anonique de R
n
et, pour x ∈ B(0, 1),

tσ(x) = (y1, . . . , yn) ∈ B(0, 1). Alors on peut érire :

∀j ∈ J1, nK, yj =

n∑

k=1

ajkxk.

On en déduit don que :

∂tσ
∂xi

(x) = (a1i, a2i, . . . , ani).

De plus, pour tout i ∈ J1, nK :

∂(f ◦ tσ)
∂xi

=

n∑

j=1

(
∂f

∂yj
◦ tσ

) [
∂tσ
∂xi

(x)

]

j

=

n∑

j=1

aji

(
∂f

∂yj
◦ tσ

)
.

De la même manière, on a don :

∂2(f ◦ tσ)
∂x2

i

=
n∑

j=1

aji

[
n∑

k=1

aki

(
∂2f

∂yj ∂yk
◦ tσ

)]
.

On a don :

∆(f ◦ tσ) =
n∑

i=1

∂2(f ◦ tσ)
∂x2

i

=
∑

16i,j,k6n

ajiaki

(
∂2f

∂yj ∂yk
◦ tσ

)

d'où :

∆(f ◦ tσ) =
∑

16j,k6n

(
∂2f

∂yj ∂yk
◦ tσ

)[ n∑

i=1

ajiaki

]
.

Or, l'expression entre rohets représente le produit salaire de deux veteurs olonnes de la matrie

orthogonale A : elle vaut don δjk (symbole de Kroneker), 'est-à-dire 0 si j 6= k et 1 si j = k. On
obtient don :

∆(f ◦ tσ) =
∑

16j,k6n

(
∂2f

∂yj ∂yk
◦ tσ

)
δjk =

n∑

j=1

(
∂2f

∂y2j
◦ tσ

)
=




n∑

j=1

∂2f

∂y2j


 ◦ tσ,

soit :

∆(f ◦ tσ) = (∆f) ◦ tσ.

8. • Soit α ∈ N
n
tel que : α1 + · · ·+ αn = k. On a don, ave les notations préédentes :

∀x ∈ B(0, 1), xα ◦ tσ(x) =
(
tσ(x)

)α
=

n∏

i=1




n∑

j=1

aijxj




αi

.

Ainsi, xα ◦ tσ(x) est une ombinaison linéaire des xαi

i . De plus, l'expression entre parenthèse est

une fontion polynomiale homogène de degré αi, e qui permet d'a�rmer que, par produit, xα ◦ tσ est
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une fontion polynomiale où haque terme est de degré α1 + . . .+ αn = k. Don : xα ◦ tσ ∈ Mk. Par

ombinaison linéaire , on en déduit que :

f ∈ Mk ⇒ f ◦ tσ ∈ Mk.

• De plus, si ∆f = 0 alors, d'après 7., ∆(f ◦ tσ) = (∆f) ◦ tσ = 0. Don :

f ∈ Hk ⇒ f ◦ tσ ∈ Hk.

9. Soient f, g ∈ Cn et σ ∈ G. Alors :

〈f ◦ tσ | g ◦ tσ〉 =
(∫

B(0,1)

dx1 . . .dxn

)−1 ∫

B(0,1)

(
f ◦ tσ(x)

)(
g ◦ tσ(x)

)
dx1 . . . dxn.

E�etuons le hangement de variable : y = tσ(x), de sorte que : dy1 . . .dyn =
∣∣det(tσ)

∣∣dx1 . . .dxn,

ave det(tσ) = ±1. Et de plus, on a vu en 6. que :

∀x ∈ B(0, 1), ∀σ ∈ G, σ(x) ∈ B(0, 1) et de même pour σ−1,

don on en déduit que : σ
(
B(0, 1)

)
= B(0, 1). On obtient don :

〈f ◦ tσ | g ◦ tσ〉 =
(∫

B(0,1)

dx1 . . . dxn

)−1 ∫

B(0,1)

f(y)g(y) dy1 . . .dyn = 〈f | g〉.

10. (a) Soient x, y ∈ B(0, 1) tels que ‖x‖ = ‖y‖. Alors, il existe une rotation σ ∈ G telle que :

y = σ(x) = tσ(x). On peut don érire :

f(y) = f
(
tσ(x)

)
= f ◦ tσ(x).

Or, f ◦ tσ = f par hypothèse, don :

∀x, y ∈ B(0, 1), ‖x‖ = ‖y‖ ⇒ f(x) = f(y).

(b) D'une part : ∀t ∈ [−1, 1], ‖(0, . . . , 0, t)‖ =
√
02 + . . .+ 02 + t2 = |t| = ‖(0, . . . , 0, |t|)‖, et :

(0, . . . , 0, t) ∈ B(0, 1). Don d'après 10.(a) :

f(0, . . . , 0, t) = f(0, . . . , 0, |t|),

soit :

∀t ∈ [−1, 1], g(t) = g
(
|t|
)
.

Et d'autre part, pour tout x ∈ B(0, 1) : ‖x‖ =
∥∥(0, . . . , 0, ‖x‖)

∥∥
, et don, toujours d'après 10.(a) :

∀x ∈ B(0, 1), f(x) = g
(
‖x‖
)
.

() • On a don :

∀x ∈ B(0, 1),−x ∈ B(0, 1) et : f(−x) = g
(
‖−x‖

)
= g
(
‖x‖
)
= f(x),

don l'appliation f est paire. Don, néessairement :

k = α1 + . . .+ αn est pair.

• Puisque f ∈ Mk n'est pas nulle, il existe une famille (α(i))16i6p d'éléments de N
n
deux à

deux distints véri�ant : ∀i ∈ J1, pK, α
(i)
1 + . . . + α

(i)
n = k, et une famille de réels non nuls (λi)16i6p

telle que f s'érive sous la forme :

f =

p∑

i=1

λix
α(i)

, soit : ∀x ∈ B(0, 1), f(x) =

p∑

i=1

λix
α

(i)
1

1 . . . x
α(i)

n
n .
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Soit x ∈ B(0, 1) tel que : f(x) 6= 0. Puisque ‖x‖ =
∥∥(0, . . . , 0, ‖x‖)

∥∥
, on a d'après 10.(a) :

f(x) = f
(
0, . . . , 0, ‖x‖

)
6= 0 et il don existe j ∈ J1, pK tel que : α

(j)
n = k et α

(j)
1 = . . . = α

(j)
n−1 = 0. On

obtient don (en renommant λj en λ) : f(x) = λ‖x‖k.

Or, d'après 10.(a) : ∀y ∈ B(0, 1), ‖y‖ = ‖x‖ ⇒ f(y) = f(x) = λ‖x‖k = λ‖y‖k.
On en déduit don que :

∀y ∈ B(0, ‖x‖), f(y) = λ
(√

y21 + . . .+ y2n

)k
= λ

(
y21 + . . .+ y2n

)k
2

.

Or, la boule B(0, ‖x‖) ontient une in�nité de points, et les familles (α(i))16i6p et (λi)16i6p sont

�nies. Don ette égalité détermine entièrement les deux familles. On peut don étendre l'égalité à la

boule B(0, 1) en entier :

∃λ ∈ R
∗, ∀x ∈ B(0, 1), f(x) = λ‖x‖k.

Partie III

11. (a) Soit P =

k∑

i=0

aiX
i
un polyn�me de degré k de R[X ]. Si P s'annule sur l'intervalle ]−s, s[

(ave s > 0), alors P possède une in�nité de raines. Or, d'après le théorème de d'Alembert, si P n'est

pas nul, il possède au plus k raines dans R. Don, P = 0, 'est-à-dire :

∀i ∈ J0, kK, ai = 0.

(b) On �xe k > 0, et on raisonne par réurrene sur n. On notera In = (α(i)) l'ensemble des

éléments de N
n
tels que : α

(i)
1 + . . .+ α

(i)
n 6 k, et cn = Card(In).

• Initialisation : Pour n = 1, alors : (xα) = (x0, . . . , xk). On reonnaît les fontions polynomiales

assoiées à la base anonique de Rk[X ] : la famille est don libre.

• Hérédité : Supposons que la famille (xα)α∈In est libre, n étant un entier naturel non nul donné.

On onsidère alors la famille (xα)α∈In+1 , et une famille (λi)i∈In+1 de réels telle que :

cn+1∑

i=1

λi x
α(i)

= 0.

On a don :

∀x ∈ B(0, 1),

cn+1∑

i=1

λi x
α

(i)
1

1 . . . x
α(i)

n
n x

α
(i)
n+1

n+1 = 0.

Fixons x1, . . . , xn tels que : x2
1 + . . .+ x2

n < 1. Alors :

x ∈ B(0, 1) ⇔ x2
n+1 6 1− (x2

1 + . . .+ x2
n) = s2, ave : s > 0.

Considérons alors le polyn�me P =
k∑

j=0

ajX
j
où : aj est obtenu en regroupant les termes où α

(i)
n+1 = j,

'est-à-dire les termes λi x
α

(i)
1

1 . . . x
α(i)

n
n véri�ant : α

(i)
1 + . . .+α

(i)
n 6 k− j. Ce polyn�me P s'annule sur

]−s, s[ et don, d'après 11.(a) : ∀j ∈ J0, kK, aj = 0. On en déduit don que :

∀j ∈ J0, kK, aj =
∑

16i6cn+1

α
(i)
1 +...+α(i)

n 6k−j

λi x
α

(i)
1

1 . . . x
α(i)

n
n = 0.

Or, α
(i)
1 + . . .+ α

(i)
n 6 k − j 6 k. On peut don utiliser l'hypothèse de réurrene, qui permet de

onlure que ∀i ∈ J1, cn+1K, λi = 0, et don la famille (xα)α∈In+1 est libre.

• Conlusion : D'après le prinipe de réurrene,

∀k ∈ N, ∀n ∈ N
∗
, la famille (xα)α∈In est libre.
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() Pour k ∈ N et n ∈ N
∗
, il existe un nombre �ni non nul Nk,n de n-uplets α ∈ N

n
tels que :

α1 + . . .+ αn = k. En e�et, d'une part : k = k+ 0+ . . .+ 0 don Nk,n 6= 0, et ∀i ∈ J1, nK, αi 6 k don

Nk,n 6 kn.
De plus, d'après la question préédente, la famille des (xα) α∈Nn

α+...+αn=k
est libre et engendre l'en-

semble Mk. Don :

Mk = V ect(xα) est un sous-espae vetoriel de dimension �nie Nk,n de Cn.

12. L'ensemble K est le stabilisateur de en ; 'est don un sous-groupe de G. De plus, matriielle-

ment, σ ∈ K s'érit sous la forme (puisque σ(en) = en) :

S =




0

A

.

.

.

0
Ln−1 1


 ave :

A ∈ Mn−1(R)

Ln−1 ∈ M1,n−1(R)
.

Alors :

tS.S =




t
A

tLn−1

0 . . . 0 1


 .




0

A

.

.

.

0
Ln−1 1


 =




t
A.A

tLn−1

Ln−1 1


 .

Or, puisque σ ∈ G, on a :

tS.S = In et don :

tA.A = In−1 et Ln−1 = 0. Ainsi, les éléments de K

s'érivent matriiellement sous la forme :




0

A

.

.

.

0
0 . . . 0 1


 ave A ∈ On−1(R), qui est lairement

isomorphe à On−1(R). Don :

K est un sous-groupe de G isomorphe à On−1(R).

13. • Démontrons l'injetivité : soit (c0, . . . , c[k/2]) ∈ Ker(ϕ). Alors :

∀(x1, . . . , xn) ∈ B(0, 1),

[k/2]∑

j=0

cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j
xk−2j
n = 0.

Si on se �xe x1, . . . , xn−1 tels que : 0 < x2
1+ . . .+x2

n−1 = 1−s2 < 1 (ave s > 0), alors on obtient :

(x1, . . . , xn) ∈ B(0, 1) ⇔ x2
n 6 s2 ⇔ xn ∈ [−s, s]. Et don :

∀xn ∈ ]−s, s[,

[k/2]∑

j=0

cj(1 − s2)jxk−2j
n = 0.

Don, omme en 11.(a), on en déduit que : ∀j ∈ J0, [k/2]K, cj(1− s2)j = 0, et don : cj = 0. Ainsi,
ker(ϕ) = 0 et

ϕ est injetive.

• Déterminons Im(ϕ) : Pour tout entier j, puisque x2
1 + . . .+ x2

n−1 est un polyn�me homogène

de degré 2, don (x2
1 + . . .+ x2

n−1)
jxk−2j

n est un polyn�me homogène de degré 2j + (k − 2j) = k. On

en déduit don que, pour tout (c0, . . . , c[k/2]) ∈ R
[k/2]+1

, ϕ((c0, . . . , c[k/2]) est une ombinaison linéaire

de xα
ave α ∈ N

n
tel que : α1 + . . .+ αn = k. On en déduit don que Im(ϕ) ⊂ Mk.
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♦ Maintenant, soit σ ∈ K et f ∈ Im(ϕ). Alors, ave les notations de 7. et les résultats du 12.,

on peut érire :

∀x ∈ B(0, 1), tσ(x) =




n−1∑

j=1

a1jxj , . . . ,

n−1∑

j=1

an−1,jxj , xn


 .

Don :

∀x ∈ B(0, 1), f ◦ tσ(x) =
[k/2]∑

j=0

cj







n−1∑

j=1

a1jxj




2

+ . . .+




n−1∑

j=1

an−1,jxj




2



j

xk−2j
n .

Or, ave les notations de 12. et x′ = (x1, . . . , xn−1) on a (ave les notations matriielles) :




n−1∑

j=1

a1jxj




2

+ . . .+




n−1∑

j=1

an−1,jxj




2

=
∥∥Ax′

∥∥2 = tx′tA.Ax′ = tx′In−1x
′ = tx′.x′ = ‖x′‖2.

Don :

∀x ∈ B(0, 1), f ◦ tσ(x) =
[k/2]∑

j=0

cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j
xk−2j
n = f(x).

On a don :

∀f ∈ Im(ϕ), f ∈ Mk et : ∀σ ∈ K, f ◦ tσ = f soit : Im(ϕ) ⊂
{
f ∈ Mk, ∀σ ∈ K, f ◦ tσ = f

}
.

♦ Réiproquement, soit f ∈ Mk telle que : ∀σ ∈ K, f ◦ tσ = f . Posons :

f =

p∑

j=0

λjx
α(j)

=

p∑

j=0

λjx
α

(j)
1

1 . . . x
α(j)

n
n .

Pour tout i ∈ J0, kK, on pose Ji =
{
j ∈ J1, Nk,nK, α

(j)
n = i

}
et :

f̃i : (x1, . . . , xn−1) 7→
∑

j∈Ji

λjx
α

(j)
1

1 . . . x
α

(j)
n−1

n−1 .

En�n, si σ ∈ K a pour matrie S, on note σ̃ ∈ On−1(R) l'appliation de matrie A (omme dans

12.). On obtient alors que f̃i ∈ Mk−i et f̃i ◦ tσ̃ = f̃i. On peut don appliquer 10. : k − i est pair et

∃µi ∈ R
∗, ∀x ∈ Bn−1(0, 1), f̃i(x1, . . . , xn−1) = µi

(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

) k−i
2 .

On obtient don :

f(x1, . . . , xn) =
∑

06i6k
k−i pair

µi

(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

) k−i
2 xi

n.

En posant le hangement d'indie : j = k−i
2 ⇔ i = k − 2j et cj = µk−2j , on obtient :

f(x1, . . . , xn) =

[k/2]∑

j=0

cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j
xk−2j
n ,

e qui prouve que f ∈ Im(ϕ).

Finalement, on a démontré que :

ϕ est une appliation linéaire injetive, dont l'image est : Im(ϕ) =
{
f ∈ Mk, ∀σ ∈ K, f ◦ tσ = f

}
.

14. (a) Par hypothèse :

∀x ∈ B(0, 1), f(x) =

[k/2]∑

j=0

cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j
xk−2j
n .
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Don :

∀i ∈ J1, n− 1K, ∀x ∈ B(0, 1),
∂f

∂xi
(x) =

[k/2]∑

j=1

2jcjxi

(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
xk−2j
n ,

et ainsi :

∂2f

∂x2
i

(x) =

[k/2]∑

j=1

2jcj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
xk−2j
n +

[k/2]∑

j=2

4j(j − 1)cjx
2
i

(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−2
xk−2j
n .

Don :

n−1∑

i=1

∂2f

∂x2
i

(x) = (n− 1)

[k/2]∑

j=1

2jcj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
xk−2j
n

+

(
n−1∑

i=1

x2
i

)


[k/2]∑

j=2

4j(j − 1)cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−2
xk−2j
n




=

[k/2]∑

j=1

[
2(n− 1)j + 4j(j − 1)

]
cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
xk−2j
n

=

[k/2]∑

j=1

2j(n+ 2j − 3)cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
xk−2j
n

On a aussi de manière immédiate :

∂2f

∂x2
n

(x) =

[k/2]−1∑

j=0

cj
(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j
(k − 2j)(k − 2j − 1)xk−2j−2

n

=

[k/2]∑

j=1

cj−1

(
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
(k − 2j + 2)(k − 2j + 1)xk−2j

n .

Et don :

(∆f)(x) =

[k/2]∑

j=1

[
2j
(
n+ 2j − 3

)
cj + (k − 2j + 2)(k − 2j + 1)cj−1

](
x2
1 + . . .+ x2

n−1

)j−1
xk−2j
n .

(b) Par dé�nition, Rk = Hk ∩ Im(ϕ) ; 'est don un sous-espae vetoriel de Hk (en tant

qu'intersetion de sous-espaes vetoriels ).

Considérons f ∈ Rk. Alors ∆(f) = 0 et il existe (c0, . . . , c[k/2]) ∈ R
[k/2]+1

tel que : f =
ϕ(c0, . . . , c[k/2]). D'après la question préédente, on a don :

∀j ∈ J1, [k/2]K, αjcj+βjcj−1 = 0 ave : αj = 2j(n+2j−3) et : βj = (k−2j+2)(k−2j+1).

De plus, n > 2 et j > 1, don : n + 2j − 3 > 1, e qui implique que cj 6= 0. On a don :

∀j ∈ J1, [k/2]K, cj = − βj

αj
cj−1. Ainsi, les oe�ients cj forment une suite (�nie) réurrente d'ordre 1,

dépendant uniquement de c0. Don :

Rk est un sous-espae vetoriel de Hk de dimension 1.

() Puisque pour tout j ∈ J1, [k/2]K onb a : cj > 1 et βj > 0, on en déduit que − βj

αj
< 0.

Don :

∀j ∈ J1, [k/2]K, cjcj−1 < 0.

De plus : 1 −X2
est un polyn�me de degré 2 de oe�ient dominant −1, don (1 −X2)j est un

polyn�me de degré 2j de oe�ient dominant (−1)j . Ainsi, haque terme cj(1 − X2)jXk−2j
est de

degré k et de oe�ient dominant (−1)jcj . Or, puisque pour tout j : cjcj−1 < 0, on a :
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• si c0 > 0, alors cj > 0 si j est pair et cj < 0 si j est impair. Don (−1)jcj > 0 pour tout j.
Ainsi, les oe�ients dominants ne s'annulent pas.

• si c0 < 0, alors cj < 0 si j est pair et cj > 0 si j est impair. Don (−1)jcj < 0 pour tout j.
Ainsi, les oe�ients dominants ne s'annulent pas.

Finalement :

le polyn�me

[k/2]∑

j=0

cj(1−X2)jXk−2j
est un un polyn�me de degré k.

15. (a) • Uniité : Supposons qu'il existe deux fontions fa et ga dans Hk telles que :

∀f ∈ Hk, 〈f | fa〉 = 〈f | ga〉 = f(a).

Alors : ∀f ∈ Hk, 〈f | fa−ga〉 = 0, 'est-à-dire : (fa−ga) ∈ H⊥
k . Or, (fa−ga) ∈ Hk etHk∩H⊥

k = {0}.
Don fa = ga.

• Existene : l'espae vetoriel Mk étant de dimension �nie, il en est de même de son

sous-espae vetoriel Hk. Considérons don une base (u1, . . . , up) de Hk que l'on peut onsidérer

orthonormale (ou qu'on orthonormalise à l'aide du proédé de Gram-Shmidt).

Soient f, fa ∈ Hk : il existe des réels λ1, . . . , λp, µ1, . . . , µp tels que :

f =

p∑

j=1

λjuj et : fa =

p∑

j=1

µjuj.

On a don : 〈f | fa〉 =
p∑

j=1

λjµj et f(a) =

p∑

j=1

λjuj(a). En posant, pour tout j ∈ J1, pK, µj = uj(a),

on obtient don le résultat voulu.

On a don démontré que :

∃ ! fa ∈ Hk, ∀f ∈ Hk, 〈f | fa〉 = f(a).

(b) Soit σ ∈ G tel que : σ(a) = a. D'après 9., σ est une bijetion de B(0, 1) sur B(0, 1), don
on peut érire : (tσ)

1 = tσ−1
. De plus, d'après 8., si f ∈ Hk ⊂ Mk, alors f ◦ tσ ∈ Mk et don, d'après

9. :

〈f | fa ◦ tσ〉 = 〈f ◦ (tσ)−1 ◦ tσ | fa ◦ tσ〉 = 〈f ◦ tσ−1 | fa〉 = f ◦ tσ−1(a).

Et puisque σ(a) = tσ(a) = a on a : tσ−1(a) = a et don :

〈f | fa ◦ tσ〉 = f(a).

D'après l'uniité de fa, on en déduit don que :

fa ◦ tσ = fa.

() • Uniité : Supposons qu'il existe deux polyn�mes pk et qk tels que :

∀x ∈ Sn−1, fen(x) = pk(xn) = qk(xn).

Alors : ∀x ∈ Sn−1, (pk − qk)(xn) = 0, et don : ∀xn ∈ ]−1, 1[, (pk − qk)(xn) = 0, 'est-à-dire ,

d'après 11.(a) : pk − qk = 0.

• Existene : Par dé�nition, fen ∈ Rk ⊂ Im(ϕ). Don, il existe (c0, . . . , c[k/2]) ∈ R
[k/2]+1

tel

que : fen = ϕ(c0, . . . , c[k/2]). On a don :

∀(x1, . . . , xn) ∈ B(0, 1), fen(x1, . . . , xn) =

[k/2]∑

j=0

cj(x
2
1 + . . . x2

n−1)
jxk−2j

n .
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Or, puisque x ∈ Sn−1, on a : x2
1 + . . .+ x2

n−1 + x2
n = 1, et on obtient don :

fen(x1, . . . , xn) =

[k/2]∑

j=0

cj(1− x2
n)

jxk−2j
n = pk(xn) ave : pk =

[k/2]∑

j=0

cj(1−X2)jXk−2j .

Finalement :

∃ ! pk ∈ R[X ], ∀x ∈ Sn−1, fen(x) = pk(xn).

(d) Le polyn�me pk est de degré k et son oe�ient dominant est du signe de c0 d'après

14.(). Or :

fen(en) = fen(0, . . . , 0, 1) = c0 et : fen(en) = 〈fen | fen〉 = ‖fen‖2 > 0.

Don :

le polyn�me pk est un un polyn�me de degré k de oe�ient dominant c0 > 0.

(e) • Soit σ ∈ G tel que σ(en) = a. Alors, ∀f ∈ Hk,

〈f | fa ◦ tσ〉 = 〈f ◦ (tσ)−1 ◦ tσ | fa ◦ tσ〉 = 〈f ◦ tσ−1 | fa〉 = f ◦ tσ−1(a).

Et puisque σ(en) = tσ(en) = a on a : tσ−1(a) = en et don :

〈f | fa ◦ tσ〉 = f(en).

D'après l'uniité de fen , on en déduit don que :

fa ◦ tσ = fen .

• De plus, si x ∈ R
n
, alors :

x · a = x · σ(en) = tσ(x) · en,

et puisque

tσ = σ−1
ar σ ∈ G, on onlut :

x · a = σ−1(x) · en.

(f) Voir 15.(a).

(g) Soit b ∈ Sn−1. Alors, d'après 15.(f) :

fa(b) =
∑

i

ui(a)ui(b) = fb(a).

De plus, en utilisant les résultats préédents :

pk(a · b) = pk(b · a) = pk(σ
−1(b) · en) d'après 15.(e)

= fen(σ
−1(b)) d'après 15.()

= fen ◦ tσ−1(b)
= (fa ◦ tσ) ◦ (tσ)−1(b) d'après 15.(e)

= fa(b)

Don :

∀b ∈ Sn−1, fa(b) = fb(a) = pk(a · b) =
∑

i

ui(a)ui(b).
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Partie IV

16. Le polyn�me p0 est de degré 0 (d'après 15.(d)), 'est-à-dire qu'il est onstant. De plus,

M0 = H0 est l'ensemble des fontions onstantes sur B(0, 1). Si on note alors Kf la valeur onstante

prise par f ∈ H0, alors : ∀a ∈ Sn−1, ∀f ∈ H0, 〈f | 1〉 = Kf = f(a) = 〈f | fa〉, et don : fa = 1
d'après l'uniité démontrée en 15.(a). En partiulier, fen = 1 et don :

p0 = 1.

17. • D'après 15.(), on a :

p1 =

[1/2]∑

j=0

cj(1−X2)jX1−2j = c0(1−X2)0X = c0X.

Or, d'après 15.(d) le oe�ient dominant est > 0, don :

∃λ1 > 0, p1 = λ1X.

• De même :

p1 =

[2/2]∑

j=0

cj(1−X2)jX2−2j = c0(1 −X2)0X2 + c1(1−X2) = (c0 − c1)X
2 + c1,

ave : c0 − c1 > 0 et c0c1 < 0 ; on en déduit que c0 > 0. De plus, d'après 14.0(a) :

α1 = 2(n+2−3) = 2n−2 et : β1 = (2−2+1)(2−2+2) = 2, don : c1 = −β1

α1
c0 = − 1

n− 1
c0.

On en déduit don que : c0 − c1 = c0 +
1

n− 1
c0 =

n

n− 1
c0. Ce qui donne :

p2 =
c0

n− 1
(nX2 − 1) ave : c0 > 0.

18. Pour tout k ∈ N, et d'après 15.(g) :

∑

16i,j6m

pk(vi · vj) =
∑

16i,j6m

(∑

h

uh(vi)uh(vj)

)

=
∑

h


 ∑

16i6m


 ∑

16j6m

uh(vi)uh(vj)






=
∑

h


 ∑

16i6m

uh(vi)




 ∑

16j6m

uh(vj)




=
∑

h


 ∑

16i6m

uh(vi)




2

Don :

∀k ∈ N,
∑

16i,j6m

pk(vi · vj) > 0.
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19. • On peut don érire, d'une part :

∑

16i,j6m

f(vi · vj) =
∑

16i,j6m

(
s∑

h=0

ahph(vi · vj)
)

=

s∑

h=0

ah


 ∑

16i,j6m

ph(vi · vj)


 > a0

∑

16i,j6m

p0(vi · vj),

puisque les ah sont positifs par hypothèse, et d'après 18. :

∑

16i,j6m

ph(vi · vj) > 0 pour tout h ∈ N. De

plus, omme p0 = 1 d'après 16., on a don la minoration :

∑

16i,j6m

f(vi · vj) > a0m
2.

• D'autre part, on a aussi d'après l'inégalité de Cauhy-Shwarz :

∀i, j ∈ J1,mK, |vi · vj | 6 ‖vi‖ ‖vj‖ = 1.

Don, −1 6 vi · vj 6 1. Ainsi, d'après l'hypothèse :

∀i, j ∈ J1,mK, i 6= j ⇒ −1 6 vi · vj 6
1

2
, don : f(vi · vj) 6 0.

D'où :

∑

16i,j6m

f(vi · vj) =
∑

16i6m

f(vi · vi) +
∑

16i,j6m
i6=j

f(vi · vj) = mf(1) +
∑

16i,j6m
i6=j

f(vi · vj) 6 mf(1).

• On a don l'enadrement :

a0m
2
6

∑

16i,j6m

f(vi · vj) 6 mf(1),

et don :

m 6
f(1)

a0
.

20. D'après 5.(a)(b), C ⊂ S7 et pour tout ouple (x, y) d'éléments distints de C, on a : x ·y 6 1
2 .

On onsidère de plus :

f = p0 + p1 +
5

7
p2 +

13

28
p3 +

19

84
p4 +

5

56
p5 +

5

252
p6 =

320

3
(X + 1)

(
X +

1

2

)2

X2

(
X − 1

2

)
.

Alors, sur

[
−1, 12

]
, f est négative.

On peut don appliquer le résultat de la question 19., e qui nous permet d'a�rmer que :

τ8 6 m 6 f(1) =
320

3
× 2×

(
3

2

)2

× 12 × 1

2
= 240.

Don, en utilisant 5.(), on en déduit que :

τ8 = 240.

Partie V

21. Comme en 18. :

∀x ∈ R
n,

∑

16i,j6m

pk(vi · vj)xixj =
∑

16i,j6m

(∑

h

uh(vi)uh(vj)

)
xixj =

∑

h


 ∑

16i6m

uh(vi)xi




2

> 0.

Don,

la matrie

(
pk(vi · vj)

)
16i,j6m

est positive.
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22. (a) Puisque S est une matrie symétrique réelle positive, elle est ortogonalement semblable

à une matrie diagonale à oe�ients positifs, 'est-à-dire :

∃P ∈ Om(R), ∃D = Diag(λ1, . . . , λm) ave : λi > 0, S = tPDP.

De pus, puisque S est de rang r 6 n par hypothèse, on a aussi r 6 m de sorte qu'on peut onsidérer

les oe�ients diagonaux λi de D tels que :

∀i ∈ J1, rK, λi > 0, et : i > r ⇒ λi = 0.

Considérons alors la matrie D′ ∈ Mn,m(R) dé�nie de la manière suivante :

∀(i, j) ∈ J1, nK × J1,mK, d′ij = 0 si : i 6= j, et : d′ii =
√
λi.

Ainsi, si n 6 m on ajoute m− n olonnes de 0 à droite de Diag
(√

λ1, . . . ,
√
λn

)
; et si n > m alors

on ajoute n−m lignes de 0 en bas de Diag
(√

λ1, . . . ,
√
λn

)
. On a don :

tD′.D′ = D et don :

S = tP tD′.D′P.

Finalement, en posant A = D′P ∈ Mn,m(R) on obtient : S = tA.A, et don :

∃A ∈ Mn,m(R), S = tA.A.

(b) Il su�t de véri�er que l'on peut érire : ∀i, j ∈ J1,mK, sij = vi · vj ave vi, vj ∈ Sn−1,

'est-à-dire que |sij | 6 1 ; on pourra alors appliquer le résultat de 21.

Or, par hypothèse : ∀i ∈ J1,mK, sii = 1 = vi · vi. Raisonnons alors par l'absurde en supposant

que : max
16i,j6m

|sij | > 1. Il existe don i0, j0 ∈ J1,mK tels que : i0 6= j0 et |si0j0 | > 1. En notant aussi

(ei)16i6m la base anonique de Mm,1(R), onsidérons alors la matrie-olonne X = ei0 − ej0 . On a

alors :

tXSX = −2si0j0 + si0i0 + sj0j0 = −2si0j0 + 2 < 0,

d'où une ontradition. Don :

∀i, j ∈ J1,mK, |si,j | 6 1.

On peut don onlure :

la matrie

(
pk(sij)

)
16i,j6m

est positive.

() Il su�t de onsidérer la matrie-olonne X =



1
.

.

.

1


, et alors :

tXSX =
∑

16i,j6m

sij > 0.

Don :

la somme des oe�ients d'une matrie symétrique positive est positive.

(d) D'après 22.(b), la matrie

(
pk(sij)

)
16i,j6m

est symétrique positive. Don, d'après 22.()

(et ave k = 2) : ∑

16i,j6m

p2(sij) > 0.

Or, d'après 17. : p2 = λ2(nX
2 − 1) ave λ2 > 0. On obtient don :

∑

16i,j6m

λ2(ns
2
ij − 1) > 0.

On en déduit don :

n
∑

16i,j6m

s2ij >
∑

16i,j6m

1 = m2.

Finalement :

∑

16i,j6m

s2ij >
m2

n
.
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