Agrégation interne; CAER 2016

Premiére épreuve

Olivier HALGAND

Partie I

1. Nous allons démontrer les contraposées, a savoir :
les boules fermées B(a, 1) et B(a’,1) ne sont pas disjointes si, et seulement si : ||a — d’|| > 2.

e Condition suffisante (=) : Supposons que les boules fermées B(a,1) et B(a’,1) ne soient
pas disjointes, et considérons xz € B(a,1) N B(d’,1).
On adonc : ||z —al = 1et | —d'|| < 1. On en déduit, grace a l'inégalité triangulaire :

la—a'll =ll(a =)+ (z —a)l| < lla— || + [l - d]| < 2. (%)

e Condition nécessaire (<) : Supposons que [a — a’|| < 2, et notons : z = 3(a +a’). Alors :
1 !/ 1 !/
:v—a:—§(a—a) donc : ||:v—a||:§|\a—a||<1, donc: =z € B(a,l).

De la méme maniére, on a aussi z € B(a’,1) et donc : z € B(a,1) N B(a’, 1), ce qui prouve que les
deux boules ne sont pas disjointes.

Donc :

les boules fermées B(a, 1) et B(a’,1) sont disjointes si, et seulement si : |ja — a'|| > 2. ‘

2. e Condition suffisante (=) : Supposons que les deux boules soient tangentes. Elles ne sont
donc pas disjointes, et ainsi ||a —a’|| < 2 d’aprés la question précédente et %(a—i—a’) € B(a,1)NnB(d',1).
Supposons alors que d = |la — d’|| < 2, et considérons z = @. Nous allons montrer que
x € B(a,1)N B(d’,1) et puisque x # %(a + a’) cela impliquera que les deux boules ont au moins deux

points communs, et donc qu’elles ne sont pas tangentes.

D’une part :
d—-1)a 1-d
x—a=a+(d Ja —a=— (a—a') donc: |lx—a||=[1-d/ <1 donc: z€ B(1,a);

d’autre part :

d—1)d 1
x—a’zy—a'za(a—a') donc: J|lx—d[|=1 donc: z€ B(l,d).

On obtient donc bien : |ja — a/|| = 2.

e Condition nécessaire (<) : Supposons que |Ja—a’|| = 2 et considérons = € B(a,1)NB(d’,1).
Nous sommes alors dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire (x) précédente, ce qui signifie que
la —z|| = ||z — a’|]| =1, et que les vecteurs a — z et  — a’ sont positivement proportionnels :

INER,a—z =Nz —d).

On en déduit donc que A = 1 et donc que : & = 1(a + o). Ainsi, les deux boules B(a,1) et B(d’,1)
n’ont qu’un point d’intersection, c’est-a-dire qu’elles sont tangentes.

On obtient donc bien :

les boules fermées B(a, 1) et B(a’,1) sont tangentes si, et seulement si : ||a — a’|| = 2

1
et dans ce cas leur point d’intersection est E(a +a).
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3. Puisque les deux boules B(0,1) et B(a, 1) sont tangentes, on a, d’aprés la question précédente :

|a|| =2, et de méme : ||a’|| = 2. De plus, on a : b= %a et b’ = 3a’, donc : [|b]| = ||b/|| = 1.

e On en déduit donc, d’apreés 1. :
Ba,)NBd,1)=9 <& |a-d||>2 & |26=-2V||=]20-0)|>2 < b=V >1.

Or:
Hb—b’||2:(b—b’)-(b—b’):||b||2—2b-b’+||b’|\2:2—2b-b’.
Donc : 1
B(a,)NB(d,1)=929 & 2-20-bV>1 < b-b’<§.

les boules fermées B(a, 1) et B(a’,1) sont disjointes si, et seulement si : b- b’ < 3.

e De plus : B(a,1) et B(a/,1) sont tangentes si, et seulement si : ||a — a'|| = 2,si, et seulement
si:||b=Vb]=1=|b|| =] Donc :

‘ les boules fermées B(a, 1) et B(a’, 1) sont tangentes si, et seulement si, le triangle 0bb’ est équilatéral.

Figure 1 Figure 2

4. En utilisant les notations de la question précédente, les deux boules B(a,1) et B(a’,1) sont
disjointes si, et seulement si :

A —— 1 _
bt = [[b]-¥]|. cos b0V = cosb0B' < 7 donc : bOb’>g.

Considérons des boules tangentes ou disjointes B(aq,1), B(az,1), ..., toutes tangentes & B(0, 1)
en b1, b, ...respectivement comme illustré sur la figure 2 ci-dessus. Alors : b10by > %, b20bs > 7,
...Donc :

b10by + by0bs + b30by + b40bs + bs0bg + b0by > 6 x — = 2.

w| 3

On en déduit donc que : 7o < 6. Enfin, si les triangles précédents sont deux a deux tangents (dans
Pordre de la numération) alors cette somme vaut 27. Donc :

8
5. (a) Déterminons le cardinal de A. Tout élément de A vérifie : H:vi > 0, ce qui signifie qu’il
i=1
existe un nombre pair de coordonnées z; négatives. De plus, il y a (z) points de A ayant k coordonnées
x; négatives. Donc :

Card(A) = (i) + (g) + (i) + (2) + (g) =1428+70+28+1=128.
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Calculons maintenant le cardinal de B. Tout élément de B posséde 6 coordonnées nulles parmi

2
les 8, les deux autres valant :l:g. Donc :

Card(B) = (Z) x 22 =28 x 4 =112.

Enfin, puisque A et B sont disjoints on a :

‘ Card(C) = Card(A) + Card(B) = 240. ‘

De plus :

8 \/5 2 1
Vo € A, ||:C||2=;:vf:8x<?> =8><§:1 donc: =z € Sy

et :

: N 1
Vz € B, 2= 2=2 ~—~] =2x==1 donc: € 5;.
x Izl ;xl X ( 2) X5 onc x € S7

On en déduit donc que :

|C=AUBCS;.|

(b) e Cas de deux éléments de A : puisque z # vy, il existe i € [1,8] tel que : x;y; < 0.
Supposons que x; > 0 et y; < 0. Si toutes les autres coordonnées sont deux & deux égales, alors on
aurait :

8
[T xwe =i | J] 22| <o,
k=1

1<k<8
ki
8 8
ce qui est impossible puisque H:z:l > 0 et Hyl > 0. On en déduit donc qu’il existe deux entiers

i=1 i=1
distincts ¢ et j de [1, 8] tels que : z;y; = z;y; < 0. On a alors :

8 6 2 2
V2 V2 1 1
x-yzzxkyk< Z Ii+xiyi+$jyj—z<7 2\ =tx5=5
k=1 1<k<8 k=1

kg {i,j}

e Cas de deux éléments de B : puisque x # y, on ne peut avoir qu’un indice ¢ € [1,8] tel
que z; et y; soient non nuls et de méme signe. Donc :

2
2 1
xy§<§> +7><O:§.

e Cas d’un élément z € A et d’un élément y € B : Puisque y a alors 6 coordonnées nulles,

r-y<2x <gﬁ>—l

on a:

2 2

On a donc :

N =

V(z,y) € C, z-y<

(c) D’aprés ce qui précede, si z et y sont deux éléments distincts de C, alors z-y < 3, ce qui signifie
que les boules tangentes & B(0,1) en z et y sont disjointes ou tangentes. Et comme Card(C) = 240,

on en déduit donc que :
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Partie I1

6. Pour tout xR™, on a les égalités :
lo@)II* = o(z) - o(2) =z -'oo(z) =z -z = ||z||*.

Donc :

Vo € B(0,1), o(z) € B(0,1).]

7. L’application ¢, est la restriction de o & B(0, 1), donc c’est une application linéaire. Comme R™
est de dimension finie, ¢, est donc de classe €°°(R, R) sur B(0, 1). Donc, par composeé de fonctions

de classe €2 :

Notons A = (a;r)1<j,k<n la matrice de t, dans la base canonique de R™ et, pour z € B(0,1),
to(x) = (y1,--.,yn) € B(0,1). Alors on peut écrire :

Vie[l,n], y= Zajkxk.

t
On en déduit donc que : 8—0(:10) = (a1i,02i, - -, Anj)-
i

De plus, pour tout i € [[1,n] :

=3 (o o) [ = e (o)

Jj=1

De la méme maniére, on a donc :

n n an
= Aj4 Qg (7 e} tg)] .
; Lz_:l 9y; Iy

On a donc :

n 82 oty 82
Alfots) = Z % - Z i Tk <8yj éfyk ° tg)

i=1 @ 1<i4,5,k<n

d’ou :

Alfots)= > (agjayk )lzaﬂam}'

1<y,k<n

Or, I'expression entre crochets représente le produit scalaire de deux vecteurs colonnes de la matrice
orthogonale A : elle vaut donc d;; (symbole de Kronecker), c’est-a-dire 0 si j # k et 1 si j = k. On
obtient donc :

0% f " (02f "L 9% f

B
1<,k =1 %Y

soit :

[A(foty) = (Af) oty |

8. @ Soit a € IN” tel que : a1 + -+ - + o, = k. On a donc, avec les notations précédentes :

(62

Vz € B(0,1), z%ot,(x) = (t,(2) H Zaux]

=1 \j=1

Ainsi, 2 o t,(z) est une combinaison linéaire des x;*. De plus, ’expression entre parenthese est
une fonction polynomiale homogéne de degré «;, ce qui permet d’affirmer que, par produit, 2 ot, est
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une fonction polynomiale ot chaque terme est de degré a; + ...+ «, = k. Donc : x* o t, € My,. Par
combinaison linéaire , on en déduit que :

‘fEMk = fotUEMk.‘

e De plus, si Af =0 alors, d’aprés 7., A(f ot,) = (Af)ot, = 0. Donc :

‘fEHk = fotUEHk.‘

9. Soient f,g € C), et 0 € G. Alors :

-1
<fot,,|gotg):</ dxl...dxn> / (fot,,(x))(gotg(ac))dxl...dxn.
B(0,1) B(0,1)

Effectuons le changement de variable : y = ¢, (z), de sorte que : dy; ...dy, = ’det(tg)’ dxy...dxy,,
avec det(t,) = 1. Et de plus, on a vu en 6. que :

Vz € B(0,1),VYo € G, o(x) € B(0,1) et de méme pour o~ !

)

donc on en déduit que : o(B(0,1)) = B(0,1). On obtient donc :

-1
oty oty) = dzy...dz, dyy ...dy, = .
(fots|gotsy) (/B(OJ) 1 ) /B(Oyl)f(y)g(y) y1-..dyn = (f | 9)

10. (a) Soient z,y € B(0,1) tels que ||z|| = |ly||. Alors, il existe une rotation o € G telle que :
y = o(x) = ty(x). On peut donc écrire :

fly) = f(to(x)) = fot,(x).
Or, f ot, = f par hypothése, donc :

vr,y € B0,1), zl=lyl = f(=)=/().

(b) D’une part : V¢ € [—1,1],[[(0,...,0,¢)| = V0> + ...+ 02+ 2 = [t| = ||(0,...,0,[t])], et :
(0,...,0,t) € B(0,1). Donc d’aprés 10.(a) :

f£(0,...,0,t) = f(0,...,0,[t]),

soit :

vie[-1,1], g(t) = g(Jt]).

Et d’autre part, pour tout z € B(0,1) : [|z]| = ||(0,...,0, |z])]|, et donc, toujours d’aprés 10.(a) :

Vo e B(0,1), f(z)=g(z]).

(c) @ On a donc :

Vo € B(0,1),~z € B(0,1) et: f(-z)=g(|-zl)=g(lz]) = f(x),

donc ’application f est paire. Donc, nécessairement, :

‘k:al—i-...—l-ozn estpair.‘

e Puisque f € M} n’est pas nulle, il existe une famille (a(i))lgigp d’éléments de IN" deux a
deux distincts veérifiant : Vi € [1, p], ag” + ...+ a¥ =k, et une famille de réels non nuls (Mi)igigp
telle que f s’écrive sous la forme :

p _ » 1-
f= Z)\ixa“), soit :  Va € B(0,1), f(z) = Z/\Z.Iiﬁ ...:cggl),

i=1 i=1
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Soit « € B(0,1) tel que : f(z) # 0. Puisque |lz[| = [|(0,...,0,[lz]))||, on a d’aprés 10.(a) :
f(@) = f(0,...,0,]|lz||) # 0 et il donc existe j € [1,p] tel que : ol =k et agj) =...= 045321 = 0. On
obtient donc (en renommant A; en \) : f(z) = A||z|/*.

Or, d’aprés 10.(a) : Vy € B(0,1), |yl = |zl = f(y) = f(z) = Az]|* = Ally[|*-
On en déduit donc que :

L
2

vy € B(O, [|=zl), f(y)= /\( y%+---+y%)k = A(yf+---+yi)

Or, la boule B(0, ||z||) contient une infinité de points, et les familles (V)1 <icp et (Ai)1<icp sont
finies. Donc cette égalité détermine entiérement les deux familles. On peut donc étendre 1’égalité & la
boule B(0,1) en entier :

X € R*,Vz € B(0,1), f(z) = z|*.

Partie II1

k
11. (a) Soit P = Z a; X" un polynome de degré k de R[X]. Si P s’annule sur I'intervalle ] —s, s
i=0
(avec s > 0), alors P posséde une infinité de racines. Or, d’aprés le théoréme de d’Alembert, si P n’est
pas nul, il posséde au plus k racines dans R. Donc, P = 0, c’est-a-dire :

Vie[o,k], ai=0]

(b) On fixe k > 0, et on raisonne par récurrence sur n. On notera I,, = (V) ensemble des
éléments de IN™ tels que : agl) Fo+al) <k et e, = Card(I,).

e Initialisation : Pour n = 1, alors : (z%) = (2°, ..., 2%). On reconnait les fonctions polynomiales
associées a la base canonique de Ri[X] : la famille est donc libre.

e Hérédité : Supposons que la famille (z%),¢7, est libre, n étant un entier naturel non nul donné.

Cn+41
- . - ©)
On considére alors la famille (*)qer,,,, €t une famille (A;)ier,,, de réels telle que : Z Xiz® =0.
i=1
On a donc :
Cn+1 NG ol a®
Vo e B(0,1), > Aizyl ..antaiit =0
i=1
Fixons z1,...,z, tels que : 27 + ...+ 22 < 1. Alors :
z€B(0,1) & a,,<1—(zi+...+a22) =5 avec:s>0.
k .
Considérons alors le polynome P = Z a; X’ ol : a; est obtenu en regroupant les termes ot ozf;il =7,
§=0
(i) (i) . .
c’est-a-dire les termes \; 3:?1 ...xpm verifiant : alz) +...+ aﬁj) < k—j. Ce polynéme P s’annule sur

]—s, s[ et donc, d’aprés 11.(a) : Vj € [0, k], a; = 0. On en déduit donc que :

(@) (@)
. (o7 (0%
Vi e[0,k], a;= g Xzt oooxp” =0,
1<i<ent1
N R

Or, ag“ + ...+ aﬁf) < k —j < k. On peut donc utiliser ’hypothése de récurrence, qui permet de
conlure que Vi € [1,cp41], Ai = 0, et donc la famille (2%)qer,,, est libre.

e Conclusion : D’aprés le principe de récurrence,

‘Vk € IN,Vn € IN*, la famille (2)qer, est libre.
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(c) Pour k € N et n € IN*, il existe un nombre fini non nul Ny, de n-uplets o € IN" tels que :
o1+ ...+ a, =k. En effet, d'une part : k=k+0+...4+ 0 donc Ny, # 0, et Vi € [1,n],a; < k donc
Nin < k™.

De plus, d’aprés la question précédente, la famille des (z*) ,en»  est libre et engendre 'en-
ay..fapn=k
semble M;.. Donc :

My, = Vect(x®) est un sous-espace vectoriel de dimension finie Ny, de C,,.

12. L’ensemble K est le stabilisateur de e, ; ¢’est donc un sous-groupe de G. De plus, matricielle-
ment, o € K s’écrit sous la forme (puisque o(e,) =e€,) :

. Ae M, 1(R
A : avec : 1(B)

0 Lpn_1 € My 1(R)

Alors :

s’écrivent matriciellement sous la forme :

isomorphe & O,,_1(R). Donc :

‘ K est un sous-groupe de G isomorphe a O,,—1(R). ‘

13. e Démontrons I'injectivité : soit (co, ... ,cp/2) € Ker(p). Alors :
14/2) o
V(z1,...,2,) € B(0,1), Z ci (234 a2 ) ak"% =o.
=0
Si on se fixe z1,..., 2,1 telsque : 0 < 23 +...+22_; =1—5? < 1 (avec s > 0), alors on obtient :
(z1,...,2,) € B(0,1) & 22<s* & z,€[—s,s]. Et donc:
14/2) o
YV, € ]-s,s|, Z cj(1—s?)ak=2% =,
=0

Donc, comme en 11.(a), on en déduit que : Vj € [0, [k/2]],¢;(1 —s?)? =0, et donc : ¢; = 0. Ainsi,
ker(¢) =0 et

 est injective.

e Déterminons I'm(¢p) : Pour tout entier j, puisque 23 + ...+ 22 _; est un polynéme homogene
de degré 2, donc (22 + ...+ 22_;)72F~27 est un polynome homogeéne de degré 25 + (k — 2j) = k. On
en déduit donc que, pour tout (co, ..., cp/2)) € RF/2H1 o ((co, .. Clk/2)) est une combinaison linéaire
de % avec aw € IN™ tel que : a3 + ...+ oy, = k. On en déduit donc que I'm(p) C M.
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& Maintenant, soit o € K et f € Im(p). Alors, avec les notations de 7. et les résultats du 12.,

on peut écrire :

n—1 n—1
VIGB(O,l), tg(.I) = Zaljxj,...,Zan,lijj,xn
j=1 j=1
Donc :
J
[k/2] n—1 2 n—1 2
Vx € B(O,l), fOta-(I) = Z Cj Zaljxj + ...+ Zan,lﬁjxj xiizj.
j=0 j=1 j=1
Or, avec les notations de 12. et 2’ = (z1,...,2,—1) on a (avec les notations matricielles) :
2 2
n—1 n—1 )
Z a;x; | +...+ Z n-1,;2; | = ||A:17'|| =t""A A =t I, 12 =t .2 = ||:17'||2
j=1 j=1
Donc :
(k/2] ‘ ‘
Vz € B(0,1), fot,(z)= Z ci(@f 4+ ...+ a2 ) 2k = f(a).
j=0
On a donc :

Vielm(p),f €My et: YoeK,fot,=f soit: Im(cp)C{fEMk,VUEK,fotU:f}.

& Réciproquement, soit f € My, telle que : Vo € K, f ot, = f. Posons :

Pour tout 4 € [0, k], on pose J; = {j € [[I,Nkm]],ag) = z} et :

~ ) )
fii(z1, ... xp1) — Z )\jx(lll .. .a:Z’fll.
JjE€J;
Enfin, si 0 € K a pour matrice S, on note o € O,_1(R) lapplication de matrice A (comme dans
12.). On obtient alors que f; € My_; et f; otz = f;. On peut donc appliquer 10. : k — ¢ est pair et

k—i

Ju; € R*,Vx € B,—1(0, 1), ﬁ(ml,...,xn_l)zui(xf—i—...—i—xi_l) z.

On obtient donc :
k—1i )
flz, ... xn) = Z pi(al +.. . +ai_y) * al,.

0<igk
k—i pair

En posant le changement d’indice : j = kz_i & i=k—2j et c; = pp—24, on obtient :

[k/2] ]
fan,an) =Y (@l 4.+ ah ) e,
j=0

ce qui prouve que f € Im(p).

Finalement, on a démontré que :

 est une application linéaire injective, dont 'image est : I'm(p) = {f € My,Voe K, fot, = f}

14. (a) Par hypothése :

/2] |
Vo e B(0,1), f(z)= Z (@24 ... +a2 ) ak
7=0



Donc :

[k/2]
0 i .
Vi € [1,n —1],Vz € B(0,1), agf» (@)=Y 2jejmi(af+...+a2 ) e
% J=1
et ainsi :
o2 f [k/2] - o [k/2] Y _
W(m) = Z 2jej (2 + ... 42l ) kT 4 Z 45 — Vejad (o] + ...+ a2 )’ "2k,
i j=1 J=2
Donc :
nl g2y [k/2] . ‘
W(m) =(n-1) Z 2jcj (a3 +...+ %2171)] xk=2
i=1 "t j=1

n—1 [k/2] ‘
+ (Z xf) Z 45— ej (27 + ... + xi,l)J‘zxﬁ—%
; =

=1

[k/2] - )

= 2n —1)j +4i( — Dlej (22 + ...+ 22 ) ab—2%
[ ( )j ](.] )} J( 1 n—1 n

j=1

(k/2] - )
= Z 2j(n +2j — 3)c; (27 +...+:17,21_1)J7 xk=2

j=1

On a aussi de maniére immédiate :

02/ [k/2]-1 } 4
oz (@) = S oglat 4. 42l ) (k—2)(k—2j — a2
n =0
[k/2] - ‘
=> ¢t +. 42l ) (k=2 +2)(k—2j+ Dak .
j=1
Et donc :
[k/2] o
(Af)(x) = [2j(n+2j—3)cj+(k—2j+2)(k—2j+1)cj,1] (4. +a2s ) e
j=1

(b) Par définition, Ry = Hi N Im(yp); c’est donc un sous-espace vectoriel de H (en tant
qu’intersection de sous-espaces vectoriels ).
Considérons f € Ry. Alors A(f) = 0 et il existe (co,...,cr/g) € RFE/ZHL tel que : f =
©(co, - -+, Clry21)- D’apreés la question précédente, on a donc :

Vie[l,[k/2]], «jcj+Bici—1 =0 avec: o«;=2j(n+2j-3) et: B;=(k—-2j+2)(k—2j+1).

De plus, n > 2 et j > 1, donc : n+2j —3 > 1, ce qui implique que ¢; # 0. On a donc :
Vie L, [k/2]], ¢; = —g—; ¢j—1. Ainsi, les coefficients ¢; forment une suite (finie) récurrente d’ordre 1,
dépendant uniquement de cg. Donc :

‘ Ry, est un sous-espace vectoriel de Hy de dimension 1. ‘

(c) Puisque pour tout j € [1,[k/2]] onb a :¢; > 1 et §; > 0, on en déduit que )

a;
Donc :

‘Vj € [1,[k/2]], c¢jci1 <O.

De plus : 1 — X2 est un polynome de degré 2 de coefficient dominant —1, donc (1 — X?)7 est un
polynome de degré 2;j de coefficient dominant (—=1)7. Ainsi, chaque terme c¢;(1 — X2)7 X*=2 est de
degré k et de coefficient dominant (—1)’¢;. Or, puisque pour tout j : ¢;cj—1 <0, on a :
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e sicy >0, alors ¢; > 0 si j est pair et ¢; < 0 si j est impair. Donc (—1)7¢; > 0 pour tout j.
Ainsi, les coefficients dominants ne s’annulent pas.
e sicop <0, alors ¢c; < 0sijest pair et ¢; > 0 si j est impair. Donc (—1)jcj < 0 pour tout j.
Ainsi, les coefficients dominants ne s’annulent pas.
Finalement :

[k/2]
le polynome Z ¢j(1 — X?)I X*2 est un un polynéme de degré k.
=0

15. (a) e Unicité : Supposons qu’il existe deux fonctions f, et g, dans Hy, telles que :

Vf € Hi, (f | fa) = (f | ga) = f(a).

Alors:Vf € Hy, (f | fa—ga) =0, Cest-a-dire: (fo—ga) € Hi-. Or, (fa—9ga) € Hy et HyNHE = {0}.
Donc f, = ga.

e Existence : l'espace vectoriel M étant de dimension finie, il en est de méme de son
sous-espace vectoriel Hj. Considérons donc une base (u1,...,u,) de Hy que 'on peut considérer

orthonormale (ou qu’on orthonormalise & 1’aide du procédé de Gram-Schmidt).
Soient f, fo € Hy, : il existe des réels Aq,..., Ap, p1, ..., 1tp tels que :

p p
f = Z )\j’u]‘ et : fa = Zujuj.
Jj=1 j=1

On adonc: (f| fa) = Z)‘JMJ et f(a Z)\ uj(a). En posant, pour tout j € [1,p], uj = u;(a),

on obtient donc le résultat voulu

On a donc démontré que :

13! fu€ Hy, Vf€H, (f|f)=fla)]

(b) Soit o € G tel que : o(a) = a. D’aprés 9., o est une bijection de B(0,1) sur B(0,1), donc
on peut écrire : (t,)' = t,-1. De plus, d’aprés 8., si f € Hy C My, alors f ot, € My et donc, d’aprés
9.:

(f| faots)={fo (to)71 oty | faots) =(fots-1| fa) = fots-1(a)

Et puisque o(a) =t,(a) =a on a : t,-1(a) = a et donc :
(f 1 faots) = [f(a)

D’aprés 'unicité de f,, on en déduit donc que :

(c) o Unicité : Supposons qu’il existe deux polynémes py et gi tels que :
Vi € Sn-1, fe, () = pr(zn) = qr(xn).

Alors : Vz € Sp—1, (pr — qi)(xn) = 0, et donc : Va,, € |—1,1[, (pk — qx)(zn) = 0, c’est-a-dire ,
d’aprés 11.(a) : pr, — qr = 0.

e Existence : Par définition, f., € R, C Im(y). Donc, il existe (co, ..., c[/g) € RIF/IHL tel
que : fe, = @(co,...,Cr/2). On a donc :

V(z1,...,2n) € B(0,1), fe, (x1,...,2,) = Z cj(ad 4+ . al_ Yk,
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Or, puisque z € S,,_1,ona:z?+...+22_; +22 =1, et on obtient donc :

(k/2] [k/2]
fe (@1, . x0) = Z cj(L—a2)Yah=2 = py(x,) avec: pj= Z cj(1— X2 XF=2,
Jj=0 j=0

Finalement :

‘H!pkEIR[X], Vo € S,_1, fen(x):pk(xn).‘

d) Le olyn()me L est de degré k et son coefficient dominant est du signe de Co d’apres
( p p g g 1%
14.(0). Or:

fen(€n) = fe,(0,...,0,1) =co et: fe, (en) = (fe, | fe,)= ern||2 > 0.

Donc :

‘ le polynoéme pj est un un polyndéme de degré k de coefficient dominant ¢y > 0. ‘

(e) e Soit o € G tel que o(e,) = a. Alors, Vf € Hy,

(f | faots)=(fo (to)_l oly | faoly) = (fote1]| fa)=fot,1(a)

Et puisque o(ey,) = ty(en) =aon a: t,—1(a) = e, et donc :

(f| faots) = f(en)

D’aprés 'unicité de f.,, on en déduit donc que :

e De plus, si z € R"”, alors :

r-a=z- 0(e,) ="'o(x) - epn,

1

et puisque ‘o = o0~ car ¢ € G, on conclut :

r-a=0"1(2)- e,

(f) Voir 15.(a).
(g) Soit b € S,,_1. Alors, d’aprés 15.(f) :

£a(b) = 3 wila)us(b) = fo(a)

De plus, en utilisant les résultats précédents :

pe(a-b) =pr(b-a) =pr(c 1 (b)-en) d’aprés 15.(e)
= fo. (e 1(D)) d’aprés 15.(c)
= fe, 0to—1 (b)
= (faoty)o(ty) *(b) d’aprés 15.(e)
= fa(b)

Donc :

Vb € Sn 1, falb) = fo(a) = prla-b) = Zui(a)ui(b).
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Partie IV

16. Le polynoéme py est de degré 0 (d’aprés 15.(d)), c’est-a-dire qu’il est constant. De plus,
My = Hj est Pensemble des fonctions constantes sur B(0,1). Si on note alors Ky la valeur constante
prise par f € Hy, alors : Va € S,_1,Vf € Hy, (f|1)=Ks; = f(a) = (f| fa), et donc: f, =1
d’aprés I'unicité démontrée en 15.(a). En particulier, f., =1 et donc :

17. e D’aprés 15.(c), on a :
/2] -
pr=>_ ¢(1-X2IX""% = ¢y(1 - X?)°X = ¢ X.

J=0

Or, d’aprés 15.(d) le coefficient dominant est > 0, donc :

‘3)\1>0, plz)\lX.‘

e De méme :

[2/2]
pr=> c(1-X?YX*"% =¢o(1 - X*)°X> + 1(1 = X?) = (co — c1) X + e,
j=0

avec : ¢g — 1 > 0 et cpeq < 0; on en déduit que ¢y > 0. De plus, d’aprés 14.0(a) :

a1 =2(n+2-3)=2n-2 et: p1=(2-241)(2—-2+2)=2, donc: €1 === =~ ——Co.
1 _
1o 1 n .
On en déduit donc que : ¢g — ¢c; = ¢ + co = cp. Ce qui donne :
n—1 n—1
P2 = 0 (nX?—1) avec: co>0.
n—1

18. Pour tout k € IN, et d’aprés 15.(g) :

Donc :
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19. ¢ On peut donc écrire, d’'une part :

Yo fliv)= Y ( ahph(Uz"Uj)):zah > mvicv) | Za0 D> polvi-vy),
h=0 h=0

1<i,jsm 1<i,j<m 1<i,j<m 1<i,jsm

puisque les aj, sont positifs par hypothése, et d’aprés 18. : Z pr(v; -vj) = 0 pour tout h € IN. De
1<i,j<m
plus, comme pg = 1 d’aprés 16., on a donc la minoration :

Z f(vi - vj) = agm?.

1<i,j<m
e D’autre part, on a aussi d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Vi, j € [1,m], |vi-vi| < lvill [loj] = 1.

Donc, —1 < v; - v; < 1. Ainsi, d’aprés ’hypothése :

1
Vi,jel,m], i#j = —1<vi-vj<§, donc:  f(v;-v;) <O0.
D’ou :
o i)=Y flio)+ Y fiv) =mf()+ Y foi-v) <mf(1).
1<i,j<m 1<ism 1<i,<m 1<i,<m
i#] i#]

e On a donc 'encadrement :

am® <Y flvi-vy) <mf(1),

1<i,jsm

et donc :

mgﬁ.
aop

20. D’apreés 5.(a)(b), C' C Sr et pour tout couple (z,y) d’éléments distincts de C,ona:z -y < 3.

On considére de plus :

5 13 19 5 5 320 1\2 1
= = — — — —pg=—((X+1D[X+=) X?2(X—-=).
f=po+put op2+ ogps + opat ops + 5ops 3( + )( +2) < 2)

Alors, sur [—1,1], f est négative.
On peut donc appliquer le résultat de la question 19., ce qui nous permet d’affirmer que :

2 2 1
ngmgf(m_%xzx@) ><12><§:240.

Donc, en utilisant 5.(c), on en déduit que :

Partie V
21. Comme en 18. :
2
Ve e R", Z Pr(vi - vj) Tz = Z <Z uh(vi)uh(vj)> Tixj = Z Z up(vi)x; | =0
1<i,5<m 1<i,5<m \ h h o \1<i<m

Donc,

la matrice (py(v; - v;)) est positive.

1<i,gsm
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22. (a) Puisque S est une matrice symétrique réelle positive, elle est ortogonalement semblable

a une matrice diagonale & coefficients positifs, c¢’est-a-dire :
AP € 0,,(R),3D = Diag(A1, ..., \) avec: A; =0, S =tPDP.

z
De pus, puisque S est de rang r < n par hypothése, on a aussi r < m de sorte qu’on peut considérer
les coefficients diagonaux A; de D tels que :

Vi € [1,7], A >0, et : i>r = M\N=0.

Considérons alors la matrice D' € M,, ,,,(R) définie de la maniére suivante :

V(i,j) € [Ln] x [1,m],dj; =0 si: i#j, et: di; = /i

Ainsi, si n < m on ajoute m — n colonnes de 0 a droite de Diag(\/ Tyeees VA ) et si n > m alors
on ajoute n — m lignes de 0 en bas de Diag(v/A1,...,v/A,). On a donc : tD’.D’ = D et donc :
S =1t'P'D'.D'P.

Finalement, en posant A = D'P € M,, ,,»,(R) on obtient : S ='A.A, et donc :
\ JA € Mpm(R), S="'AA. \

(b) II suffit de vérifier que l'on peut écrire : Vi,j € [1,m], s;; = v; - v; avec v;,v; € Sy_1,
c’est-a-dire que |s;;| < 1; on pourra alors appliquer le résultat de 21.

Or, par hypothése : Vi € [1,m],s;; = 1 = v; - v;. Raisonnons alors par I’absurde en supposant

que : | max |sij| > 1. Il existe donc ig, jo € [1,m] tels que : iy # jo et |Siyj,] > 1. En notant aussi
2, )xm

(e:)1<i<m la base canonique de M,, 1(R), considérons alors la matrice-colonne X = e;; —e;,. On a
alors :
XSX = —28igjo + Sivio T Sjojo = —28igjo +2 <0,
d’ott une contradiction. Donc :
Vivj € [[lvmﬂa |Si1j| <1

On peut donc conclure :

la matrice (py(sij)) est positive.

1<i,j<m

(c) 11 suffit de considérer la matrice-colonne X = | : |, et alors :
1
tXSX = Z Sij 2 0.
1<i,j<m

Donc :

‘ la somme des coefficients d’'une matrice symétrique positive est positive.

(d) D’aprés 22.(b), la matrice (pi(si;)) est symétrique positive. Donc, d’aprés 22.(c)

(et avec k =2) :

1<i,gsm

Z p2(sij) = 0.

1<i,j<m
Or, d’aprés 17. : p2 = Aa(nX?2 — 1) avec Ay > 0. On obtient donc :

Z Xa(nsi; — 1) > 0.

1<i,j<m
On en déduit donc :
n E sfj > E 1=m?2.
1<i,j<m 1<i,j<m
Finalement :
2
9 m
§5 = —
Z Y7
1<i,j<m




