Périodicité de la suite de Fibonacci modulaire

Exercice

On considére la suite définie par : Fp =0, Fi=1etVneN, F, o= F,1 + F,.

1. Soit m un entier supérieur ou égal a 2.
Que dire de I'ensemble des valeurs prises dans (Z/mZ)?* par les couples (F},, F,,+1) modulo m ?
En déduire que (F},),>0 est « périodique modulo m » : 3T € N*, ¥n € N, F,,.r = F,, [m]

2. (a) Résoudre I'équation 22 = x + 1 dans Z/41Z.
(b) En déduire une expression de F,, modulo 41.

(c) Quelle est la période de (F},) modulo 417

3. Soit p un nombre premier impair.
(a) Montrer qu’il existe v dans Z tel que : Vz € Z, (x> =z + 1 [p] <= (z —u)?> =u*+1 [p]).
(b) En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes :

— il existe x dans Z tel que 2* =z + 1 [p)|;

— Dentier 5 est un carré modulo p (c’est-a-dire il existe y dans Z tel que 5 = y? [p]).

Corrigé

1. La suite X,, = (F},, F,,4+1) ne prend qu'un nombre fini de valeurs modulo m.
Il existe donc T' € N* et p € N tel que X, = X, 7 modulo m
On montre alors par récurrence que 1" est bien une période.
2. (a) Dans le corps Z/417Z, I'équation 2> — z — 1 = 0 n’a que deux solutions au plus.
On écrit z(x — 1) = 1 et on note que = 7 convient.

Ensuite 22 —z — 1 = (z — 7)(z + 6) donc Pautre solution est x = —6 = 35.

(b) Les suites (7") et (35") vérifient la relation de récurrence de la suite (F},) modulo 41.
On cherche ensuite a et b tels que si u,, = a7 + b35™ alors ug = Fy et u; = F} modulo 41.

On trouve a = 19 et b = 22. Ainsi : Vn € N, F,, = 19.7" + 22.35" [41].
(c) Le petit théoréme de Fermat montre que (F},) est de période 40 modulo 41.
3. (a) Ceci équivaut a 2u =1 [p] ce qui équivaut & 2 A p =1 ce qui est vrai.
(b) L’équation a une solution si et seulement si u? + 1 est un carré.

Cela équivaut a dire que 4u® + 4 est un carré (car 4 est un carré et 4 Ap = 1).

Cela équivaut a dire que (2u)? +4 = 5 est un carré.
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