Exercices 123

9.11 Déterminer le polynome minimal de a 4 B dans les cas suivants :

1) a=+v2et B=+3.

a=ietPB=j.

3) @ et B sontles racines réelles de x* +x + 1 et x° 4+ x> + 1 respectivement.

9.12 Soit @ un nombre algébrique. Prouver que A = {P € Q[x]/P(a) = 0} est un idéal de
QI[x] . En déduire que A est principal (voir exercice 6.20) et que A = Q[x]Pe .

9.13 Maesure d‘irrationalité de /17

1) Avec les notations de I’exercice 8.7, démontrer que, V7 € N, |g.| < 7(124/3 - 5833)".
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2) En déduire que, pour tout rationnel p/q vérifiant ¢ > 0, on a ’\3/ 17 — g' > —‘173—92—

9.14 Mesure d’irrationalité de Log 2

1) Avec les notations de I'exercice 8.8, démontrer que. pour tout n € N, [g,| < 36" .

-107*
2) En déduire que. pour tout rationnel p/q vérifiant g > 0, ona ’Log 2— g’ > 6q1W

9.15 Résoudre I’équation diophantienne

9.16 On note (an)ner; la suite des entiers de la forme 273” . rangés dans I’ordre croissant. Ainsi
ap = l.ay = 2,a0 = 3.a3 = 4,0y = 6.a5s = 8.as = 9.a7 = 12,a3 = 16,a9 = 18,a10 = 24,
apn = 27,a1» = 32 . Le but de I'exercice est de démontrer que lim,—, o (tnt1 — an) = +00 .

1) Soient a,b.c € N* donnés. Prouver que 1'équation ax® — by* = ¢ n’a qu’un nombre fini de
solutions (x.y) € N2,

2) Soit ¢ € N, donné. Prouver que 1'équation a,1 — a, = ¢. d’inconnue n, n’a qu’un nombre fini
de solutions.

3) Conclure.

9.17 Une variante du théoreme 9.7
On se propose de démontrer le résultat suivant :
Soit a un réel. Soient ko > 0,y > % >4 >0,1 < Ey < E) et Q> 1 desnombres réels tels

qu’il existe une suite (pu.qn) € Z° vérifiant :

¥nEN, lan] < ko' *)
VneN. GE" < |gaa — pul < LoEg". ()



