EAI MAT 1

Notations.
- Dans tout le probleme, n désignera un entier naturel non nul et L désignera le corps des nombres réels R ou

le corps des nombres complexes C.

. Si p désigne un entier naturel non nul et L un corps, on note M,(L) I'ensemble des matrices carrées de taille
p X p a coefficients dans L; on notera Tr (M) la trace d'une matrice carrée M.

- On appelle I, la matrice identité de My(L), qui est la matrice diagonale constituée uniquement de 1 sur la
diagonale.

. Lensemble des matrices inversibles de My(L) est noté GLy(L) et V'ensemble des matrices de GLy(L) de
déterminant 1 est noté SLy(L).

. Soit A un sous-anneau de L. On note My(A) (respectivement GLy(A) et SLy(A)) I'ensemble des matrices
de My (L) (respectivement de GLy(L) et SLp(L)) a coefficients dans A.

- Soit M € M, (L), on note xm le polynome caractéristique de M défini par xm(X) = det(X 1, — M).

. Soit & € C\ Q tel que D = 6* € Q. Dans tout le probleme, on posera K = Qo] = {a+bd|abe Q}.

. Pour tout a,b de Q, on pose a + 0b = a — ob.

- Pour x € K, on pose N(x) = xX.

- Pour M = [a; 1<, j<p une matrice de My(K), on définit la matrice M = [@]1<ij<p-

- On note S,(R) l'ensemble des matrices carrées symétriques réelles de taille p X p et S (R) U'ensemble des
matrices carrées symétriques réelles de taille p X p ayant des valeurs propres positives ou nulles.

. Soit E un espace euclidien muni d'un produit scalaire (-, ). Un endomorphisme 1 de E est dit symétrigue si :
Vx,y € E, (u(x),y) = {x, u(y))-

. Pour m,n € Z, tel que m < n, on note [m,n] U'intervalle d’entiers relatifs constitué des éléments de
I'ensemble (m,m+1,..,n—1,n}

Objectifs du probléme.

Apreés un questionnaire "vrai ou faux" et un exercice préliminaire, les parties du probleme portent
sur la recherche de solutions non nulles de 1'équation matricielle X" + Y™ = 7", avec n un entier
strictement positif.

- La partie I traite de la résolution du probleme dans S;(R).

- Les parties IT a VII visent a discuter de "existence de solutions dans SI,(Z), suivant les valeurs de

#.
- Dans les parties VIII et IX, & partir d"une solution (X, Y, Z) dans (S [»(Q))?, nous montrons comment
construire une solution (X1, Y1, Z1) dans (SL>(Q))? telle que (X}, Y7}, Z1) soit dans (SLo(Z))°.

Les parties L, IL, ITI et VIII peuvent se traiter indépendamment des autres, tout comme la partie VII
en dehors de la derniére question.

Vrai ou faux ?

1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? On justifiera soigneusement les ré-
ponses.

(a) Soit n un entier strictement positif.
Affirmation : "Il existe des matrices M et N de M, (C) telles que Tr (MN) # Tr (NM)."

(b) Affirmation : "Deux matrices de My(C) ont le méme polyndéme caractéristique si et seule-
ment si elles ont la méme trace et le méme déterminant.”

(¢) Affirmation : "Les matrices carrées et symétriques a coefficients dans C sont diagonali-
sables."

(d) Soit@ : A — Bun morphisme d’anneaux.
Affirmation : "Si @(a) est inversible dans B, alors 4 est inversible dans A"
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Exercice préliminaire.

2. Soit d un entier strictement positif. Soit P(X) = X +a,; 1 X% ! +...+a un polynéme de C[X] 2
coefficients complexes. On appelle matrice compagnon du polyndme P la matrice Cp de My(C)

suivante
0 ... ... 0 —Hp
1 0 —daq
Cp=10 1 :
x : 0 2 )
0 wow 0 1 —Aj-1

En développant le déterminant y¢,(X) = det(XI; — Cp) par rapport 4 sa prerﬁiére ligne et a
l"aide d’une récurrence, montrer que xc,(X) = P(X).

3. Soit p un entier strictement positif et soit M une matrice de M,(C).

(@ Etant donné un élément x quelconque non nul de C? on pose
u=min{r > 1|la famille {x, Mx,...,M x} estliée dans C"}.

i) Montrer qu'il existe un élément (ay, ..., ;1) de C* et une matrice N de M, 4 (C) tels
que la matrice M soit semblable & une matrice M’ de la forme suivante

0 ... ... 0 —ay =
0 : -1 *
M= |0 1 '
: - 0 —Lliy_z *
0 ... 0 1 —ayy =«
o 0O N

ou les = représentent des lignes d’éléments de C et les O représentent des colonnes
nulles.

ii) Montrer que yp(M)x = 0.

(b) Montrer que yxu est un polyndme annulateur de M.

Probieme.

l. Exemple dans S, (R).

Soient 1 et 2 deux entiers strictement Positifs.

4. Soit A une matrice de Sp(R) et soit a I'endomorphisme de R” dont la matrice relativement a
~ la base canonique de R” est A. Montrer que a est un endomorphisme symétrique de R?.

5. Soit S € §p(R). Démontrer que S est une matrice de S, (R) si et seulement si

YY € M,,1(R), 'YSY > 0.

.



6.
T
8.

9,

10.

Démontrer que pour toutes les matrices 5 et T de S;(R), la matrice S + T appartient a S; (R).
Soit S € §;(R). Montrer qu'il existe une matrice R de S, (R) telle que R™ = S.

Soient 5 € Sy (R) et U € S;(R) telles que U" = S. On note s et u les endomorphismes de R?
dont les matrices relativement a la base canonique de R sont respectivement S et L. Soit
{A1, .., Agt le spectre de s; pour i élément de [1, 4], on note E 1,(8) le sous-espace propre associé
a la valeur propre A;.

(@) Soit i € [1,4]. Démontrer que u induit un endomorphisme symétrique sur E;.(s). On
notera cet endomorphisme u;.

(b) Soiti € [[1,q]. Démontrer que A/A; est la seule valeur propre possible de u;.
(c) Démontrer que 'endomorphisme u est unique.
Soit S € §;(R). Montrer qu’il existe une unique matrice R de S;(R) telle que R" = S.
Etant donnée une matrice S de S, (R), on notera R = /S, l'unigue matrice de S, (R) telle que R" = S.

Démontrer que I'application

s (SIR)? — {(X,}/,Z)E(S;(R))3\X’”‘JrY”:Z'”}
\lwvyy - (VT AV YT+Y)

est une bijection.

Il. Si n = 0[4], ’équation X" + Y" = Z" n’admet pas de solutions dans SI.,(Z).

11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

Soit M € SLy(Z). Démontrer que Tr (M*) = Tr (M)* — 4 Tr (M)? + 2.
En déduire que I'on a Tr (M*) = 2[8] ou Tr (M*) = —1[8].

Démontrer que I'équation X* + Y* = Z* d'inconnues X, Y et Z n’admet pas de solutions dans
SLo(Z).

En déduire que si 4 divise 1, alors I'équation X" + Y" = Z" d'inconnues X, Y et Z n’admet pas
de solutions dans SL;(Z).

lli. Le corps K = QJ0].

On pose
L J K —
R w g

Démontrer que K est un Q-espace vectoriel dont on précisera la dimension.

S

Démontrer que K est un sous-corps de C.
Démontrer que ¢ est un isomorphisme de corps.

Q — C
(a) Démontrer que 1'application ¢ : g x+0 estinjective.
x—0

(b) Démontrer que {%, geK)\ {O}} est un ensemble infini.
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IV. Matrices de M,(K) conjuguées a une matrice de M,(Q).

Soit p un entier strictement positif.
19. Démontrer que si A et B sont des matrices quelconques de M,(K), alors on a la relation
AB=AB.
20. Soit F € M,(K). Démontrer que F appartient a GL,(K) si et seulement si F appartient a GL,(K).
Dans ce cas, démontrer que I'ona (F) ' = F.
21. Soit X € GL,(K).
(a) Onsuppose qu'il existe une matrice F de GL,(K) telque X = F (F) ! Déterminer la matrice
XX.

(b) On suppose que XX = I,.
Pour tout élément 6 de K, on pose F(0) = 01, + X
i) Montrer qu'il existe un élément 0y de K tel que F(6y) soit inversible.
ii) En déduire, pour ce 6y, que X = F(6p)(F (Gg))q.

(¢) Soient A, B € M,(K). Démontrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
r q prop q

i) 1l existe une matrice I de GL,(K) telle que les matrices F-LAF et F7'BF appartiennent

a MP(Q)
XlAX=A
ii) Il existe une matrice X de GL,(K) tel que: ¢ X 'BX =B
XX =1,

A0
22. Soient A = ( 0 Z) etB = (Z Z) deux matrices a coefficients dans K. On suppose que A
n’est pas élément de Q.

X1AX=A

XX =1, si et seulement s'il

(a) Soit X € GL,(K). Démontrer que X vérifie les relations {

0
existe un élément u de K \ {0} tel que X = ( 1 g)

U
(b) On suppose qu'il existe une matrice F de GI;(K) telle que les matrices F1AF et F-1BF
appartiennent a 5L,(Q).
Montrer que l'on a det(A) = det(B) = 1 et d = a et en déduire qu'il existe un élément x de
K tel que I'on a N(1) — 1 = N(x) (c’est-a-dire aa — 1 = xX).

V. Conditions pour qu’une somme de matrices de S[,(Q) soit dans SL»(Q).

Soient & un élément de Q et 6 un élément de C \ Q tels que o — 1 = %

0 _f{a b . - Tr(By)
i b') et By = (c d) deux matrice de M;(K), posons m; = =

a+ 0
0

On suppose que det(B;) = det(A; + B;) = 1. Démontrer l'égalité a —d =

23. Soient A; = (

2amy + 1
—
24. On suppose qu'il existe deux matrices A et B de SL(Q) telles que Tr (A) = 2a et det(A+B) = 1.
Tr (B)
5

Posons m =



(@) Démontrer que dans M,(K), la matrice A est semblable & la matrice A; = (a (-;_ ’ 5 9 6) :

(b) En utilisant la question 23. et la question 22b., montrer qu’il existe un élément x de K tel
que l'on ait
(am + %)2 — (@ - 1)(m?-1)
1~a?
(c) Démontrer que le résultat de la question précédente est équivalent a I'existence d’un
élément y de K tel que

= N(x) = xx.

2
(am+3) —@ -1 =N = 45

Dans la suite du probleme, on admettra que ce résultat reste valable si & appartient a Q. Cest-d-dire
qu’étant donné un élément o de Q et des matrices A et B de SLy(Q) qui vérifient Tr (A) = 2« et

det(A+ B) =1, alors sim = @ il existe deux éléments u et v de Q tels que

2
(am + ;) —(@®-1)m?-1) =4 - (B2~ 1.

VL. Sin = 0[3], 'équation X" + Y = Z" n’admet pas de solutions dans SI.,(Z).

25. (a) Soitx € Z. Déterminer les classes de congruence de x* — 3x modulo 9. Pour chaque classe,
on explicitera un représentant.

(b) Soit M une matrice de SLy(Z), démontrer que 'on a Tr (M°) = (Tr (M))® = 3 Tr (M).

(c) Soient A, B et C trois matrices de SL(Z) qui vérifient la relation A% + B> = (3.
On suppose que parmi les nombres Tr (A%), Tr (B%) et Tr(C3), au moins 'un d’entre eux
n’est pas divisible par 9.

i) Montrer qu'il existe trois matrices A1, By et C; de SLy(Z) telles que A3 + By = O}
Tr (A3) = 0[9], Tr (B3) = 2[9] et Tr (C3) = 2[9].

¢ [ ]
Etant donnée une matrice M = [a; j]1<2,j<0 de Ma(Z), on note M = [4;j]1<0,j<2 la matrice de
Mo(Z/3Z) oir Etl-,j est la classe de a; ; dans Z./37.

ii) Dans Z/3Z[X], démontrer que les polyndmes caractéristiques de By et de C; sont égaux
a(xX-1y2.
iii) Dans My(Z/3Z), démontrer que chacune des matrices By et C; est semblable & une

matrice de la forme ((1] llc) , avec k un élément de Z/3Z.

iv) Montrer que (A;)? est égale a 0 la matrice nulle de My(Z/37), en déduire une contra-
diction.

Nous venons de démontrer que si trois matrices A, B et C de SLo(Z) vérifient A + B3 = C3, alors
on a Tr (A%) = 0[9], Tr (B%) = 0[9] et Tr (C%) = 0[9].
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26.

2.

28.

29.
30.

31.

32.

Soient @ et m deux éléments de Q tels que 2« et 2m appartiennent & Z et qui vérifient les
relations 2a = 0[9] et 2m = 0[9].
On suppose qu'il existe deux éléments x et y de Q tels que

2
(am + ;) — (@ -1’ -1 =2 = (@ -y (¥

On note alors d le plus petit entier naturel non nul tel que x = ety = 2, avec r et 5 des
éléments de Z; on admet alors que

& [(dam +2) — ((2a)? —4) (@m)* - 4)] = (@xd)® - ((2a)* — 4) @yd)* (+).
(a) Démontrer que l'on a
[(4am +2)* — ((2a)* —4) (2m)* —4)] = 6[9]

et
(4xd)? + (2yd)® = 0[3].

(b) Montrer que l'on a 4xd = 0[3] et 2yd = 0[3].

(c) ATlaide de l'égalité (=) montrer que 3 divise d.
(d) En déduire une contradiction sur la définition de d.

Soient & et m deux éléments de Q tels que 2a et 2m appartiennent a Z et qui vérifient les

relations 2a = 0[9] et 2m = 0[9].

Montrer qu‘il n’existe pas de matrices U et V de SLo(Z) vérifiant

Tr(U) =2, Tr (V) = 2met det(U + V) = L.

Montrer si 3 divise #, alors 'équation X" + Y™ = Z" d’inconnues X, Y et Z n’admet pas de
solutions dans SLy(Z).

VIl. Recherche de solutions de X" + Y" = Z" dans
SL,(Z) si n n'est pas divisible par 3 ou 4.

Soit k € N* et soit p € N*. On dit qu'une matrice M de M(R) est k-périodique si M- =1,

Soient A = (g _D - = (:i (1)) et C = —I, trois matrices de SLy(Z) qui vérifient la relation
A+B=C.
Montrer qu'une matrice k-périodique est diagonalisable dans M, (C).
(a) Déterminer toutes les matrices X de S12(Z) qui vérifient Tr (X) = —1 et X2 =4,
Montrer que ces matrices sont 12-périodiques,
(b) Déterminer une matrice Y de SLy(Z) qui est 12-périodique et qui vérifie la relation Y* = B.
(¢) En déduire au moins un triplet (X, Y, Z) de matrices de (SI JQ(Z))‘%, constitué¢ de matrices
12-périodiques, tel que X2+ Y2=72.

Soit n = 2[12], montrer qu’il existe au moins un triplet (X, Y, Z) de matrices de (SLZ(Z))3 tel
que X" + Y" = Z".
En déduire, lorsque n = —2[12], qu'il existe au moins un triplet (X,Y,Z) de matrices de

(SL2(Z))° tel que X" + Y" = Z*,



33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

Lorsque n = 1[6] ou n = 5[6], a I'aide des matrices A et B déterminer des matrices X, Y et Z de
SL>(Z) qui vérifient la relation X" + Y = Z™.

Suivant les valeurs de l'entier strictement positif n, discuter I'existence de matrices X, Y et Z
de SL(Z) qui vérifient la relation X" + Y" = Z".

VIIl. Réseaux de Q.

Dans cette partie, n et m désignent deux entiers naturels non nuls. Soient vy, ..., vy, des éléments
non nuls de Q", posons

K= vy +..+Zv, = {Zkﬂ)f J klr---rkm S Z} -
=1

Sin 2 2, on note

Q" %40} = {(xlf---,xﬁ—lfo) | 9 B € Q}-

Démontrer que R est un sous-groupe additif de (Q", +).

Sin =1, montrer qu'il existe un élément r de Q tel que
R=rZ={rk|keZ}.

Ce r est-il unique?

Q" -

- Montrer qu'’il existe un élément w de R
(lpenln) = X

On suppose 11 > 2, posons 7t : {

tel que
(R) = n(w)Z = {m(w)k | k € Z}.

Dans la suite de cette partie, si n(R) = {0}, on prendra w = (0, ..., 0).

Soit x un élément de R et w un élément de R défini comme dans la question précédente.

(a) Montrer qu'il existe un couple (g, %) de Z x (RN (Q" x {0})) tel que x = qu + .

(b) Démontrer que X est unique. L'entier g est-il toujours unique ?

Démontrer que I'on a

m
RNQ" I x{0)=Zo] +...+ZDy, = {Zk,-ff[ | Kol € Z}
i-1

ot les éléments vy , ..., 7, de R sont définis comme dans la question précédente.
Montrer par récurrence sur la dimension de Q", qu'il existe des éléments 1, ..., uy de R tels

4
que pour tout x de R il existe un unique p-uplet (ky, ..., k) de Z” vérifiant x = Z kiu;.
=1
p
Une telle famille (uy, ..., u,) de R est appelée Z-base de R, on notera alors R = @ Ll
i=1
Supposons que vectq(vy, ..., vy) = Q" Si (uy, ..., uy) est une Z-base de R démontrer que
(u1, ..., up) est une base de Q" et que p = n.
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42,

43.

IX. Condition pour que certains sous-groupes de S[,(Q)
soient semblables a un sous-groupe de SL,(Z).

Soit p un entier strictement positif. Dans cette partie, on identifie M;,1(Q) et QF. On note
(e1,...,€p) la base canonique de Q¥ et on admet que (5L,(Q), .) est un groupe.

Soit G un sous-groupe multiplicatif de (SL,(Q), .) tel qu'il existe un entier strictement positif
d vérifiant
YM e G, dM e M,(Z).

Soit H le sous-groupe additif de (Q”, +) engendré par les éléments Me;, avec M une matrice
de G et/ un élément de [1, p]|; c’est le plus petit sous-groupe de (QF, +) contenant I’'ensemble
{Me,- | MeG, ie {[1,p]]} et il peut s’écrire sous la forme suivante

H= {y1+y2+...+yq|q€N”, y1,yg,...,yq€M}

ou
M={Me;|MeG, icpl}u{-Me|MeG, ieLpl}uol
(@) Démontrer que les vecteurs ey, ..., ¢, appartiennent a H.

(b) Démontrer que H est stable par G, c’est-a-dire que 1'on a

YMe G, YheH MheH.

(c) Soient M € G et j € [[1,p]. Montrer qu'il existe des éléments ry, ..., 1, de [[0,d — 1] et des
éléments 1, ..., g, de Z tels que

P p
’ 1
MCI' = E qie; + a E ¥i€;.
i=1 =1

(d) Montrer qu'il existe une famille génératrice (vy, ..., v,) de QF telle que

1
H = Fio) s £ L0 = {Ziqm | ki, kom € Z}.
i=1

(e) En déduire qu’il existe une base (11, ..., 1,) de QF telle que

P
YMe G, Mu; € Zuy + ... + Zup = {Zkiui \ Kipeeshy € Z} !
i=1

(f) En déduire qu'il existe une matrice I de GL,(Q) telle que
YM e G, F'MF € SL,(Z).

Jusqu’a la fin du probléme, on se place dans le cas particulier p = 2.

Soient A et B deux éléments de SLy(Q) et soit G le sous-groupe (multiplicatif) de (SL2(Q), .)
engendré par A et B. C'est le plus petit sous-groupe de (SL2(Q), .) contenant A et B, il peut
s’écrire

G= {Ql Q2. Qp | p €N, Q1, Q2 Qp € {12, A, B, A7, BT} .

-



On considere K le sous-groupe additif de (M,(Q), +) suivant

K=Z)+7ZA+ZB+ZAB + ZBA + ZABA + ZBAB

que l'on peut écrire

K = {kiho + koA + k3B + KyAB + KsBA + koABA + ksBAB | ki, . ky € z}.

On suppose de plus que Tr (A4), Tr (B) et Tr (AB) appartiennent a Z.

(@) Démontrer que A™' et B~! appartiennent a K.
(b) Démontrer que G C K.
(c) En déduire qu’il existe un entier strictement positif d tel que

YMe G, dM € My(Z).

44. Soient A, B € SL»(Q).
(a) Montrer I'équivalence entre les deux propositions suivantes :

i) Il existe une matrice F de GL(Q) telle que FAF et F~'BF appartiennent a SI(Z).
ii) Tr (A), Tr(B) et det(A + B) appartiennent & Z.

(b) Soit n un entier strictement positif. Soient X, Y et Z des matrices de SL>(Q) telles que Tt (X)
et Tr (Y) appartiennent 4 Z et qui satisfont la relation X* + Y = 7.
Montrer qu'il existe une matrice F de GL,(Q) telle que X; = FIXF, Y; = FIYF et
Zy ="'ZF, avec X}, Y} et Z] qui appartiennent  SL(Z) et X + Y = i

FIN DU SUJET



