29

1.~ Soient E un espace nétrique, ae £, ct F 1'ensenble des fermés non vides de E. Pour A,B& F,

V. ESPACES METRIQUES

on pose
a,(AB) = Sup{ |d(x,A)-d(x,B} e 12>, xem).

a) ‘bntm que d. est une distance sur F.

b) Soient a,b «E. Prouver que d_ et d définissent la mime topologie sur E.

2.- Soit E un espace nétrique possdédant une base dénombradle d'ouverts (Un)n". Si A est une
partie de E, on pose 8 (A) = 1 =8 U nA £ 8, B (A) = 0si U nh =, BA) = I 2% (A).

a) Soient A,BE des parties de E telles que A ¢B, Montrer que B{A) £B(B). P

b) Montrer que B(A) = B(A) pour toute partie A de E.

c) Soient A,B des parties de E. Etablir : B(A uB) <B(A) + B(B).

d) Sofent A,B des parties de E telles que A B, A £ B. On suppose que A est fernée dans E.
Prouver que B(A) <B{B}.

3.- Soient E un espace métrique et T ¢C(E,R). Pour x,y <E, on pose D(x,y) = dlx,y) + [£{x)-
£(y)l.

a) Montrer que D est une dietance sur E.

b) Prouver que D et d définissent la néne topologie sur E.

4.— Soient X un ensemble et d une distance sur X. Pour x,y € X, on pose D(x,y) = Nin(1,d(x,5)).
Montrer que D est une distance sur X.

S.- Soient d,,...,d des distances sur un ensemble X, .1"°".n‘.¢ non tous nuls. Pour x,yeX
on pose di(x,y) = g o‘dt(x.y]. Montrer que d est une distance sur X.

6.— Soient El.....En des espaces mitriques E < le a3 En 1'ensenble produit. Pour x = (xl..

...xn) €E, ¥y = “l”""n’ <E, on p:u
4, (x,y) = }' dz(x‘-r,): a,(x,y) = Supldlx;,y;); 1eign};
ds(x.y) = g d(x‘.yi).

Montrer que 41.62,43 sont des distances sur E qui dérinissent la néme topologie.
@- Soit E = [0,1]. Pour x,y €E, on pose dix,y) = |x-y|. Dlx,y} = Wx=¥l.

a) Prouver que d ct D sont des distances sur E définissant la mEme topologie.

b) Existe t-il k& R tel gue Dix,y)s kd(x.y) pour tous X,y g?

8.- Soient X un ensemble, d une distance sur X, fc!'(l’.l*) vérifiant les propriétés

i) £(0) = 0, fix) <R} =i x # 0.

ii) f est croissante et continue en 0.

£i1) flusv) € £(u) + £iv) pour tous u,veR . 3

four x,y< X, on pose Dix,y) = r[d(x,y)]. Montrer que D est une distance sur X, et que d et D
définiszent la méme topologie.

9.- Soit E = 10,1[. Pour x,y «E, on pose d(x,y) = I;I‘- - %I. N

a) Montrer que D est une distance sur £, et que la topologie sur E définie par d est la




30 topologie usuelle de E. b
b) Existe t-il une distance D sur R telle que Dix,y) = d(x,y) pour tous x,yeE?
10.~ Soit E un espace métrique. Si A est une partie de E, on note §({A) son dissdtre.
parties non vides de E, on pose d(A,B) - Inf{d(a,b); ach, beE},
a) Soient A,B des parties de E. Etablir :
1) &(A) = 0 51, et seulement 3%, A contient au plug un point,
if) si A<B, alors §(A) g &(B).
111) §(%) = &(a).
iv) 85 AnB £ @, alors §(AUB) <&(A) + &(B).
b} Soient A,8,C des parties non vides de E. Etablir :
1) d(R,B) = &(A,B). Donner un exemple de deux parties fernées A et B de RZ telles
P, d(A,B) = 0.
i1) d(4,C) ¢d(A,B) + a(B,C) + §(B),
ii4) d(A,BuC) = Min[a(a,B),d(A,c)]
iv) d(A,€) £d(A,B) » 2(AuB,C) + §(B).
v) i AcB <R, on a d{a,A) = a(a,B) = d(a,R) pour tout s <E.
11.- Solent E un espace nétrique, A une partie non vide de E, et f une application

-zienne de A dans R. Pour x«E, ye A, on pose t,(x) = f(y) -« kd(x,y).

a) On pose, pour x«E: g{x) = Inf(fy(x): ¥y« Al. moatrer que g(x) ¢ R pour tout x el

b) Prouver que g ¢4finit une application k-lipgchitzienne de E dans R telle que gl& =
@- Soit E un espace métrigue. Montrer que les conditions suivantes sont &gquival

i) E est séparable.

ii) E est A base dénombrable.
,\f}l- Soient £ un espace nétrique, A une partie non vide de E. pour r <R*, on pose :

B(A,r) = {x ¢E; d(x,A) <r}.
a) Montrer que B(A,r) = U/ B(x,r).
X CA

b) Etablir: A =1 ) B{A,r):
reo

14.- Soient f£,g ¢C([-1,+1],R). Pour u €R, on pose hiu) = Sup{ | rix)sug(x}|: xe [-2,-200
Prouver que h egt uniformément continue sur R,
- @ Soient E un espace mnétrique et F une partie non vide de E. Pour ré R?, on pose :
Vir) = {x€E&; a(x,F) <r}.
a) Prouver que, pour re<Rmy, V(r) est une partie cuverte de E.
b) On suppose que F est compact. Montrer que los vir), r€R*, forment un systdme €
de voisinages de F dans E,
c) 51 1'on suppose sculement que F est ferné dans E, le résultat de b) est-il encore
164 Soit E un espace nétrique dans Tequel toute boule fermée est compacte.

a) Prouver que £ est complet.
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