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Introdution
IntrodutionDans l'industrie omme dans la nature, plusieurs phénomènes fréquents font appelà des proessus de ontat entre deux orps déformables qui se déplaent l'un parrapport à l'autre. La littérature d'ingénierie onernant e thème est vaste à ause deleur importane dans les systèmes struturels et méaniques ainsi que dans le façonnageet l'extrusion des métaux. En raison de leur ompléxité inhérente, les phénomènes deontat sont modélisés par des problèmes évolutionnaires non linéaires qui sont di�ilesà analyser.Un progrès onsidérable a été réalisé réemment dans la modélisation et l'analysemathématique des di�érents proessus impliqués dans le ontat entre orps défor-mables et par onséquent, une Théorie Mathématique générale de la Méanique duContat (MTCM) est atuellement émergée. Elle est onernée par les strutures ma-thématiques qui sont à la base des problèmes de ontat ave des lois onstitutivesdi�érentes, 'est à dire, di�érents matériaux, diverses géométries et des onditions deontat di�érentes; voir par exemple [33, 68, 74℄.Une littérature tehnique vaste, prinipalement dans l'ingénierie et dans la géo-physique, ouvre le ontat ave ou sans frottement. Dans la géophysique, la littéra-ture se onentre sur le mouvement des plaques tetoniques, partiulièrement sur lestremblements de terre. Les publiations qui traitent des problèmes de ontat avefrottement sont très nombreuses, voir à titre d'exemples [2, 3, 5, 7, 19, 20℄ et aussi[36, 37, 51, 71, 73℄. D'autres travaux ont onsidéré des onditions de ontat du typeompliane normale ave frottement, omme dans [4, 41, 42, 52, 70℄. Le but est defournir un ontexte lair et rigoureux à la onstrution des modèles méaniques deontat, la preuve des résultats d'existene et d'uniité et l'établissement de la régu-larité de la solution. Une fois l'existene, l'uniité et la régularité de la solution sontétablies, des questions importantes surgissent, omme l'analyse mathématique des so-lutions et omment onstruire des algorithmes �ables et e�aes pour leur simulationsnumériques, dont les réponses peuvent �gurer dans [16, 18, 25, 30, 31℄.Les proessus d'adhésion sont importants dans plusieurs montages indutriels oùles parties usuellement non métalliques sont ollées ensemble. Pour ette raison, leontat adhésif entre les orps déformables, quand une olle est ajoutée pour empêherle mouvement relatif des surfaes, a reçu réemment une attention arue tant dansiii



Analyse de Quelques Problèmes de Contat ave Frottement et Adhésion
l'ingénierie que dans la littérature mathématique. La modélisation de base peut êtretrouvée dans [27, 28, 29, 57℄. L'analyse des modèles pour le ontat adhésif peuventêtre trouvée dans [6, 16, 17, 21, 32℄ et dans les monographies [68, 74℄. On a onsidéréune appliation de la théorie du ontat adhésif dans le domaine médial des membresprosthétiques dans [59, 60℄; là l'importane de l'adhésion entre l'os implanté et le tissua été dérite puisque le déollement peut diminuer la apaité des personnes utilisantla prothèse ou la jointure.L'e�et piézoéletrique a été prédit par Coulomb et déouvert par Bequerel en1819, mais n'a été orretement expliqué qu'en 1880 par les frères Pierre et JaquesCurie (par expérimentation sur le Quartz et le sel de Rohelle). Bien qu'il sembleque le premier à avoir observé e phénomène soit l'abbé René Just Haüy. La loi deomportement de e type de matériaux a été établi par Lippmann en 1881 en se basantsur des onsidérations thermodynamiques. Les premiers modèles impliquant l'e�etpiézoéletrique peuvent être trouvés dans [48, 49, 50, 77, 78, 79℄ et plus réemment [12,35, 56, 76℄. De nouvelles investigations dans l'étude des problèmes életroméaniquesont été signalées au ours de es dernières années, itons par exemple [44, 64, 65, 66,67, 72℄, et des simulations numériques ont été rajoutées dans [8, 9, 55℄.La piézoéletriité peut être onsidérée omme une intération entre deux phéno-mènes életroméaniques qui ouplent les hamps élastique et életrique. Une défor-mation méanique du matériau génère un hamp életrique 'est l'e�et diret de lapiézoéletriité ou e�et apteur. Réiproquement, l'appliation d'un hamp életriqueou d'une di�érene de potentiel induit des déformations méaniques, 'est l'e�et inversede piézoéletriité ou e�et ationneur.Parmi les matériaux piézoéletriques les plus utilisés on trouve les piézoéramiqueset les piézopolymères, dont les Zironates Titanates (PZT) déouverts en 1959, et lesPoly-Vinyl-DiFluor (PVDF) qui ont été ommerialisés en 1987. Ils sont en généralde masse négligeable par rapport à la struture à ont�ler et peuvent être �exiblesdans le as du PVDF. Il en résulte, un bon rendement de onversion d'énergie éle-trique en énergie méanique et don un r�le ationneur très e�ae. D'autres maté-riaux possèdant une propriété piézoéletrique tels que : le quartz (bien que faiblementpiézoéletrique); la topaze; la tourmaline; la berlinite (AlPO4); l'orthophosphate degallium (GaPO4); l'arséniate de gallium (GaAsO4); les éramiques de struture ris-talline perovskite ou de strutures tungstène-bronze; les polymères à base de �bres deaouthou, laine, heveux, bois et soie. iv



Introdution
Ces matériaux ont surtout trouvé des appliations dans le ont�le des vibrationsdans le domaine de l'automobile (injeteurs à ommande piézoéletrique), l'aérospa-tiale, le ont�le de forme (ailes d'avion, ailes ou objetifs des télésopes), le ontr�leen aoustique des nuisanes sonores et dans la bioméanique pour la oneption deertains organes humains tels que le panréas, le foi ou le rein. Il existe des matériauxnaturels ou synthétiques pouvant être polarisés pour exiber es propriétés piézoéle-triques, omme la peau et les os. De très nombreux hamps d'appliations peuventêtre trouvés dans la littérature, itons à titre d'exemples :Capteurs : La partiularité de l'e�et piézoéletrique est la génération de fortes ontraintespour des petits déplaements. Il est don un andidat idéal pour les appliations baséessur la détetion de pression :� Capteurs de pression, notamment pour l'automobile (pression des pneus) et l'aéo-ronautique (pression dans les tuyères);� Capteurs sonores (mirophones);� Mirobalane piézoéletrique;� Batteries életroniques (musique).Ationneurs : Les déplaements très faibles produits par les ristaux piézoéletriquesen font des miromanipulateurs idéaux mis à pro�t dans di�érentes appliations :� Mirosope à balayage;� Hauts-parleurs;� Optique adaptative en astronomie;� Moteurs piézoéletriques (systèmes autofous d'appareils photographiques, mé-anismes de vitre életrique de voiture).La piézoéletriité est aussi utilisée dans ertaines des imprimantes de la marqueEpson, rare entreprise à fabriquer des têtes jet d'enre piézoéletriques. Des impulsionséletriques font se ontrater de �nes buses, emplies d'enre, qui expulsent alors deminusules gouttes d'enre. Ainsi, en horlogerie, le quartz soumis à une harge à uneertaine fréquene vibre à la fréquene propre du ristal, qui est utilisé omme référenede pulsation. En�n, une utilisation tout à fait ourante et anodine de la piézoéletriitéest elle qui en est faite dans les allume-gaz: la pression exerée sur le manhe del'appareil produit un ourant életrique qui se manifeste sous la forme d'étinelles.

v



Analyse de Quelques Problèmes de Contat ave Frottement et Adhésion
Cette thèse représente une ontribution à l'analyse de quelques problèmes de ontatfrottant ave ou sans adhésion entre un orps déformable et une fondation, en tenantompte de l'e�et piézoéletrique du matériau. Sous l'hypothèse des petites transfor-mations, nous étudions des proessus statiques et quasistatiques pour des matériauxélastiques, életro-élastiques, visoélastiques et életro-visoélastiques. Les onditionsaux limites sont du type ompliane normale ave ou sans adhésion. Les lois de frotte-ment utilisés sont des versions statiques ou quasistatiques de la loi de Coulomb ave ousans adhésion. Les onditions életriques sont introduites dans les as où la fondationest isolatrie ou ondutrie. Notre étude des phénomènes de ontat omprend lesétapes suivantes : la modélisation mathématique, l'analyse variationnelle inluant desrésultats d'existene et d'uniité de la solution.Le mémoire est omposé de trois parties que nous dérivons brièvement.Dans la première partie nous introduisons les outils néessaires pour une bonneompréhension de l'ouvrage. Nous présentons d'abord les adres physiques et les mo-dèles mathématiques utilisés. Ensuite, nous indiquons les espaes fontionnels et lesprinipales notations utilisées tout au long de la thèse. En�n, nous rappelons quelquesrésultats fondamentaux d'analyse fontionnelle onernant les opérateurs fortementmonotones et de Lipshitz, les inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d'évolu-tion.Dans la deuxième partie de e mémoire nous étudions trois problèmes de ontatimpliquant l'adhésion et le frottement, entre un orps élastique ou életro-élastique etune fondation. Le premier hapitre est onsaré à l'analyse d'un problème élastiquenon linéaire de ontat ave frottement et adhésion. Nous dérivons une formulationvariationnelle du problème méanique, pour lequel nous démontrons qu'il existe unesolution faible unique en utilisant des tehniques de point �xe et de monotonie. Nousétendons es résultats dans le troisième hapitre dans le as où l'e�et piézoéletriquedu matériau est tenu en ompte. Le ontenu de es deux hapitres a fait l'objet dela publiation [44℄. Tandis que dans le deuxième hapitre, nous onsidérons un pro-blème életro-élastique ave frottement, pour lequel nous dérivons une formulationvariationnelle et établissons un résultat d'existene et d'uniité d'une solution faible.Dans la troisième partie, omposée de deux hapitres, nous nous intéressons àl'étude d'un problème de ontat ave adhésion et frottement entre un orps viso-élastique et un obstale. Nous obtenons une formulation variationnelle au problèmevi



Introdution
méanique et nous présentons un résultat d'existene et d'uniité de la solution pourle modèle méanique que nous démontrons en utilisant des tehniques d'inéquationsvariationnelles elliptiques et de point �xe. Dans le dernier hapitre, nous proposonsl'analyse d'un problème életro-visoélastique ave frottement. La nouveauté dans ehapitre, onsiste dans le fait que la fondation est életriquement ondutive. Nousdérivons une formulation variationnelle du problème méanique et nous démontronsun résultat d'existene et d'uniité en utilisant des résultats sur les inéquations varia-tionnelles d'évolution, suivis d'un argument de point �xe. Les résultats obtenus danse hapitre sont démontrés dans [45℄.Cette thèse de Dotorat en Sienes a été réalisée dans le adre de l'Aord Pro-gramme Tassili (HCU05) entre les universités de Sétif, Perpignan, Chambéry et Cler-mont Ferrand; et dirigé sous le o-enadrement du Professeur Mirea Sofonea de l'uni-versité de Perpignan et du Doteur Salah Drabla de l'université de Sétif.
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NotationsSi Ω est un domaine de R
d (d = 2,3), on note par

Ω l'adhérene de Ω,

Γ la frontière de Ω supposée régulière,
Γi (i = 1,3) une partie mesurable de la frontière Γ,

mesΓ1 la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ1,

ν la normale unitaire sortante à Γ,

vν , vτ les omposantes normale et tangentielle du hamp vetoriel v,

σν , στ les omposantes normale et tangentielle du hamp tensoriel σ,

C1(Ω) l'espae des fontions réelles ontinûment di�érentiables sur Ω,

D(Ω) l'espae des fontions réelles indé�niment di�érentiables avesupport ompat ontenu dans Ω,

H l'espae L2(Ω)d,

H1 l'espae H1(Ω)d,

H l'espae L2(Ω)d×ds ,

H1 l'espae {
σ ∈ H | Div σ = (σij,j) ∈ H

}
,

HΓ l'espae H 1

2 (Γ)d,

H ′
Γ l'espae dual de HΓ,

γ : H1 → HΓ l'appliation trae pour les fontions vetorielles.Si X est un espae de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes:
(· ,·)X le produit salaire de X,
‖ · ‖X la norme de X,
xn −→ x la onvergene forte de la suite (xn) vers l'élément x dans X,
xn−⇀ x la onvergene faible de la suite (xn) vers l'élément x dans X,Si de plus [0,T ] un intervalle de temps, k ∈ IN et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par
Lp(0,T ;H) l'espae de Lebesgue,
‖ · ‖Lp(0,T ;H) la norme de Lp(0,T ;H),

W k,p(0,T ;H) l'espae de Sobolev,
‖ · ‖W k,p(0,T ;H) la norme de W k,p(0,T ;H).viii



Notations
Pour une fontion f, on note par

ḟ , f̈ les dérivées première et seonde de f par rapport au temps,
∂if, f, i la dérivée partielle de f par rapport à la i ème omposante xi,
∇f le gradient de f,
ε(f) la partie symétrique du gradient de f,
Div f la divergene de f.Autres notations
S
d l'espae des tenseurs symétriques du seond ordre sur R

d,�·" produit salaire sur R
d et S

d,�| · |" norme eulidienne sur R
d et S

d,

Id le tenseur identité du seond ordre sur R
d,

Λp puissane p de l'opérateur Λ,

C une onstante générique stritement positive,p.p. presque partout.

ix
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Partie I

Modélisation et Outils Mathématiques
Dans le soui de rendre et ouvrage faile à lire, il nous est paru néessaire de pré-senter dans la première partie les adres physiques et fontionnels dans lesquels on vatravailler. Nous préisons d'abord les adres physiques et les modèles mathématiquesorrespondants utilisés dans e mémoire, ensuite nous dérivons les lois de omporte-ment, les onditions de ontat et les di�érentes lois de frottement qui interviennentdans tout le doument.Après un bref rappel de la méanique des milieux ontinus, nous introduisonsquelques préliminaires mathématiques qui seront utilisés partout dans e mémoire.Nous ommençons d'abord par les espaes de type Sobolev assoiés aux opérateursdivergene et déformation utilisés en méanique, ainsi que leurs prinipaux propriétés,notamment les théorèmes de trae. Nous rappelons ensuite les propriétés des espaesdes fontions à valeurs vetorielles et les espaes liés à l'e�et piézoéletrique.En�n, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d'analyse fontion-nelle non linéaire dans les espaes de Hilbert, quelques résultats sur les opérateursfortement monotones et de Lipshitz, les inéquations quasi-variationnelles elliptiqueset d'évolution.Les référenes bibliographiques seront ultérieurement spéi�ées dans haun desparagraphes suivants.
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Partie I Chapitre 1 Modélisation
Chapitre 1Modélisation

Ce hapitre représente un bref rappel de la méanique des milieux ontinus où nousallons introduire les adres physiques utilisés dans ette thèse; il est déstiné à rappelerl'équation de mouvement de Cauhy, à dérire les lois de omportement élastiques,életro-élastiques, visoélastiques et életro-visoélastiques. Par ailleurs, nous préisonsdans e hapitre les onditions aux limites de ontat ave frottement, ave ou sansadhésion.1.1 Cadre physiqueLes phénomènes de ontat onsidérés dans e mémoire sont dérits par les deuxadres physiques suivants :Cadre physique n◦ 1. (Problème méanique). Soit un orps matériel qui oupe undomaine borné Ω ⊂ R
d (d = 2,3) ave une surfae frontière régulière Γ, partitionnéeen trois parties mesurables Γ1,Γ2 et Γ3, telles que mesΓ1 > 0. Nous notons par ν lanormale unitaire sortante à Γ. Le orps est enastré sur Γ1 dans une struture �xe.Sur Γ2 agissent des trations surfaiques de densité f2 et dans Ω agissent des foresvolumiques de densité f0 (voir �gure. 1.1). Nous supposons que f2 et f 0 varient trèslentement par rapport au temps et par onséquent le proessus est quasistatique. Soit

T > 0 et soit [0,T ] l'intervalle de temps en question. Le orps est en ontat avefrottement ave ou sans adhésion ave un obstale sur la partie Γ3. Nous prenons enonsidération les propriétés méaniques du orps. Notre objetif sera d'étudier l'évo-lution de es propriétés dans le temps, sous l'hypothèse des petites transformations.Nous utiliserons e adre physique dans les hapitres 3 et 6 de e mémoire.5
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Fig. 1.1 � Cadre physique n◦ 1Cadre physique n◦ 2. (Problème életro-méanique). Soit un orps matériel quioupe un domaine borné Ω ⊂ R
d (d = 2,3) ave une surfae frontière régulière Γ,partitionnée en trois parties mesurables Γ1,Γ2 et Γ3, telles que mesΓ1 > 0. On notepar ν la normale unitaire sortante à Γ. Le orps est enastré sur Γ1 dans une struture�xe. Sur Γ2 agissent des trations surfaiques de densité f2 et dans Ω agissent desfores volumiques de densité f0 (voir Fig. 1.2). Nous supposons que f 2 et f0 varienttrès lentement par rapport au temps. Soit T > 0 et soit [0, T ] l'intervalle de temps enquestion.En plus de l'ation des fores et des trations, le orps est soumis à l'ation desharges életriques de densité volumique q0 et des harges életriques de surfae. Pourles dérire, nous onsidérons une deuxième partition de la frontière Γ en trois partiesmesurables Γa, Γb et Γ3 telles que mes(Γa) > 0. Nous supposons que le orps est enontat frottant ave ou sans adhésion ave une fondation isolatrie (ou ondutive)sur Γ3, le potentiel életrique s'annule sur Γa et une harge életrique super�ielle dedensité q2 est présrite sur Γb. La di�érene par rapport au adre physique préédentrésulte du fait que maintenant nous prenons en onsidération les propriétés méa-niques et aussi les propriétés életriques du orps matériel. Nous étudions l'évolutionde es propriétés dans l'intervalle de temps [0, T ] en admettant que le proessus estquasistatique, dans l'hypothèse des petites transformations.Nous utiliserons e adre physique dans les hapitres 4, 5 et 7 de e mémoire.Avant d'obtenir les modèles mathématiques qui orrespondent aux adres physiquespresentés, voii quelques notations et onventions que nous utiliserons tout au long de6
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Fig. 1.2 � Cadre physique n◦ 2e mémoire.Nous désignons par S
d l'espae des tenseurs symétriques d'ordre deux sur R

d (d =

2, 3); ” ·” et | · | représentent respetivement le produit salaire et la norme eulidiennesur R
d et S

d. Ainsi, nous avons
u · v = ui vi, ‖v‖ = (v · v)

1

2 , ∀u,v ∈ R
d,

σ · τ = σij τij , ‖τ‖ = (τ · τ )
1

2 , ∀σ,τ ∈ S
d,ave la onvention de l'indie muet.Pour un veteur v, nous notons par vν et vτ les omposantes normale et tangentielleà la frontière, dé�nies par(1.1) vν = v · ν, vτ = v − vν · ν.Nous désignons par σ = σ(x,t) le hamp des ontraintes, par u = u(x,t) lehamp des déplaements et par ε(u) le hamp des déformations in�nitésimales. Poursimpli�er les notations, nous n'indiquons pas expliitement la dépendane des fontionspar rapport à x ∈ Ω et t ∈ [0, T ].Pour un hamp des ontraintes σ nous dénotons par σν et στ les omposantesnormale et tangentielle à la frontière, données par(1.2) σν = (σν) · ν, στ = σν − σν · ν.En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation(1.3) (σν) · v = σνvν + στ · vτ ,7
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qui va intervenir tout au long de e mémoire, dans l'établissement des formulationsvariationnelles des problèmes méaniques de ontat.En outre, les points au-dessus d'une fontion représentent la dérivation par rapportau temps; par exemple

u̇ =
du

dt
, ü =

d2u

dt2où u̇ désigne le hamp des vitesses et ü désigne le hamp des aélérations. Pour lehamp des vitesses u̇ les notations u̇ν et u̇τ représentent respetivement les vitessesnormale et tangentielle à la frontière, 'est-à-dire
u̇ν = u̇ · ν, u̇τ = u̇ − u̇νν.Rappelons maintenant la relation déformation-déplaement dans l'hypothèse despetites transformations(1.4) ε(u) = (εij(u)), εij(u) =

1

2
(ui,j + uj,i), 1 ≤ i,j ≤ d.Notons qu'ii et tout au long de la thèse, un indie qui suit une virgule indique unedérivation partielle par rapport à la omposante orrespondante à la variable spatiale.Passons maintenant à la desription des modèles mathématiques assoiées auxadres physiques i-dessus.Modèle mathématique n◦ 1. Le premier modèle mathématique étudié dans emémoire, dérit l'évolution du orps dans le adre physique n◦ 1 (page 5). Les fontionsinonnues du problème sont le hamp des déplaements u : Ω×[0, T ] → R

d et le hampdes ontraintes σ : Ω × [0, T ] → S
d.On sait qu'en général, l'évolution d'un orps matériel est dérite par l'équation demouvement de Cauhy(1.5) Div σ + f 0 = ρ ü dans Ω × (0,T ),où ρ : Ω → R+ désigne la densité de masse; ii "Div" représente l'opérateur divergenepour les tenseurs, Div σ = (σij,j). Le proessus d'évolution dé�ni par (1.5) s'appelleproessus dynamique. Dans ertaines situations, ette équation peut enore se simpli-�er. Par exemple, dans le as où le hamp des vitesses u̇ varie très lentement parrapport au temps, le terme ρ ü peut être négligé. Dans e as l'équation (1.5) devient(1.6) Div σ + f 0 = 0 dans Ω × (0, T ).8



Partie I Chapitre 1 Modélisation
L'équation (1.6) s'appelle l'équation d'équilibre. Le proessus d'évolution dé�ni par(1.6) s'appelle proessus quasistatique. Nous rappelons que dans le adre physique n◦ 1,

f2 et f0 varient très lentement par rapport au temps. Par onséquent, nous supposonsque les aélérations dans le système sont négligeables. Nous nous plaçons don dansle as quasistatique et nous utilisons l'équation (1.6).Puisque le orps est enastré sur Γ1, le hamp des déplaements s'annule(1.7) u = 0 sur Γ1 × (0,T ).La ondition aux limites en trations est(1.8) σν = f2 sur Γ2 × (0,T ),

f2 étant une donnée du problème.Nous allons ompléter ultérieurement le modèle mathématique (1.5)�(1.8) par lesonditions de ontat sur la partie Γ3 de la frontière.Modèle mathématique n◦ 2. Ce modèle mathématique dérit l'évolution du orpsdans le adre physique n◦ 2 (page 6). C'est un modèle életro-méanique qui est plusgénéral que le premier. Les inonnues méaniques du problème sont le hamp desdéplaements u et le hamp des ontraintes σ satisfaisant les égalités (1.6)�(1.8).A elles-i se rajoutent les inonnues életriques du problème, à savoir le hamp dedéplaement életrique D : Ω× [0, T ] → R
d et le potentiel életrique ϕ : Ω× [0, T ] →

R. L'évolution du orps piézoéletrique est dérite par l'équation d'équilibre pour lehamp de déplaement életrique(1.9) div D = q0 dans Ω × (0, T ),où "`div"' est l'opérateur de divergene pour les veteurs, div D = (Di,i), et q0 re-présente la densité des harges életriques volumiques. Rappelons que dans le adrephysique n◦ 2, le potentiel életrique s'annule sur la partie Γa de la frontière(1.10) ϕ = 0 sur Γa × (0,T ),tandis que sur Γb, une harge életrique de densité q2 est presrite,(1.11) D · ν = q2 sur Γb × (0,T ).Ce modèle piézoéletrique (1.6)�(1.11) sera omplété ultérieurement par les ondi-tions aux limites sur la surfae de ontat Γ3.9



Analyse de Quelques Problèmes de Contat ave Frottement et Adhésion
Les équations préédentes sont insu�santes à elles seules pour dérire le mouvementdu orps matériel onsidéré. Il est néessaire de dérire e qui est propre au matériaului même : 'est l'objet des lois de omportement que nous dérirons dans le deuxièmeparagraphe de e hapitre.1.2 Lois de omportementLes lois de omportement aratérisent e qui est propre à haque type de matériau.Bien qu'elles doivent respeter ertaines propriétés d'invariane, leur origine est sou-vent expérimentale. C'est toute une série d'essais qu'il faut imaginer et réaliser pourétablir une loi de omportement; par exemple, voii quatre exemples lassiques d'essaissur les solides : essais de hargement monotone, essais de harge-déharge, essais de�uage et essais de relaxation.Dans la desription des phénomènes purement méaniques, par loi de omporte-ment (ou loi onstitutive) nous omprenons dans la suite une relation entre le tenseurdes ontraintes σ, le tenseur des déformations in�nitésimales ε et leurs dérivées tempo-relles σ̇ et ε̇. Cette dé�nition se modi�e légèrement dans la desription des phénomèneséletro-méaniques, ar ii nous devons aussi prendre en onsidération le hamp de dé-plaement életrique D = (Di) ainsi que le hamp életrique E(ϕ) = −∇ ϕ = −(ϕ,i).Nous présentons par la suite les lois de omportement qui interviennent dans emémoire, elles orrespondent à quatre atégories partiulières de matériaux : maté-riaux élastiques, matériaux életro-élastiques, matériaux visoélastiques et matériauxéletro-visoélastiques.Dans le as unidimensionnel, on dit qu'un matériau est élastique si, lors des essaisde harge-déharge les ourbes σ = σ(ε) oïnident; dans le as ontraire il est plastique(anélastique) et après déharge omplète il subsiste une déformation résiduelle. En�n,on dit qu'un matériau est visoélastique s'il peut dérire le phénomène de relaxationou de �uage.En onlusion, l'analyse des données expérimentales permet d'établir e qui estpropre au matériau lui même et onduit à l'établissement de la forme des lois deomportement.Lois de omportement des matériaux élastiques. Nous onsidérons ii une até-gorie de matériaux pour lesquels la loi de omportement s'érit sous la forme suivante(1.12) σ = F(ε).10



Partie I Chapitre 1 Modélisation
Ii le tenseur des ontraintes est une fontion (linéaire ou non linéaire) du tenseurdes déformations in�nitésimales ε = ε(u); ei orrespond aux matériaux élastiqueset la loi de omportement (1.12) s'appelle loi de omportement élastique. Dans le asunidimensionnel la loi (1.12) peut modéliser ertaines propriétés mises en évidene parles expérienes de hargement-monotone : la linéarité de la ourbe σ = σ(ε) (selon Fest linéaire ou non linéaire), le durissement ou l'adouissement de la ourbe σ = σ(ε)(selon F est monotone ou non monotone).Par ontre, ni le �uage, ni la relaxation ne peuvent être dérits par la loi (1.12).En e�et, plaçons-nous dans le as unidimensionnel; si par exemple à l'instant t = 0on a ε(0) = ε0 et nous maintenons la déformation onstante ε(t) = ε0 ∀ t > 0il résulte que σ(t) = F(ε0) ∀ t > 0. Par onséquent le modèle (1.12) ne peut pasdérire le phénomène de relaxation mis en évidene par les essais expérimentaux. Unommentaire similaire peut se faire pour le phénomène de �uage. De même, pourl'équation (1.12), dans le as unidimensionnel, les ourbes harge-déharge σ = σ(ε)oïnident. Don, e modèle ne peut pas dérire les déformations résiduelles.En général, la fontion F dépend du point x ∈ Ω (Ω étant le domaine de R

d oupépar le orps), don on a
σ(x,t) = F(x, ε(x,t)) ∀x ∈ Ω, t > 0.Si F ne dépend pas expliitement de x, le milieu est dit homogène, sinon il est ditnon-homogène.Nous utiliserons la loi élastique (1.12) dans le hapitre 3 de e mémoire.Lois de omportement des matériaux visoélastiques. L'investigation des pro-priétés méaniques des matériaux tels que les pâtes, les huiles et les ires a mis enévidene les insu�sanes de la théorie de l'élastiité. En e�et, ertains phénomènes,tels que le �uage ou la relaxation ne peuvent être dérits par les lois de omportementélastiques. C'est pourquoi les modèles visoélastiques furent introduits. Ils sont utili-sés aussi pour dérire le omportement de di�érents matériaux omme les métaux, lespolymères, les aouthous et les rohes.Dans le as unidimensionnel, es matériaux ont des aratéristiques élastiques, maisen même temps, les essais de hargement monotone indiquent que la ourbe σ = σ(ε)dépend de ε̇. Ce sont don des matériaux visoélastiques. Dans le as multidimensionnella loi visoélastique de Kelvin-Voigt s'érit(1.13) σ = Aε(u̇) + Gε(u)11
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où A représente l'opérateur de visosité et G est l'opérateur d'élastiité. Remarquonsque lorsque A ≡ 0, la loi (1.13) se réduit à une loi de omportement élastique de laforme (1.12).Nous utiliserons la loi visoélastique dans le sixième hapitre de e mémoire.Lois de omportement des matériaux életro-élastiques. Pour modéliser lespropriétés életro-élastiques des matériaux, nous onsidérons une loi de omportementde la forme(1.14) {

σ = Fε(u) − E∗E(ϕ),

D = Eε(u) + BE(ϕ),où F est l'opérateur d'élastiité, non forément linéaire, à hamp életrique nul, E =

(eijk) est le tenseur piézoéletrique qui traduit la proportionnalité entre la harge etla déformation à hamp onstant ou nul; B = (bij) est le tenseur de la permittivitééletrique à déformation nulle qui onstitue un tenseur symétrique dé�ni positif et
E(ϕ) = −∇ϕ où ∇ϕ = (ϕ,i) représente le hamp életrique. Par ailleurs E∗ = (e∗ijk)dénote le transposé du tenseur E , tel que(1.15) Eσ · v = σ · E∗v ∀σ ∈ S

d, v ∈ R
d.Nous donnons maintenant un exemple de la loi de omportement életro-élastique nonlinéaire. Nous prenons dans (1.14)(1.16) F(ξ) = Aξ +

1

α
(ξ − PKξ) ∀ξ ∈ S

doù α est une onstante stritement positive. A : S
d → S

d est un tenseur d'ordre quatresymétrique et dé�ni positif; K ⊂ S
d est un onvexe fermé non vide et PK : S

d → K estl'opérateur de projetion sur K. Ce onvexe est dé�ni par K = {ξ ∈ S
d |G(ξ) ≤ k}où G : S

d → R est une fontion onvexe et ontinue telle que G(0) = 0 et k > 0.Pour plus de détails sur les lois de omportement (1.14), nous renvoyons le leteurà voir par exemple [10, 12℄.Nous utiliserons les lois de omportement des matériaux életro-élastiques dans leshapitres 4 et 5 de la deuxième partie de e mémoire.Lois de omportement des matériaux életro-visoélastiques. Un matériau estdit életro-visoélastique s'il possède une loi de omportement de la forme(1.17) {
σ = Aε(u̇) + Gε(u) − E∗E(ϕ),

D = Eε(u) + BE(ϕ)12
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dans laquelle l'opérateur A est l'opérateur de visosité à hamp életrique nul, G estl'opérateur d'élastiité pas forément linéaire à hamp életrique nul, E = (eijk) letenseur piézoéletrique à hamp onstant ou nul, B = (bij) le tenseur de la permit-tivité életrique à déformation nulle et E(ϕ) = −∇ϕ représente le hamp életrique.Remarquons que lorsque A ≡ 0, la loi (1.17) devient une loi de omportement életro-élastique de la forme (1.14).Un exemple de la loi életro-visoélastique non linéaire est le suivant(1.18) σ = Aε(u̇) +

1

α
(ε − PKε) − E∗E(ϕ),où A est un tenseur d'ordre quatre. Ses omposantes aijkh s'appellent "oe�ients devisosité", K ⊂ S

d est un onvexe fermé non vide et PK : S
d → K est l'opérateur deprojetion de S

d sur K. L'opérateur d'élastiité est donné par
G(ε) =

1

α
(ε − PKε)et E est un tenseur d'ordre trois. Ses omposantes eijk s'appellent "oe�ients piézo-életriques".Nous utiliserons la loi de omportement des matériaux életro-visoélastiques dansle hapitre 7 de la troisième partie de e mémoire.Finalement, a�n de ompléter le modèle mathématique qui dérit l'évolution duorps, il faut préiser les onditions aux limites sur Γ3; 'est l'objet des onditions deontat et des lois de frottement que nous dérirons dans le paragraphe suivant.1.3 Lois de ontat ave frottementPar ondition de ontat nous omprenons une relation impliquant les omposantesnormales du hamp des déplaements, des vitesses ou des ontraintes. Par loi de frot-tement nous omprenons une relation entre la ontrainte tangentielle στ et le dépla-ement tangentiel uτ ou la vitesse tangentielle u̇τ . Notons ii que στ s'appelle aussifore de frottement.Nous ommençons par présenter les onditions aux limites de ontat utilisées toutau long de e mémoire. Dans e as, nous nous plaçons dans le adre physique n◦1 (page 5). Les égalités et les inégalités qui suivent sont onsidérées vraies presquepartout sur Γ3 × (0,T ). 13
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Contat ave ompliane normale. Dans e as, la fondation est supposée défor-mable et la zone de ontat n'est pas onnue à priori. La ontrainte normale σν satisfaitla ondition dite de ompliane normale(1.19) −σν = pν(uν − g),où uν est le déplaement normal, g représente l'interstie entre le orps et la fonda-tion et pν est une fontion positive donnée, appelée fontion de ompliane normale.Cette ondition indique que la fondation exere une ation sur le orps en fontionde sa pénétration uν − g. Préisons que dans les hapitres 3, 5 et 6 du mémoire nousonsidérons le as où le orps repose sur la fondation, 'est-à-dire, l'interstie est nul,
g = 0. Comme exemple de la fontion pν nous pouvons onsidérer(1.20) pν(r) = cνr+où cν est une onstante positive et r+ = max {0,r}. Un deuxième exemple est donnépar(1.21) pν(r) =

{
cνr+ si r ≤ α

cνα si r > αoù α est un oe�ient positif relatif à la dureté de la surfae. Dans e as, la onditionde ontat (1.19) signi�e que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elledépasse α, la fondation se désintègre et n'o�re plus de résistane à la pénétration.Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans e mémoire.Loi de frottement de type Coulomb. C'est une des lois de frottement les plusrépandues dans la littérature mathématique. Elle se aratérise par l'intervention dela ontrainte normale dans le seuil de frottement et elle peut s'énoner omme suit :(1.22) 




‖στ‖ ≤ µ|σν |,

‖στ‖ < µ|σν | ⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = µ|σν | ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ ,où µ ≥ 0 est le oe�ient de frottement. C'est une version statique de la loi de Coulombqui intervient dans la desription du ontat frottant des problèmes étudiés dans ladeuxième partie du mémoire. 14
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Partie I Chapitre 1 Modélisation
Maintenant, nous remplaçons le seuil de frottement σν de la loi (1.22), par laondition de ompliane normale (1.19), de façon à obtenir les onditions suivantes.(1.23) 




‖στ‖ ≤ µpν(uν − g),

‖στ‖ < µpν(uν − g) ⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = µpν(uν − g) ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ .Dans les hapitres 3, 5 et 6, nous utilisons la loi (1.23) ave le as partiulier g = 0i.e. lorsque l'interstie est nul; e hoix ne représente guère une restrition du point devue méanique, mais il est imposé pour raison de simpli�ation des aluls.Une version quasistatique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littératureest donnée par(1.24) {
‖στ‖ ≤ pτ (uν − g),
uτ 6= 0 ⇒ στ = −pτ (uν − g) uτ

‖uτ ‖
,où pτ est une fontion positive. Dans (1.24), la ontrainte tangentielle ne peut pasexéder le seuil de frottement pτ (uν − g). De plus, quand le seuil de frottement estatteint, le orps se met à glisser et la ontrainte tangentielle tend à s'opposer aumouvement. Cette ondition de frottement a été utilisée dans di�érents papiers, parexemple [34, 58℄.1.4 Lois de ontat ave frottement et adhésionDans quelques modèles étudiés, nous supposons que le orps est en ontat adhésifave frottement sur la partie Γ3 de la frontière ave une fondation. Cei se traduitpar l'introdution d'une nouvelle variable interne de surfae, en se basant sur les idéesde Frémond [27, 28℄, appelée hamp d'adhésion et notée par β : Γ3 × [0,T ] → R; elledérit l'intensité des ouhes atives d'adhésion sur la surfae de ontat et elle véri�e

0 ≤ β(t) ≤ 1 sur Γ3. Lorsque β(t) = 0, il n'y a plus d'adhésion, lorsque β(t) = 1'est le as d'une adhésion omplète et il y a lieu à une adhésion partielle quand
0 < β(t) < 1 sur Γ3. Pour dérire les onditions aux limites orrespondantes, noussupposons que le veteur de ontrainte de Cauhy σν a une déomposition de la forme(1.25) σν = (σν)ad + (σν)fc,où (σν)ad et (σν)fc dénotent les parties de σν assoiées à l'adhésion et au frottement,respetivement. Nous dénotons par σν , σadν , σfcν les omposantes normales des veteurs15
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Fig. 1.3 � Représentation graphique de l'opérateur de tronation Rν

σν, (σν)ad et (σν)fc, qui sont(1.26) σν = σν · ν, σadν = (σν)ad · ν, σfcν = (σν)fc · ν,et par στ , σad
τ et σfc

τ les omposantes tangentielles des mêmes veteurs, qui sont(1.27) στ = σν − σνν, σad
τ = (σν)ad − σadν ν, σfc

τ = (σν)fc − σfcν ν.Nous supposons que la omposante normale du veteur (σν)ad satisfait la ondition(1.28) σadν = γνβ
2Rν(uν)dans laquelle γν est un oe�ient positif et Rν : R → R est l'opérateur de tronationdé�ni par

Rν(s) =





L si s < −L,
−s si − L ≤ s ≤ 0,
0 si s > 0.

(1.29)Ii L > 0 est la longueur aratéristique du lien, au delà de laquelle il s'étire sans o�rirauune résistane omplémentaire. L'introdution de l'opérateur Rν , ensemble avel'opérateur Rτ dé�ni i-dessous, est motivée par les arguments mathématiques maise n'est pas restritif du point de vue physique, puisqu'auune restrition de la tailledu paramètre L n'est faite que dans e qui suit (voir �gure 1.3). Ainsi, en hoisissant
L très grand, nous pouvons assumer que Rν(uν) = −uν et, don, nous obtenons laondition de ompliane normale

σadν =

{
γνβ

2uν si uν ≤ 0,
0 si uν > 0.16
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Aussi, nous supposons que la omposante normale du veteur (σν)fc satisfait la ondi-tion de ontat ave ompliane normale(1.30) −σfcν = pν(uν),où uν est le déplaement normal et pν est la fontion positive présrite telle que pν(r) =

0 pour r ≤ 0. Combinons les égalités (1.25), (1.26), (1.28) et (1.2), nous dérivons laondition de ontat de ompliane normale ave adhésion,(1.31) −σν = pν(uν) − γνβ
2Rν(uν) sur Γ3 × (0,T ).La ontribution de l'adhésion à la tration normale est donnée par le terme γνβ2Rν(uν).Ainsi, la tration adhésive est nonnegative et proportionnelle, ave un oe�ient deproportionnalité γν , par rapport au arré de l'intensité d'adhésion et le déplaementnormal, mais tant que uν n'exède pas la longueur du lien L.Ensuite, nous supposons que la omposante tangentielle du veteur (σν)ad satisfaitla ondition(1.32) σad

τ = −γτβ
2Rτ (uτ )où, enore, γτ est un oe�ient positif et Rτ : R

d → R
d est l'opérateur de tronationdé�ni par

Rτ (v) =





v si ‖v‖ ≤ L,

L
v

‖v‖
si ‖v‖ > L.

(1.33)Cette ondition montre que la ontrainte tangentielle adhésive sur la surfae de ontatest proportionnelle au déplaement tangentiel, mais tant qu'il n'exède pas la longueurdu lien L.Le frottement est modélisé par une version statique de la loi de frottement deCoulomb. Pour ela, onsidérons la déomposition (1.25) du veteur de Cauhy etsupposons que(1.34) 



‖σfc
τ ‖ ≤ −µσfcν ,

‖σfc
τ ‖ < −µσfcν ⇒ uτ = 0,

‖σfc
τ ‖ = −µσfcν ⇒ ∃λ ≥ 0 telle que σfc

τ = −λuτ ,17
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où µ est le oe�ient de frottement, supposé être positif. Combinons les relations(1.26), (1.27), (1.30), (1.32) et (1.34) nous obtenons la loi de frottement ave adhésion,(1.35) 




‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ ≤ µpν(uν),

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ < µpν(uν) ⇒ uτ = 0,

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ = µpν(uν) ⇒ ∃λ ≥ 0telle que στ + γτβ

2Rτ (uτ ) = −λuτ

sur Γ3 × (0,T ).Notons que la ondition de ompliane normale ave adhésion (1.31) a été déjàutilisée dans [68℄ et les onditions de frottement similaires à eux dans (1.35) ont étéonsidérées dans [57℄ dans le as partiulier Rτ (uτ ) = uτ et Rν(uν) = −uν , pour Ltrès grand.Pour ompléter le modèle, nous supposons que l'évolution du hamp d'adhésion estgouvernée par une équation di�érentielle ordinaire(1.36) β̇ = −
(
β
(
γνRν(uν)

2 + γτ‖Rτ (uτ )‖
2
)
− ǫa

)
+

sur Γ3 × (0,T ).A elle-i, nous rajoutons la ondition initiale(1.37) β(0) = β0.Ii et i-dessous, en plus des paramètres positives γν et γτ déjà introduits dans (1.28) et(1.32), ǫa est un paramètre positif et r+ = max{0,r}. Notons que le proessus adhésifest irréversible, en e�et, une fois que le déollement se passe le ollage ne peut pasêtre rétabli, puisque β̇ ≤ 0. Pour plus de détails onernant la modélisation du ontatadhésif, nous référons aux livres [29, 68, 74℄.1.5 Conditions életriques à la surfae de ontatDans e paragraphe nous allons énoner les onditions de ontat életrique, asso-iées aux problèmes életro-méaniques, sur la partie Γ3 de la surfae. Nous supposonsque la fondation est életriquement ondutive et son potentiel est maintenu à ϕ0. Laondition életrique sur Γ3 est donnée par(1.38) D · ν = ψ (uν − g) φ (ϕ− ϕ0) sur Γ3 × (0,T ).où ψ et φ sont des fontions données qui seront dérites ultérieurement. Cette onditionreprésente une ondition régularisée qui peut être obtenue à partir des onsidérationssuivantes. 18
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Fig. 1.4 � Représentation graphique de la fontion φLorsqu'il n'y a pas de ontat en un point sur la surfae (i.e. uν < g), l'interstieentre le orps et la base est supposé être isolant (disons qu'il est rempli d'air) et laomposante normale du hamp de déplaement életrique s'annule pour qu'il n'y aitauune harge életrique libre sur la surfae. Ainsi,(1.39) uν < g =⇒ D · ν = 0.Durant le proessus de ontat, (i.e. quand uν ≥ g) la omposante normale du hampde déplaement életrique ou la harge életrique libre est supposé être proportionnelleà la di�érene de potentiel entre la surfae du orps et la fondation, ave une onstantepositive k omme fateur de proportionnalité. Ainsi,(1.40) uν ≥ g =⇒ D · ν = k (ϕ− ϕ0).Combinons (1.39), (1.40) pour obtenir(1.41) D · ν = k χ[0,∞)(uν − g) (ϕ− ϕ0),où χ[0,∞) est la fontion aratéristique de l'intervalle [0,∞), qui est donnée par
χ[0,∞)(r) =

{
0 if r < 0,

1 if r ≥ 0.La ondition (1.41) dérit le ontat életrique parfait et elle est en quelque sortesemblable à la ondition bien onnue de ontat de Signorini. Les deux onditionspeuvent être onsidérées omme des sur-idéalisations dans plusieurs appliations.19
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Fig. 1.5 � Représentation graphique de la fontion ψPour la rendre plus réaliste, nous régularisons la ondition (1.41) par la ondition(1.38) dans laquelle ψ est une fontion régulière qui va être dérite i-dessous et φ estune fontion de tronation,
φ(s) =





−Lφ si s < −Lφ,
s si − Lφ ≤ s ≤ Lφ,

Lφ si s > Lφ,

(1.42)où Lφ est une onstante positive très grande. De ette façon, la di�érene ϕ − ϕ0est remplaé par φ (ϕ − ϕ0). Notons que ette tronation ne pose auune limitationpratique sur l'appliabilité du modèle puisque Lφ peut être arbitrairement grand (voir�gure 1.4) et don dans les appliations φ (ϕ− ϕ0) = ϕ− ϕ0.Les raisons de la régularisation (1.38) de (1.41) sont mathématiques.Premièrement, nous avons besoin d'éviter les disontinuités dans les harges éle-triques lorsque le ontat est établi et don nous régularisons la fontion k χ[0,∞) dans(1.41) par une fontion Lipshitzienne ψ. Un hoix possible est l'exemple suivant :
ψ(r) =






0 si r < 0,

kδr si 0 ≤ r ≤
1

δ
,

k si r >
1

δ
,

(1.43)où δ > 0 est un paramètre assez grand. Ce hoix veut dire que durant le proessus duontat, la ondutivité életrique augmente ave le ontat à travers les aspérités de20
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la surfae, et se stabilise quand la pénétration uν − g atteint la valeur 1

δ
(voir �gure1.5) .Deuxièmement, nous avons besoin du terme φ (ϕ−ϕ0) pour rendre le terme ϕ−ϕ0borné.Notons que lorsque ψ ≡ 0 dans (1.38), nous obtenons(1.44) D · ν = 0 sur Γ3 × (0,T ),e qui déouple les problèmes életriques et méaniques sur la surfae de ontat. Laondition (1.44) modélise le as où l'obstale est un isolant parfait et a été utilisée dans[10, 46, 66, 67℄. La ondition (1.38) à la plae de (1.44), introduit un ouplage fortentre les onditions aux limites méaniques et életriques et mène vers un nouveaumodèle mathématique, non standard. Elle sera utilisée dans les hapitres 4 et 7 dumémoire. Par ailleurs, la ondition (1.38) va être utilisée dans le inquième hapitredu mémoire où nous avons supposé que la base est isolatrie (i.e. ψ ≡ 0).

21
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Chapitre 2Outils Mathématiques

Dans e hapitre, nous introduisons les espaes fontionnels utilisés dans e mé-moire, et donnons quelques propriétés néessaires dans la suite. Partout dans e ha-pitre Ω est un domaine borné et lipshitzien de R
d (d = 2,3), de frontière Γ représen-table loalement omme le graphe d'une fontion lipshitzienne sur un ouvert de R

d−1,
Ω étant situé loalement d'un seul �té de Γ. Par ailleurs, nous onsidérons une par-tition Γ en trois parties mesurables disjointes Γ1, Γ2, et Γ3 d'un �té et une partitionde Γ1 ∪ Γ2 en deux parties ouvertes Γa et Γb d'un autre �té, telles que mesΓ1 > 0 et
mesΓa > 0.2.1 Espaes de SobolevIntroduisons les espaes de Hilbert suivants, assoiés aux inonnues méaniques uet σ :

H = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)},

H = {σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω)},

H1 = {u = (ui) | ui ∈ H1(Ω)},

H1 = {σ ∈ H | σij,j ∈ H}.Les espaes H , H, H1 et H1 sont des espaes réels de Hilbert munis des produitssalaires donnés par
(u,v)H =

∫
Ω
uivi dx,

(σ,τ )H =
∫
Ω
σijτij dx,

(u,v)H1
= (u,v)H + (ε(u),ε(v))H,

(σ,τ )H1
= (σ,τ )H + (Divσ,Div τ )H ,23
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respetivement, où ε : H1 → H et Div : H1 → H sont respetivement lesopérateurs de déformation et de divergene, dé�nis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j).Les normes sur les espaes H , H, H1 et H1 sont notées par ‖ · ‖H , ‖ · ‖H, ‖ · ‖H1

et
‖ · ‖H1

, respetivement.Puisque la frontière Γ est lipshitzienne, le veteur normal extérieur ν à la frontièreest dé�ni p.p. Pour tout hamp de veteurs v ∈ H1 nous utilisons la notation v pourdésigner la trae γ v de v sur Γ. Rappelons que l'appliation de trae γ : H1 −→ L2(Γ)dest linéaire et ontinue, mais n'est pas surjetive. L'image de H1 par ette appliationest notée par HΓ; e sous-espae s'injete ontinûment dans L2(Γ)d. Désignons par H ′

Γle dual de HΓ, et (·,·) le produit de dualité entre H ′

Γ et HΓ. Pour tout σ ∈ H1, il existeun élément σ ν ∈ H
′

Γ tel que(2.1) (σ ν, γv) = (σ, ε(v))H + (Div σ, v)H ∀v ∈ H1.En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule
(σ ν, γv) =

∫

Γ

σ ν · v da ∀v ∈ H1.Don, pour σ assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green) :(2.2) (σ,ε(v))H + (Div σ, v)H =

∫

Γ

σ ν · v da ∀v ∈ H1.Nous dé�nissons le sous-espae fermé de H1(2.3) V = { v ∈ H1 | v = 0 sur Γ1 }.Puisque mesΓ1 > 0, l'inégalité de Korn s'applique sur V ; alors, il existe une onstante
CK > 0 dépendant uniquement de Ω et Γ1 telle que(2.4) ‖ε(v)‖H ≥ CK ‖v‖H1

∀v ∈ V.Une preuve de ette inégalité peut être trouvé dans [53℄ p.79.Nous onsidérons sur l'espae V , le produit salaire donné par(2.5) (u,v)V = (ε(u), ε(v))H ∀u,v ∈ V24
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et soit ‖ · ‖V la norme assoiée, i.e.(2.6) ‖v‖V = ‖ε(v)‖H ∀v ∈ V.Par l'inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H1

et ‖ · ‖V sont des normes équivalentes sur Vet ainsi (V,‖ · ‖V ) est un espae de Hilbert. De plus, en utilisant le Théorème de traede Sobolev, (2.2) et (2.3), il existe une onstante c0 dépendant uniquement de Ω, Γ1et Γ3 telle que(2.7) ‖v‖L2(Γ3)d ≤ c0‖v‖V ∀v ∈ V.Pour une fontion salaire β, qui représente le hamp d'adhésion sur la surfae Γ3du ontat, nous dé�nissons l'ensemble(2.8) Q = { β : Γ3 × [0,T ] → R | 0 ≤ β(t) ≤ 1 sur Γ3}.Dans e qui suit, nous dé�nissons les espaes de Sobolev assoiés aux inonnueséletriques (hamp du déplaement életrique D et le potentiel életrique ϕ) des pro-blèmes életro-méaniques qui vont être introduits dans las hapitres 4, 5 et 7 de lathèse. Soit les espaes
W = {D = (Di) | Di ∈ L2(Ω)} = L2(Ω)d,

W1 = { D = (Di) | Di ∈ L2(Ω), Di,i ∈ L2(Ω)}.munis des produits salaires
(D,E)W =

∫

Ω

DiEi dx, (D,E)W1
= (D,E)W + (divD,divE)L2(Ω),et leurs normes assoiées ‖ · ‖W et ‖ · ‖W1
, respetivement. Le hamp du potentieléletrique va être trouvé dans l'espae

W = { ξ ∈ H1(Ω) | ξ = 0 sur Γa }.Puisque mes (Γa) > 0, l'inégalité de Friedrihs-Poinaré est satisfaite, ainsi,(2.9) ‖∇ξ‖W ≥ cF ‖ξ‖H1(Ω) ∀ ξ ∈W,où cF > 0 est une onstante qui dépend uniquement de Ω et Γa et ∇ξ = (ξ,i). Surl'espae W , nous onsidérons le produit salaire donné par
(ϕ,ξ)W = (∇ϕ,∇ξ)W ,25
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et soit ‖ · ‖W la norme assoiée. Il s'ensuit de (2.9) que ‖ · ‖H1(Ω) et ‖ · ‖W sont desnormes équivalentes sur W et don (W,‖ · ‖W ) est un espae réel de Hilbert . De plus,par le théorème de trae de Sobolev, il existe une onstante c̃0 dépendant uniquementde Ω, Γa et Γ3, telle que(2.10) ‖ξ‖L2(Γ3) ≤ c̃0‖ξ‖W ∀ ξ ∈W.Aussi, rappelons que lorsque D ∈ W1 est une fontion régulière, la formule de Greenest satisfaite :(2.11) (D,∇ξ)W + (divD,ξ)W =

∫

Γ

D · ν ξ da ∀ ξ ∈ H1(Ω).Pour des détails supplémentaires sur les espaes de Sobolev nous renvoyons leleteur par exemple à [1, 14, 24℄.2.2 Espaes des fontions à valeurs vetoriellesCe paragraphe est destiné à rappeler les prinipaux résultats sur les fontions dé-�nies sur un intervalle de temps et à valeurs dans un espae de Banah réel. Bien quele ontenu de e paragraphe est standard et peut être trouvé dans un grand nombred'ouvrages, une revue d'ensemble sur e sujet nous a paru utile.Soit 0 < T < ∞ et soit (X,‖ · ‖X) un espae de Banah réel. Nous notons par
Cc(0,T ;X) l'ensemble des fontions ontinues à support ompat dans (0,T ) à valeursdans X.Dé�nition 2.1. Une fontion f : [0,T ] → X est dite mesurable s'il existe un sousensemble E ⊂ [0,T ] de mesure nulle et une suite (fn)n∈IN de fontions appartenant à
Cc(0,T ;X) telle que ‖fn(t) − f(t)‖X → 0 quand n→ ∞, pour tout t ∈ [0,T ]\E.Dé�nition 2.2. Une fontion f : [0,T ] → X est dite fortement dérivable dans
t0 ∈ (0,T ) s'il existe un élément df

dt
(t0) ∈ X appelé la dérivée forte de f dans t0, telque

lim
h→0

∥∥∥
1

h
(f(t0 + h) − f(t0)) −

df

dt
(t0)

∥∥∥
X

= 0.Dé�nition 2.3. Une fontion f : [0,T ] → X est dite intégrable s'il existe une suite
(fn)n∈IN de fontions appartenant à Cc(0,T ;X) telle que

lim
n→∞

∫ T

0

||fn(t) − f(t)||X dt = 0.26


