
UIM-SEVBES 

PREMIkRE COMPOSITION D& : 6 h m  

DE MATH~MATIQUES 

Les candidats sont avertis qu'il sera tenu compte, lors de la correction, de la 
pdcision de leurs arguments et de la présentation de leur copie. Ils sont invités 
d lue très attentivement I'émncé. 

Les parties I, II et III du problème sont iddpendantes. 

n 

NOTATIONS : On munit R" du produit scalaire < x ,  y > = k1 xf yf (où A 
i l 1  

z = (z, , ... , x,,) et y = (y,, ... , y,,)) et de la norme associée. On identifie les 
endomorphismes de R" aux matrices de M,, (R). On note 1, la matrice unité de 
M, (R). Si A E M ,  (R) et x E R" , on note ;ix l'image de x par A. 

Le but du problème est de démontrer l'énoncé (E) suivant : 

@') Soient n >, 1 un entier, 1 un intervale ouvert de  R ,  et M : 1 --f M, (R) 
une application de dasse C' telle que pour tout t E 1 la matrice M ( t )  soit 
symétrique. Il existe don n applications A,,  ... , A, de classe C' de 1 dans R 

tdes que le polynôme caractéristique de M ( t )  soit O( - A, (t)) pour 

tout t E 1. j -  1 

1.  EXEMPLE^ EX CONTRE-EXEXPLES 

10 Montrer que l'énoncé obtenu en remplaçant l'hypothèse a M ( t )  est symé- 
M ( t )  est diagondsable n dans (E) est faux. (On pourra considérer trique D, par 

l'application M : R + M,,(R) définie par 
/ / 4 \ 2 \  

20 Montrer que sous les hypothèses de (E) il n'existe pas en général d'appli- 
cation continue e : 1 + R" telle que e (t) soit un vecteur propre non nul de M (t)  
pour tout t E 1. 

30 Montrer que (E) implique le résultat suivant : pour toute suite finie 
fi, ..., f,,, d'applications de &se C' de R dans R, il existe une application 
g : R --f R de classe C' telle que ga = f,' + ... + f,'. 

-' ~~ r r - -----7---- 7 

si t # O ,  
1 

f ( t )  = P sin - f ( 0 )  = O , 
t 

est de dasse Ca et qu'il n ' d e  aucune application g : R + R de dasse Ca telle 
que ga (t)  = t" + f a  (2). 

5" Montrer que, même si l'on suppose dans l'énond (E) l'application M de 
dame Ca * il n'est pas possible en généra! de trouver des fonctions A,, ... , A, 
satisfaisant aux conclusions de (E) et qui soient de classi C a .  

II. PROLONGEMENT EN UN POINT 

Dans cette partie, a et b sont des nombres réels tels que a c b, n un entier 9 1, 
M : [a, b[ + M, (R)  et A : ]a, b[ + R des applications continues. On suppose 
que ia matrice M ( t )  est symétrique pour tout t E [a, b[ ,  et que A ( t )  est une 
vdeur propre de M ( t )  pour tout t E JO, b [ .  

10 Montrer que A admet un prolongement continu au point a. On pose 
A (a) = lim A ( t ) .  Est-ce que 1. (a) est valeur propre de M (a) ? 

1- a 
a < l < b  

20 Montrer que R" est somme directe orthogonale du noyau N et de l'image L 

h n t  donné x E R" , on notera dans la suite xN et xL les Cléments de N et L 
de M (a) - A (a) 1,. 

tels que x = ZN + xL . 
30 Supposons que M admette en a une dérivée à droite M i @ ) .  Montrer que 

A admet en a une dérivée à droite Aj, (a), et que Ai (a) est valeur propre de l'endo- 
morphisme z - (Mi (a) x ) ~  de l'espace vectoriel N. 
(On pourra remarquer que, si (t,,,), ~ , est une suite d'déments de ] a ,  b[ ten- 

dant vers a, et si pour tout m 2 1 on choisit un vecteur propre e (t,,,) de norme 1 
de M (t,,,) relatif à la valeur propre A (t,,,), une sous-suite de la suite (e ( t d ) ,  ~ , 
est convergente.) 

40 Supposons que M admette en tout point t de [ a ,  b[ une dérivée à droite 
M j ,  ( t )  et que l'on ait M i  (a) = lim Mi (t) .  

1 - a  
a c f < b  

a. Soit t E [ a ,  b[ .  Montrer que A admet en t une dérivée à droite Aj, ( t )  
et qu'il existe e ( t )  E R" tel que II e ( t )  1 = 1 , M ( t )  e ( t)  = A ( t )  e ( t )  
et < e ( t )  j M i  ( t )  e ( t )  > = Aj, ( t ) .  

b. Montrer que l'on a Ai (a) = lirn hi (t) .  
t - a  

a < t < b  T0-e~ page S-V*P* 



III. SEPARATION DE VALEURS PROPRES 

Dans cette partie, 1 est un intervalle ouvert de R, n un entier 
2 1 , M : 1 + M, (R) une application de dasse C1 et u un point de 1. On sup- 
pose que le polynôme caractéristique de M(u) est produit de deux polynômes 
unitaires Q et R, étrangers (c'est-à-dire dont le p.g.c.d. est l), et à coefficients 
réeb. 

10 Montrer qu'il existe un voisinage Il de a dans 1, et pour tout t E 1, des 
polynômes unitaires Qt et R, de mêmes degrés respectivement que Q et R, à 
coefficients réeb, et tels que : 
- on ait Q, = Q et R, = R; 
- les coefficients de Qt et R, soient des fonctions de dasse C' de t sur 1,; 
- pour tout t E Il , le polynôme caractéristique de M ( t )  soit égd à Q,R, . 

(On pourra se servir du théorème d'inversion locale.) 

20 Montrer qu'il existe un voisinage 1, de a dans 1, tel que les polynames Q, 
et R, soient ktrangen pour tout t E 1,. 

Soit t E 1,. Notons F, et G, les imqes des endomorphismes Q, (M (t)) et 
Rt (M (t)) de R" . Montrer que R" est somme directe de F, et G, , et que-F, et G, 
sont stables par M (t). 

30 Montrer qu*a existe un voisinage 1, de O dans 1,, un entier m compris 
entre O et n , et n applications e, , ... , en de dasse C1 de 1, dans R" t d e s  que 
pour tout t E 1, , les vecteurs e, (t) , ... , e, ( t )  forment une base de F, et les 
vecteun e,+, (t) , ... , e, (t) forment une base de Gt . 

40 Lorsque les matrices M (t) , pour t E 1, sont symétriques, montrer que les 
appiications el , ... , e, de ta question 30 peuvent Btre choisies de sorte qu'en 
outre e, ( t ) ,  ... , e, (t) soit une base orthonormale de R" quel que soit t E 1, . 

Montrer qu*dors les endomorphismes de F, et Gt induits par M ( t )  sont repré- 
sentés dans les bases el (t) , ... , e, (t) et e,+ , ( t )  , ... , en (t) par des matrices 
symétriques, et que ceibci sont des fonctions dé dasse C' de t sur 1,. 

IV. DCMONSTIUTION DE L'ENONC~ (E) 

Nous démontrerons l'énoncé (E) par récurrence sur n. Vérifier que le cas 
n = 1 est immkdia!. On supposera donc n 2 2 et on admettra dans ce qui suit 
l'énon& (E) relatif aux entiers n' < n. 
On considère un intercalle ouvert 1 de R et une appiication M : 1 -+ M, (R) 

de dasse C1 teile que M ( t )  soit une matrice symétrique pour tout t E 1. 

Etant donné une partie ouverte U de 1, on note A (U) l'ensemble des n-uplets 
(Al , ... , A,,) d'applications de dasse C' de U dans R teis que, quei que soit 

t E U, le poiyname caractéristique de M (t) soit dgai à 

10 Soit a E 1 tel que M (a) ait au moins deux vdeurs propres distinctes. Mon- 
trer qu*a existe un voisinage J de a dans 1 tel que A (J) soit non vide. 

20 Soient a, b dans 1, avec a < b,  et (A, , ... , An) E A (1 a, b [ ). On sait d'après 
II que les couples (A, (t) , A; (t)) ont des limites lorsque t E ] a , b [ tend vera a 
Comment peut-on décrire les n couples limites en termes de M (a) et de M' (O) ? 

Application numérique au cas où 1 = R, a = O, et M ( t )  = (-; ; i). 
30 Soient a, b , c  dans 1 avec a < b < c ,  et soient (h, ,  ..., h,,) E A(]a ,  b [ )  

et (p, , ... , p,,) E A (1 b , c [ ). Montrer qu'il existe une permutation u E Sa, 
et un Clément de A (1 a , c [ )  dont la restriction à ] a, b [  est (A, , ... , A,,) et dont 
la restriction Q ] b , c [ est (p,, (,) , ... , p,, (,$. 

40 Soit U une partie ouverLe de 1. Montrer que si tout point t de U possède 
un voisinage Jt dans 1 tel que A (5,) # 0 , dors A 0 est non vide. (On pourra 
commencer par traiter le cas où U est un intervaile.) 

50 Soit a E 1. Supposons que ia matrice M (a) soit d e  d*une homothfie et 
que M' (a) ait au moins deux valeurs propres distinctes. Montrer qu*a existe un 
voisinage J de a dans 1 tel que A(J) soit non vide. 

60 Montrer que l'ensemble F des a E 1 tels que M (a) et M (a) soient les matrias 
d'homothéties, est une partie fermée de 1, et que A (I - F) est non vide. 

Soit (hl , ... , l,,) E A (I - F'j. On prolonge ies applications A, i 1 en d a -  
nissant hi (t), pour t E F, cornme Yunique valeur propre de M (t). Montrer que 
les applications ainsi prolongées sont continues sur 1, puis qu'des satisfont aux 
condusions de (E). 


