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La rigueur des démonstrations et le soin apporté à leur rédaction seront des éléments
importants d'appréciation. Les deux problèmes proposés sont indépendants.

premier problème
Dans ce qui suit, le symbole ∘ désigne la composition des applications et, quel que soit
l'ensemble Ω, l'application identique, de Ω sur Ω, est noté 𝐼𝑑Ω.

A

Soit 𝑅 le groupe des rotations d'un espace vectoriel euclidien 𝐸, de dimension 3.

1. Pour tout vecteur unitaire ⃗𝑖 de 𝐸, on note 𝜎 ⃗𝑖 la symétrie orthogonale par rapport à la
droite vectorielle engendrée par ⃗𝑖. Soient ⃗𝑥 et ⃗𝑦 des vecteurs unitaires de 𝐸.
Étudier l'ensemble des éléments 𝜌 de 𝑅 tels que

𝜌 ∘ 𝜎 ⃗𝑦 ∘ 𝜌−1 = 𝜎𝑥⃗.

2. Soit 𝐺, distinct de {𝐼𝑑𝐸}, un sous-groupe de 𝑅.
a. Montrer qu'il existe, dans 𝐺, une rotation 𝜓 (𝜓 ≠ 𝐼𝑑𝐸) telle que, pour tout vecteur

unitaire 𝑢⃗ orthogonal à tout vecteur invariant de 𝜓, le produit scalaire 𝑢⃗ ⋅ 𝜓(𝑢⃗) soit
négatif (𝑢⃗ ⋅ 𝜓(𝑢⃗) ≤ 0).

b. Montrer qu'il existe alors un vecteur unitaire ⃗𝑣 tel que ⃗𝑣 ⋅ 𝜓( ⃗𝑣) = 0.
c. Que peut-on dire de 𝜎 ⃗𝑣 ∘ 𝜓 ∘ 𝜎 ⃗𝑣 ∘ 𝜓−1 ?

3. En supposant que 𝐺, distinct de {𝐼𝑑𝐸}, vérifie la propriété

(∀𝛾 ∈ 𝐺) (∀𝜌 ∈ 𝑅) (𝜌 ∘ 𝛾 ∘ 𝜌−1 ∈ 𝐺),

établir que 𝐺 = 𝑅.

B

Soit ℰ un espace affine euclidien associé à l'espace vectoriel 𝐸. On note 𝒟 le groupe des
déplacements de ℰ.



1. Soient 𝑡 et 𝑡′ des translations de 𝒟, dont les vecteurs ⃗𝑣 et ⃗𝑣′ ont des normes égales.
Étudier l'ensemble des rotations 𝑟, de 𝒟, telles que : 𝑡′ = 𝑟 ∘ 𝑡 ∘ 𝑟−1.

2. Soient 𝑠 et 𝑠′ des symétries orthogonales par rapport à des droites de ℰ. Montrer
l'existance d'un élément 𝑓 de 𝒟 tel que 𝑠′ = 𝑓 ∘ 𝑠 ∘ 𝑓−1.

3. Soit 𝒢, distinct de {𝐼𝑑ℰ}, un sous-groupe de 𝒟 tel que

(∀𝑔 ∈ 𝒢) (∀𝑑 ∈ 𝒟) (𝑑 ∘ 𝑔 ∘ 𝑑−1 ∈ 𝒢).

On note 𝐻 le sous-groupe de 𝑅 constitué des rotations associées aux éléments de 𝒢.
a. Montrer que si 𝒢 contient une translation, distincte de 𝐼𝑑ℰ, 𝒢 contient le groupe
𝒯 des translations de 𝒟.

b. Préciser 𝒢 lorsque 𝐻 = {𝐼𝑑𝐸}, puis lorsque 𝐻 ≠ {𝐼𝑑𝐸}.

deuxième problème
Dans ce problème, on pose :

𝐍∗ = {𝑛 | 𝑛 ∈ 𝐍 et 𝑛 ≠ 0} 𝐑∗ = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐑 et 𝑥 ≠ 0}

𝐑+ = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐑 et 𝑥 ≤ 0} 𝐑∗+ = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐑 et 𝑥 > 0}

A

Pour tout réel 𝛼, on considère l'application 𝜑𝛼, de 𝐑 dans 𝐑, définie par

𝜑𝛼(0) = 0 et 𝜑𝛼(𝑡) = |𝑡|
𝛼 sin 𝑡 sin 1𝑡,

pour 𝑡 ≠ 0.

1. 𝜑𝛼 est-elle continue en un point de 𝐑∗ ? Est-elle différentiable en un tel point ?
Expliciter 𝜑′𝛼 sur 𝐑∗.

2. a. On considère les suites 𝑢𝛼 et 𝑣𝛼 définies, sur 𝐍∗, par

𝑢𝛼,𝑛 = 𝜑𝛼(
1

𝜋
2 + 2𝑛𝜋

)

𝑣𝛼,𝑛 = 𝜑𝛼(
1
2𝑛𝜋)

Étudier leurs convergences. Préciser leurs limites lorsque celles-ci existent.
b. 𝜑𝛼 est-elle continue au point 0 ?

3. 𝜑𝛼 est-elle différentiable au point 0 ?
4. Lorsque 𝜑𝛼 est différentiable au point 0, sa dérivée 𝜑′𝛼 est-elle continue au point 0 ?
5. Dans l'hypothèse 𝛼 > −1, on considère la suite 𝑤𝛼, définie sur 𝐍∗ par

𝑤𝛼,𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑘𝛼
𝑛𝛼+1 sin

𝑘
𝑛 sin

𝑛
𝑘 .



Étudier la convergence de cette suite.

B

1. Existe-t-il une application continue 𝜓, de 𝐑 dans 𝐑, telle que

(∀𝑡 ∈ 𝐑∗)(𝜓(𝑡) = cos 𝑡 cos 1𝑡) ?

2. On considère l'application 𝜃, de 𝐑 dans 𝐑, définie par

𝜃(0) = 0 et 𝜃(𝑡) = cos 𝑡 cos 1𝑡, si 𝑡 ∈ 𝐑
∗

et l'application Θ, de 𝐑 dans 𝐑, définie par

Θ(𝑥) = ∫
1

𝑥
𝜃(𝑡)d𝑡. (1)

Soit 𝑓 l'application de 𝐑∗+ dans 𝐑, définie par

𝑓(𝑥) = ∫
𝑥

1
𝑡2 sin 𝑡 sin

1
𝑡 d𝑡.

En utilisant, éventuellement, une intégration par parties, indiquer une expression
simple, pour 𝑥 > 0, de 𝑓(𝑥) + Θ(𝑥).

3. Montrer qu'il existe une application continue 𝑓 , de 𝐑+ dans 𝐑, telle que

(∀𝑥 ∈ 𝐑∗+) (𝑓 (𝑥) = 𝑓(𝑥)) . (2)

C

1. Soit 𝐹 l'application, de 𝐑∗+ dans 𝐑, définie par

𝐹(𝑥) = ∫
1
𝑥

1
sin 𝑡 sin 1𝑡 d𝑡 +∫

𝑥

1
sin 𝑡 sin 1𝑡 d𝑡.

Montrer que 𝐹 est « constante ».
2. 𝜑 est ici une notation abrégée de la fonction notée 𝜑0 en 𝐼

𝜑(0) = 0 et 𝜑(𝑡) = sin 𝑡 sin 1𝑡, si 𝑡 ≠ 0.

Montrer que l'application Φ, de 𝐑 dans 𝐑, définie par

Φ(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝜑(𝑡)d𝑡

admet une limite quand « 𝑥 tend vers +∞ ». Φ admet-elle une limite quand « 𝑥 tend
vers −∞ » ?



D

Soient 𝛾, 𝜎 et 𝜌 les applications, de 𝐑 dans 𝐑, définies par

𝛾(0) = 0 et 𝛾(𝑡) = cos 1𝑡, si 𝑡 ∈ 𝐑
∗

𝜎(0) = 0 et 𝜎(𝑡) = 2𝑡 sin 1𝑡, si 𝑡 ∈ 𝐑
∗

𝜌(0) = 0 et 𝛾(𝑡) = 𝑡2 sin 1𝑡, si 𝑡 ∈ 𝐑
∗

1. Montrer que l'application 𝛿, de 𝐑 dans 𝐑, définie par

𝛿(𝑥) = 𝜌(𝑥) −∫
𝑥

0
𝜎(𝑡)d𝑡 +∫

𝑥

0
𝛾(𝑡)d𝑡

est continue.
Est-elle différentiable ?

2. L'application Γ, de 𝐑 dans 𝐑, définie par

Γ(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝛾(𝑡)d𝑡

et l'application Θ définie en (1) sont-elles différentiable au point 0 ?
3. L'application 𝑓 définie en (2) est-elle différentiable au point 0 ?
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