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1.  ENONCE 
 
 
Soit A un anneau unitaire commutatif principal. 
On considère G un idéal premier de [ ]XA  tel que ( )0A =∩G . 
 
Alors G est un idéal principal. 
 
 
 
2. SOLUTION   
 

Pour tout [ ]∗∈ XAP , on note ( )Pκ  le coefficient directeur de P. 
 
On rappelle que : 

(1)  [ ]∗∈′ XAP,P  et ( ) ( )PdPd ′> oo    
  ⇒  
 ( ) ( )PdPPd oo =′+  et ( ) ( )PPP κ=′+κ . 
 

(2)  [ ]∗∈′ XAP,P , ( ) ( )PdPd ′= oo  et ( ) ( ) 0PP ≠′κ+κ  
⇒  

( ) ( )PdPPd oo =′+  et ( ) ( ) ( )PPPP ′κ+κ=′+κ . 
 

(3)  [ ]∗∈′ XAP,P  et ( ) ( ) 0PP ≠′κκ  
⇒  

( ) ( ) ( )PdPdPPd ′+=′ ooo  et ( ) ( ) ( )PPPP ′κκ=′κ . 
 

(4)  [ ]∗∈′ XAP,P  et ( ) ×∈κ AP  
⇒  

( ) [ ]2XAR,Q! ∈∃  / RPQP +=′  et ( ) ( )PdQd oo < . 
 
 
Pour tout entier 0i ≥ , on note [ ] ( ){ }iPd/XAPDi =∈= o , et ii DG ∩=G . 
 
Si ( )0=G , alors G est bien un idéal principal. 

On se place désormais dans le cas où ( )0≠G . 
 
Pour tout entier 0i ≥ , on considère Ai ⊂A  définie par : 

( ){ } { }0P
iGPi ∪κ= ∈A . 

 
De ( )0A =∩G , on tire { }00 =A . 

( )0≠G  implique qu’il existe un entier j  tel que ( )0j ≠A . On note t le plus petit entier tel que 

( )0t ≠A  ; on a donc 1t ≥ . 

Notons que ti <  ⇒  ∅=iG  ; ou encore, G∈P  et ( ) tPd <o  ⇒  0P = . 
 



 
Pour tout 0n ≥ , nA  est un idéal de A :   
en effet, considérons n, A∈κ′κ ; si 0=κ  ou 0=κ′  ou ( ) 0=κ′+κ , alors ( ) nA∈κ′+κ  ; 

sinon, soient nGP,P ∈′  tels que ( ) κ=κ P  et ( ) κ′=′κ P  ; on a ( ) ( )PdPd ′= oo  et 

( ) ( ) 0PP ≠′κ+κ , et donc ( ) ( ) ( ) κ′+κ=′κ+κ=′+κ PPPP  et ( ) nGPP ∈′+ , donc 

( ) nA∈κ′+κ . 

De même si Aa∈ , ou bien 0a =  et ( ) na A∈κ , ou bien 0a ≠  et ( ) ( ) κ=κ=κ aPaaP  et 

( ) nGaP ∈ , donc ( ) na A∈κ . 
 
La suite d’idéaux { } 0nn ≥A  est croissante (pour l’inclusion) ; en effet, si na A∈  est non nul, il 

existe nGP∈  avec ( ) aP =κ  ; mais alors ( ) 1nDXP +∈ , et ( ) G∈XP  puisque G∈P  et que G  

est un idéal; ainsi ( ) 1nGXP +∈  et  par suite ( ) 1nXPa +∈κ= A . 
 
A est principal, et tA  en est un idéal, donc il existe A∈τ  tel que At τ=A . 
En particulier tA∈τ  et 0≠τ  puisque ( )0t ≠A , et il existe donc tGT ∈  tel que ( ) τ=κ T . 
 
Montrons par récurrence que,  INi ∈∀ : 

tit AA =+   ( )i,1P   

[ ]XTAG it ⊂+   ( )i,2P   
 
1) Pour 0i =  
 
( )0,1P  est immédiate. 
 

Montrons ( )0,2P  : Soit donc tGP∈  : alors ( ) ∗∈κ tP A , et donc il existe ∗∈ Ak  tel que 

( ) τ=κ kP . 

On a clairement ( ) tkTPd <−o , et ( ) G∈− kTP  puisque G∈P  et G∈T ; par suite 

( ) 0kTP =− , i.e. kTP = , et donc [ ]XTAP∈  : [ ]XTAG t ⊂ . 
 
2) Supposons les propriétés vraies jusqu’au rang i, et passons à i+1 : 
 
Montrons d’abord ( )1i,1 +P  : soit A∈σ  tel que A1it σ=++A . L’application de ( )i,1P  nous dit 

que Ait τ=+A  ; enfin 1itit +++ ⊂ AA  implique qu’il existe A∈α  avec ασ=τ . 

Considérons 1itGS ++∈  tel que ( ) σ=κ S . On a ( ) itTXSd 1i +≤−α +o  avec ( ) G∈−α + TXS 1i  ; 

alors ou bien ( ) tTXSd 1i <−α +o  et 0TXS 1i =−α + , ou bien ( ) jt
1i GTXS +

+ ∈−α  avec ij ≤  et 

( )j,2P  s’applique : ( ) [ ]XTATXS 1i ∈−α +  : dans les deux cas, on a KTTXS 1i +=α +  avec 

( ) ijKd ≤≤o , et donc en notant KXU 1i += + , on a UTS=α  et ( ) 1U =κ . 

( ) 1U =κ , et donc on peut effectuer la division euclidienne de S par U : RUQS +=  ; en 
multipliant par α  : RUQS α+α=α . L’unicité de la division par U appliquée à UTS=α  

implique que TQ =α  ; en particulier ( ) G∈αQ  ; or G∉α  (car A∈α , 0≠α  car 0≠τ , et 

( )0A =∩G ), et G  est premier, donc G∈Q  ; de plus TQ =α  implique ( ) tQd =o  ; 

l’application de ( )0,1P  à Q donne TQ β=  avec A∈β . Part suite TT =αβ  ; or T n’est pas nul 



et A est intègre, donc 1=αβ , et ×∈α A . Mais alors ασ=τ  implique AA σ=τ , i.e. ( )1i,1 +P  
est démontrée. 
 
Montrons maintenant ( )1i,2 +P  :  

Soit donc 1itGP ++∈  ; on vient de montrer que A1it τ=++A  et donc il existe ∗∈ Ak  avec 

( ) τ=κ kP  ; clairement, ( ) itTkXPd 1i +≤− +o  ; si ( ) tTkXPd 1i ≥− +o , la récurrence s’applique 

et TKTkXP 1
1i =− + , et donc KTP = , et si ( ) tTkXPd 1i <− +o , alors 0TkXP 1i =− + , et là 

encore KTP = . Ainsi est montrée ( )1i,2 +P , et la récurrence est achevée. 
 
 
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que G est un idéal principal. 

Il est clair en effet que { } U
0i

itG0
≥

+∪=G  ; or on vu que pour tout i, [ ]XTAG it ⊂+ , et par suite 

[ ]XTA⊂G . Comme d’autre part G∈T , on a [ ]XTA=G , qui est bien un idéal principal. 


