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1. ENONCE

Soit A un anneau unitaire commutatif principal.
On considére; un idéal premier d&\[X] tel queg n A =(0).

Alors g est un idéal principal.

2. SOLUTION
Pour toutP0 A[X]”, on notex(P) le coefficient directeur de P.

On rappelle que :
1)  PPOA[X]" etd(P)>d (P)
=
d'(P+P)=d’(P) etk(P+P)=«k(P).

2  PPOA[X]",d(P)=d (P) etk(P)+k(P) %0
d'(P+P)= d°(:;) etk(P+P)=k(P)+«k(P).

3) PPOA[X]" etk(Pk(P)#0
d°(PP)=d" (P):->+ d’(P) et k(PP) =k(P)(P).

@  PPOA[X]" etk(P)OA"
=
D(QR)OA[X]? / P =PQ+R etd’(Q)<d(P).

Pour tout entief = 0, on noteD; ={PDA[X] o (P)= i}, etG =g n Di.

Si g =(0), alorsg est bien un idéal principal.
On se place désormais dans le cagati(0).

Pour tout entiei = Qon considéereg [0  Adéfinie par :
A ={k(P}ee, O{0}

De g n A =(0), on tire 4, ={0} .

G # (0) implique qu'il existe un entier j tel qug; # (0). On note t le plus petit entier tel que
4, #(0) ;onadona> 1

Notons qué < t=> G; =0 ; ou encoreP¢ etd (P)<t = P=0.



Pour toutn> Q 4, estun ideal de A :

en effet, considérons,k’ 0 .4,; si k=0 ou k' =0 ou (k+k')=0, alors (k +k')0 4, ;
sinon, soient PP 0G, tels que k(P)=k et k(P)=k'; on a d'(P)=d (P) et
k(P)+k(P)#0, et donc k(P+P)=k(P)+k(P)=k+k'" et (P+P)IG,, donc
(k+«')0 4,.

De méme siall A ou biena= Oet (a)0 4,, ou bienaz Oet k(aP)=ak(P)=ax et
(@aP) 0 Gy, donc(ak) 0 4, .

La suite d'idéaux{1.},., est croissante (pour Iinclusion) ; en effetasil 4, est non nul, il
existe P0G, aveck(P)=a ; mais alors(XP)1D.., et (XP)O¢g puisquePO¢ et queg
est un idéal; aing{XP) 1 G, et par suitea = K(XP) [ A1

A est principal, et4; en est un idéal, donc il existé] &l que 2, =T A
En particuliert 0 4, et T # 0 puisque 4 # (0), et il existe dond 0 G, tel quek(T)=T.

Montrons par récurrence quéji0  :IN
At+i = At ((Pll)
G O TA[X] (@)

1) Pouri= 0

(o) est immédiate.

Montrons (?20) : Soit donc POG; : alors k(P)0_4.", et donc il existek DA° tel que
k(P) = k.

On a clairementd (P-kT)<t, et (P-kT)Jg puisque POG et TOgG; par suite
(P-kT)=0,i.e. P=KkT, etdoncPOTA[X] : G, O TA[X].

2) Supposons les propriétés vraies jusqu’au ragiggassons a i+1 :

Montrons d’abord(®;.1) : soit 60 A tel que 4. =0 A L'application de(#,) nous dit
que A =TA; enfin 4w U A4 implique qu'il existea [ Aavect =00 .

ConsidéronsSH G tel quek(S)=c. On ad’ (aS-X"'T)<t+i avec(as-x"T)dg ;
alors ou biend* (aS-X"T)<t et aS-X""T = 0, ou bien(aS-X"'T)0G.; avecj< iet
(@2,,-) s'applique : (O(S—X”lT)DTA[X] . dans les deux cas, on@S=X""T+ Kivec
d"(K)<j<i,etdoncen notarly = X" + KonaaS= UTetk(U)=1.

k(U)=1, et donc on peut effectuer la division euclidierdee S par U :S=UQ+ R en
multipliant para : aS=aUQ+aR. L'unicité de la division par U appliquée @S=  UT
implique queaQ = T, en particulier(aQ)Dg ;oraldg (carad A, az0cartz 0O et
GnA=(0), et ¢ est premier, doncQLg ; de plusaQ= T implique d*(Q)=t ;
I'application de(@w) a QdonneQ =B TavecB O A. Part suiteafT = T, or T n’est pas nul



et A est intégre, donaB = ,®t a DA™, Mais alorst =ac implique TA =0 A, i.e. (?,x)
est démontrée.

Montrons maintenani®y,i.1) :

Soit donc PO G+ ; On vient de montrer quel.i. =T /At donc il existek JA" avec
K(P) =k ; clairement,d*(P-kX™'T)< t+i ; si d" (P~ kX'“T)=t, la récurrence s'applique
et P-kX'™T =K,T, et doncP=KT, et si d"(P—kX”lT)<t, alors P-kX'T = Q et la
encoreP = KT . Ainsi est montréde; .. ), et la récurrence est achevée.

Nous sommes maintenant en mesure de montreg @séun idéal principal.
Il est clair en effet que ={O} O UG”i ; Or on vu que pour tout G.i O TA[X], et par suite
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G TA[X]. Comme d'autre paif G, on ag = TA[X], qui est bien un idéal principal.



