Solution du
Probleme 1, 2022

A partir de n’importe quelle configuration le processus finit par effectuer un cycle.

Lorsque le processus passe par une configuration ou les n pieces de gauche sont formées du
méme métal, il effectue ensuite 'un des cycles suivants :

e la suite stationnaire 00 .,

e la suite stationnaire @ --- @ - @,

elecycle -~ ®--® =2 ©®---0

Ces deux remarques rendent évidente 1’équivalence entre les assertions suivantes pour tout
couple (n, k) :
e (n, k) est solution.

e Les seules configurations appraissant dans un cycle sont
® 0.0 O

Une stratégie élégante consiste alors a étudier seulement les configurations apparaissant dans un
cycle pour les différents couples (n, k). On trouve des situations qui permettent d’autres cycles,
donnant les couples non solutions des lemmes 1 et 2 ci-dessous. On trouve également que la
fusion de deux chaines est irréversible et ne peut donc pas avoir lieu dans un cycle, conduisant
a un critére pour les couple solutions du lemme 3.

Théoréme

Les couples solutions sont les (n,k) ot n <k < 3”2—+1

Démonstration. On divise ce résultat en les lemmes 1, 2 et 3 ci-dessous recouvrant tous les cas
a considérer. O

Sik <n—1, alors (n, k) n’est pas solution.

n—1 n
—_———

Démonstration. La configuration 000 est cyclique (stationnaire). O
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Si k> 3%t alors (n, k) n’est pas solution.

Démonstration. Sin =1, alors 3L = 2 et le cas k > 2 n’existe pas. On se place donc désormais

dans le cas n > 2. ’

Ici aussi il suffit de donner une configuration. Si n est pair, on pose m = m’ = %. Sinon, on pose
m = ”T’l et m' = "TH Dans tous les cas on a m+m’ =n, m’ > m et comme n > 2, onam > 1.
On peut donc construire la configuration

m m m' m'

——
. 00..00.---0

qui est cyclique car k est 'une des m derniéres positions et m’ > m, de cycle :

m m m m m m m m
—_—— —_—— —_—— —_——
. 00..00..-0 — ©.--00..00--0
m m’ m’ m m’ m’ m m
. 00..00.-00. - — .00 - 00.-.00.---0

Sin <k < 3L alors (n,k) est solution.

Démonstration. La fusion de deux chaines n’apparait jamais dans un cycle car elle est irréversible.

Cela implique que dans un cycle, k touche toujours une chaine qui atteint une extrémité.
Lorsque k£ = n, le nombre de pieces de chaque métal implique que 'extrémité atteinte

est celle de gauche et donc que les seules configurations cycliques sont 00 -0 <t

o -0

Lorsquen < k < 3";‘ L toutes les chaines maximales présentes dans une configuration cyclique
doivent étre suffisamment grandes pour a la fois recouvrir la position k et atteindre I'extrémité
droite. Cela implique qu’elles contiennent toutes strictement plus de n/2 piéces. Et comme il n’y
a que n pieces de chaque métal, il ne peut y avoir qu'une chaine maximale de chaque métal, i.e.

® 00 00 0. 0
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