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Bonne lecture !
• Si vous n’avez pas bien compris le sujet, consultez la section 1. Sinon, lisez simplement les

définitions ci-dessous.
• On conseille au lecteur courageux les sections 2 et 4.
• Au lecteur pressé, les sections 3 et 4.
• Pour toute question ou remarque, contactez-moi

Definitions. Comme dans l’énoncé, le terme processus désigne l’itération de l’opération. On
dit qu’une chaîne est maximale dans une configuration lorsqu’elle n’est pas contenue dans une
chaîne strictement plus grande.

1 Comprendre le sujet (spoiler free)
C’est déjà un exercice délicat qui demande quelques habitudes de lecture.

1.1 Réflexes de lecture
Rappelons ici trois réflexes indispensables :
• Après une première lecture rapide, accorder plus d’importance à l’exemple donné qu’aux

explications abstraites. Loin d’être une idée naïve, se jeter sur les exemples plutôt que sur
la définition est une bonne pratique chez les mathématiciens de tous niveaux.

• Avoir une attention particulière pour les quantificateurs (”quelque soit l’ordre de départ”,
”à un moment du processus”,...) et l’ordre dans lequel ils apparaissent.

• Relire chaque phrase en s’assurant de ne pas avoir laissé passer un détail du problème.

1.2 Détails de compréhension
Ce qui est décrit est en réalité très simple à concevoir mais l’impossibilité d’interaction avec

le lecteur impose à ce dernier un exercice de reconstitution de l’intuition simple à partir d’un
texte descriptif rigoureux. C’est en fait une activité assez magique de retrouver l’idée vivante de
départ à partir d’un texte froid ... enfin quand on y arrive ! Voici de l’aide.

1.2.1 Utilisation du mot chaîne

La définition de chaîne et la description la plus grande chaîne qui contient la kème pièce
en partant de la gauche sont un premier point délicat qui peut facilement être compris (voire
enjambé) par la lecture de l’exemple. Donnons quelques exemples de l’utilisation du mot chaîne
ainsi défini :

••••••••••
Une chaîne.

••••••••••
Pas une chaîne.

••••••••••
Une chaîne contenant la 5ème pièce en partant de la gauche.

••••••••••
La plus grande chaîne contenant la 5ème pièce en partant de la gauche.
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Dans nos explications on préfère la locution de chaînes maximales pour désigner les plus
grandes chaînes qui apparaissent dans une configuration donnée. Par exemple :

•• ••••• •••
Cette configuration contient 3 chaînes maximales.

En fait, seule la notion de chaîne maximale est utile dans ce problème et sa résolution. La
notion de chaîne en elle-même est inutile et introduit donc une artificialité qui peut perdre
le lecteur. Si les termes chaîne et plus grande chaîne vous embêtent encore, cela
n’empêche pas de trouver la solution, du moment que vous comprenez intuitivement
l’exemple du sujet.

1.2.2 L’opération et le processus

L’opération décrite est simple à comprendre à partir de la description et de l’exemple. Le
point plus délicat est la manière dont elle est utilisée dans le processus et en particulier : l’entier
k est fixé dès le départ et reste le même dans tout le processus. Autrement dit, pour un
entier k choisi entre 1 et 2n, Morgane regarde toujours la pièce en kème position pour effectuer
les opérations successives constituant le processus.

1.2.3 Une information à ne pas manquer

Pour un entier n choisi, il y a n pièces de chaque métal dans les configurations possibles.

1.3 La question
La question est de trouver les entiers n (le nombre de pièces de chaque métal) et k (la position

visée durant toutes les étapes du processus par le déplacement d’une chaîne maximales) tels, que
quelque soit la configuration initiale choisie, le processus passe à un moment par une configuration
dont les n premières pièces sont formées du même métal.

SPOILER ALERT

Les pages suivantes contiennent la solution et une preuve rédigée à ce problème.



2 Idées essentielles pour le lecteur courageux
Il est intéressant de ne regarder qu’une idée à la fois et de chercher à nouveau. Lorsqu’une

idée pouvait se poser sous forme d’une question, on la propose ainsi et les réponses sont données
dans la page suivante.

Idée 1 : On applique le processus indéfiniment à partir d’une configuration donnée, que
finit-il par se produire ?

Idée 2 : Que se passe-t-il lorsque le processus passe par une configuration où les n pièces de
gauche sont formées du même métal ?

Idée 3 : Ces deux remarques rendent évidente l’équivalence entre les assertions suivantes
pour tout couple (n, k) :
• (n, k) est solution.
• Les seules configurations appraissant dans un cycle sont

• · · ·•• · · ·• et• · · ·•• · · ·•.

Idée 4 : La stratégie élégante consiste alors à étudier seulement les configurations appa-
raîssant dans un cycle pour les différents couples (n, k). Il n’y a plus besoin de s’occuper des
autres !

Idée 5 : Trouver des situations où apparaissent d’autres cycles que ceux de l’idée 2.

Idée 6 : Comment peut évoluer la longueur des chaînes maximales lorsqu’on applique l’opé-
ration à une configuration donnée ? Ces évolutions peuvent-elles toutes avoir lieu dans un cycle ?



Réponses aux questions

Idée 1 : Le processus finit toujours par effectuer un cycle entre quelques configurations.

Idée 2 : Il effectue alors l’un des cycles suivants :
• la suite stationnaire• · · ·•• · · ·•,
• la suite stationnaire• · · ·•• · · ·•,
• le cycle• · · ·•• · · ·•�• · · ·•• · · ·•.

Idée 6 : La ”fusion” de deux chaînes est irréversible et ne peut donc pas avoir lieu dans un
cycle.

3 Idées essentielles pour le lecteur pressé
À partir de n’importe quelle configuration le processus finit par effectuer un cycle.

Lorsque le processus passe par une configuration où les n pièces de gauche sont formées du
même métal, il effectue ensuite l’un des cycles suivants :
• la suite stationnaire• · · ·•• · · ·•,
• la suite stationnaire• · · ·•• · · ·•,
• le cycle• · · ·•• · · ·• � • · · ·•• · · ·•.

Ces deux remarques rendent évidente l’équivalence entre les assertions suivantes pour tout
couple (n, k) :
• (n, k) est solution.
• Les seules configurations appraissant dans un cycle sont

• · · ·•• · · ·• et• · · ·•• · · ·•.

La stratégie élégante consiste alors à étudier seulement les configurations apparaîssant dans un
cycle pour les différents couples (n, k). On trouve des situations qui permettent d’autres cycles,
donnant les couples non solutions des lemmes 1 et 2 ci-dessous. On trouve également que la
fusion de deux chaînes est irréversible et ne peut donc pas avoir lieu dans un cycle, conduisant
à un critère pour les couple solutions du lemme 3.



4 Solution complète
Théorème

Les couples solutions sont les (n, k) où n ≤ k ≤ 3n+1
2 .

Démonstration. On divise ce résultat en les lemmes 1, 2 et 3 ci-dessous recouvrant tous les cas
à considérer.

Lemme 1

Si k ≤ n− 1, alors (n, k) n’est pas solution.

Démonstration. Il suffit de donner une configuration de 2n pièces à partir de laquelle le processus
par rapport à la position k n’aboutit jamais au recouvrement des n premières positions par une
seule chaîne.

n−1³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
n³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•• convient.

En effet, comme k ≤ n− 1, la chaîne maximale recouvrant la position k est celle constituée par
les n− 1 pièces d’argent. Cette chaîne se trouvant déjà au début, l’opération ne fait pas évoluer
la configuration décrite et cette configuration ne remplit pas la condition demandée (n premières
pièces = n− 1 pièces d’argent et une de bronze).

Lemme 2

Si k > 3n+1
2 , alors (n, k) n’est pas solution.

Démonstration. Si n = 1, alors 3n+1
2 = 2 et le cas k > 2 n’existe pas. On se place donc désormais

dans le cas n ≥ 2.
Ici aussi il suffit de donner une telle configuration. Si n est pair, on pose m = m′ = n

2 . Sinon, on
pose m = n−1

2 et m′ = n+1
2 . Dans tous les cas on a m + m′ = n, m′ ≥ m et comme n ≥ 2, on a

m ≥ 1. On peut donc construire la configuration

m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•

m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
et celle-ci comporte 4 chaînes maximales comportant chacune au moins m pièces.

Montrons que la condition requise n’est jamais atteinte à partir de cette configuration. k est
l’une des m positions de droite car k > 3n+1

2 et m ≥ n−1
2 donc k + m > 2n (voir lemme

technique). Ainsi, le processus effectue perpétuellement un cycle entre les 4 configurations :

m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•

m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·• −→

m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•

m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•x y
m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•

m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·• ←−

m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m′

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•

m³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ• · · ·•
aucune desquelles ne satisfaisant la condition demandée.



Lemme 3

Si n ≤ k ≤ 3n+1
2 , alors (n, k) est solution.

Démonstration. A partir d’une configuration donnée, le processus fini toujours par effectuer
un cycle comme cela s’est produit par exemple dans la démonstration du lemme précédent. En
effet, le nombre des configurations existantes étant fini et le nombre des opération réalisées étant
infini, il existe une configuration par laquelle le processus passe deux fois et, comme l’opération
est déterministe, la séquence des configurations apparues entre ces deux passages forme un cycle
qui se répète indéfiniment.

Une configuration sera dite cyclique pour une valeur de k donnée si elle apparait dans
un tel cycle. Montrons que lorsque n ≤ k ≤ 3n+1

2 , les seules configurations cycliques sont• · · ·•• · · ·• et • · · ·•• · · ·•. Celles-ci satisfaisant la condition demandée, nous au-
ront alors démontré le lemme.

Remarquons d’abord que l’opération décrite n’augmente jamais le nombre de chaînes
maximales car celles-ci sont déplacées intégralement. L’application du processus à partir d’une
configuration cyclique conserve donc le nombre de ses chaînes maximales, sans quoi cette confi-
guration ne pourrait pas réapparaître. Cela implique que dans une configuration cyclique
la chaîne maximale recouvrant la position k se prolonge jusqu’à l’une des extrémité
de la configuration. Dans le cas contraire, elle serait encadrée par deux chaines maximales qui
se réuniraient en une seule lors de son déplacement, réduisant irrémédiablement le nombre de
chaînes maximales.

Cela permet de conclure dans le cas k = n, car le nombre de pièces de chaque métal implique
que l’extrémité atteinte est celle de gauche et donc que les seules configurations cycliques sont• · · ·•• · · ·• et• · · ·•• · · ·•.

Lorsque n < k ≤ 3n+1
2 , on montre toutes les chaînes maximales présentes dans une

configuration cyclique sont suffisamment grandes pour à la fois recouvrir la position
k et atteindre l’extrémité droite. En effet, cela est d’abord vrai pour la chaîne maximale
recouvrant la position k car n < k et il n’y a que n pièces de chaque métal. Et comme une
opération fait passer cette chaîne en début de configuration et comme la configuration obtenue
est également cyclique, la nouvelle chaîne maximale recouvrant la position k atteint également
l’extrémité droite. La nouvelle chaîne maximale recouvrant la position k est donc celle qui se
trouvait immédiatement à gauche de celle qui vient d’être déplacée. On en déduit le résultat
annoncé de proche en proche.
Comme k ≤ 3n+1

2 , chaque chaîne maximale occupe donc au moins n−1
2 + 1 positions (voir

lemme technique). Et comme il n’y a que n pièces de chaque métal, il ne peut y avoir qu’une
chaîne maximale de chaque métal. Autrement dit, les seules configurations cycliques sont ici aussi• · · ·•• · · ·• et• · · ·•• · · ·•.

Lemme Technique

Soient k et m deux entiers tels que 1 ≤ k ≤ 2n et 1 ≤ m. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) k est l’une des m dernières positions.
(ii) k + m > 2n.

Démonstration. Nous laissons le lecteur se convaincre gràce à argument tiré de notre expérience
du Jeu de l’Oie : k est l’une des m dernières positions si et seulement avancer m fois de 1 position
à partir de la kème nous fait sortir des 2n positions.

Élie Bouscatié, Août 2022, 9 allée des Bruyères à Euronat

Merci à V@J sur le forum Les Mathématiques pour m’avoir fait remarquer une coquille quand
l’entier n est impair.
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