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1 Introduction

La conjecture de Legendre est un probléme inaccessible & I'heure actuelle,
mais cela n’empéche pas de trouver des résultats partiels. La conjecture ex-
plorée dans ce document est proche (mais ni plus forte, ni plus faible), elle
aussi inaccessible jusqu’a maintenant (et pour une durée inconnue). Posons
N, = 7((n+1)?) — 7(n?) le nombre de nombres premiers entre n? et (n + 1)2,
la conjecture de Legendre s’énonce ainsi :

Yn>1,MN, >1

La conjecture que nous allons explorer implique que c’est vrai & partir d’'un
certain rang et dit que quand n — +oo :

n

N In(n)

On démontre dans ce document que :

lim inf <Nn ln(n)> <1 < limsup <Nn ln;n)>

n—r+oo n n—+o00

2 Démonstration de la premiére inégalité

Pour le terme en limsup, la démonstration a en fait déja été fournie dans
[1], mais on va proposer ici une démonstration plus simple. Démontrons déja un
petit lemme :



Lemme 0 : Soit (a,), € ZN une suite d’entiers relatifs pour laquelle on a

ng,n1 € N telle que :
n—1

Vn2n1,zak20

kZ=TLO

Alors il existe une sous-suite extraite (a,x))r telle que :
Vk € N,aw(k) >0

Preuve : On pose AT = {k € N|ay > 0}. Pour montrer la propriété, il suffit de
montrer que AT n’est pas fini. Supposons par I’absurde que AT soit fini. On a :

Z ay + Z ap >0

no<k<n—1,kcAt no<k<n—1,k¢A+
Donc :
Yooow= Y ()
no<k<n—1,k€cAt no<k<n—1,k¢ A+

Mais si k ¢ AT, alors a, < 0 donc a; < —1. On en déduit que :

Vn > nq, Z ap > Z 1

no<k<n—1,k€ A+t no<k<n—1,k¢ At

Comme AT est fini, son complémentaire dans N est dénombrable (de cardinal
infini) donc quand n — +oc0 :

> 1 — 400

no<k<n—1,k¢ At

Mais on a aussi ne = max AT qui existe car AT est fini. On en déduit :

Vn > nq, Z ap > Z 1 — 400

no<k<ng,k€c At no<k<n—1,k¢A+

On obtient donc une contradiction (car la quantité de gauche est constante) ce
qui démontre le lemme.

Pour démontrer le premier résultat, on commence par utiliser I'inégalité pré-
sente dans [2| qui dit que pour tout > 17, on a :

m(x) >

Ainsi, on a :




9
En se rappelant que 7(32) = 4 et —— > 4, on obtient :

In(9)

Vn > 5, 7(n?) — n(3%) >

On a donc par téléscopage :

n— k2 n—1 (k+ 1)2 k2
25, w((k+1)%) Z In( k + 1 TR = k; Ln((/ﬂ +1)2) ln(k2>J

(k+1)* K
n((k+1)2) 1In(k?)
appliquant le lemme 0 & (az)r, on obtient une sous-suite extraite (a,x))r telle
que :

On pose alors a, = m((k + 1)?) — 7(k?) — L J € Z. En

Vk, Ay (k) >0
On peut formuler ce résultat sous la forme équivalente suivante :
(n+1)2 n?
VN € N;dn > N, - <N, 1
" \‘ <ln(n +1) Inn)/] — N (1)

Nous allons montrer que ce résultat implique le lemme suivant :

Lemme 1: Ona:
1
lim sup (Nn n(n)) >1
n

n—-+oo

n(n
Preuve : En multipliant de chaque coté de I'inégalité (1) par , on obtient :

Nz (G )12) - hﬁjz) )| =2

En appliquant |z| > 2 — 1, on obtient :
In(n) (1 [ (n+1)> n? In(n)

NeN,In> N = - —-1) <N,—~2
VVeNIn= N, n (2 <ln(n—|—1) In(n) =N

Cela montre qu'’il existe une suite strictement croissante de nombres entiers
(o(n))nen € NN tel que :

In(p(n) (1 [ (p(n)+1)*  @@m)* \ In(p(n))

N = (2 <1n<sa<n>+1> 1n(<ﬁ(ﬂ))> 1) < Nt @
(n+1)2 n? 2n
In(n+1) ln( ) ln(n)

n2
li -1)=1
n—>+oo n ( (ln (n+1) 111(71)) )
On en déduit avec (2) que :

1
lim sup n(n)Nn > lim sup
n—+oco N n—+o0o (P(n)

donc :

Or quand n — 400, on a

n(e(n) .,

e(n) =




3 Démonstration du théoréme

Nous allons maintenant démontrer le lemme suivant :
Lemme 2 : On a :

vC > 1,YVN € N,3n > N, <)/\/ <C

Preuve : Si on suppose par ’absurde que la propriété précédente est fausse, alors
on dispose de C' > 1 et de N € N, tels que :

V> N,N, >C—2
In(n)
On en déduit que :
c < C [n(n+1) N(N-1)
1 > > -
m((n+1)%) Z Nz € Z ln ln(n) l;vk ~ In(n) ( 2 2
D’ou (par passage a la limsup) :
21 1
lim sup L—i_z)w((n +1)%) >C

n——+o0o (TL + 1)
Or le théoréme des nombres premiers donne que :

2ln(n+1)

lim sup —m((n+1)%) =1

Donc C' <1 ce qui contredit C' > 1 et démontre le lemme.

Théoréme : On a :

lim inf <Nn ln(n)> <1 < limsup <Nn ln(n)>

n——+oo n n——4o00 n

Preuve : L’inégalité avec la lim sup se déduit du lemme 1. Le lemme 2 donne :

vC > 1, hmlnf In(n )./\/'n <C

n~> o0
Ce qui est équivalent a :

lim inf ()J\/ <1

n——+o00 n

Et démontre le théoréme.

4 Conclusion

La démonstration est élémentaire (et je la trouve élégante), mais ce théoréme

In(n)

n .
———, non? (sans le démontrer, bien
In(n)

montre seulement que N, "tourne autour" de asymptotiquement. C’est

un bon argument pour justifier que N,, ~

str).
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