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ANALYSE NUMERIQUE

Partie 1

Dans ce probléme, on se propose d’étudier et d’approcher les solutions de I’ éguation de la chaleur.
11 s’agit d’une équation qui décrit I’évolution en temps et en espace de la température a I'intérieur
d’un corps conducteur de la chaleur, aprés un instant initial £ = 0 ot I’on prescrit cette température.
Dans tout le probléme, le corps conducteur est monodimensionnel et modélisé soit par R soit par
I’adhérence I d’un intervalle ouvert borné I de R. La variable d’espace est notée z (donc z € R
ou z € I suivant le cas). La variable de temps ¢ appartient 2 R, . Les constantes physiques sont
ramenées a 1.

Dans cette partie préliminaire, ainsi que dans les parties 2 et 3, on se place dans le cas ol = € R.
Plus précisément, on cherche une fonction u des deux variables x et t qui représente la température
du corps conducteur au point z et a I’instant £, ou (z,t) appartient a R x R..

On note C}(R) I’ensemble des fonctions a valeurs réelles continues et bornées sur R ; pour
v € CJ(R), on pose [[v]lco(r) = SuP,er [v(2)|- De méme, on note CP(R x Ry ) ’ensemble des
fonctions 2 valeurs réelles continues et bornées sur R x R et, pour v € CP(R x R4), on pose
||U|’!cg(utxuz+) = SUD( t)eRxR4 v(z,t)].

Soit un couple d’intervalles A C R et B C R, (ouverts ou fermés, bornés ou non bornés). A
toute fonction v définie sur A x B a valeurs réelles, on associe les fonctions v.: B — R définies
par v, (t) = v(zx,t) et les fonctions v,: A — R définies par v,(x) = v(z,t). On dit que v appartient
a C™"(A x B) si, pour tout t € B, la fonction v, est de classe C™ sur A et si, pour tout = € A,
la fonction v, est de classe C™ sur B. On dit que v appartient 2 C; """ (A x B) si, en outre, vy est
bornée ainsi que ses dérivées jusqu’a I’ordre m, uniformément par rapport a £, et v, est bornée ainsi
que ses dérivées jusqu’a I’ordre n, uniformément par rapport a .

On cherche une fonction « appartenant 2 C (R x R ) dont la restriction 28 R x R’ appartient 2
C*HR x R?) et satisfaisant 1’équation aux dérivées partielles

2
%—’:(x,t)— %ﬁ(:,z):o, V(z,t) € R x RY, (1.1)

dite équation de la chaleur, avec la condition initiale
u(z,0) = up(z), VzeR (1.2)

oll ug est une fonction a valeurs réelles continue bornée sur R donnée.

Dans cette partie 1, on établit un résultat d’existence et d’unicité pour le probléeme ((1.1), (1.2)).
Dans la partie 2, on étudie deux schémas d’approximation de ce systéme. La partie 3 est consacrée
a des résultats généraux sur les schémas aux différences finies. Enfin, dans la partie 4, on examine
le cas ou la variable d’espace appartient a 1.




Q.1.1. Montrer que

/+Ooe—x2dm=ﬁ
0 2

(indication : considérer le carré de cette intégrale).

Q.1.2. Montrer que la fonction

1 o R
u(x:t) = \/m € A uO(y) dy (13)
—oc

est bien définie pour tout z € Ret tout ¢ € RY,.

Q.1.3. Montrer que la fonction u., ou u est donnée par la formule (1.3), est indéfiniment dérivable sur
RY pour tout z € R. Montrer de méme que la fonction u, est indéfiniment dérivable sur R pour
tout £ > 0.

Q.1.4. Montrer que u vérifie I'équation (1.1).

Q.L.5. i) Montrer que la fonction u peut étre prolongée par continuité a R x B, et que son prolongement
(toujours noté u) satisfait u(z,0) = ug(z) (indication : on pourra poser z = (y — z)/2V/1).
i) Montrer que u est bornée sur R x R, avec ||U||cg(RxR+) < ||U0||Cg(R)- En déduire que u est
solution du probleme ((1.1),(1.2)).

Q.1.6. 1) Montrer que si ug > 0 alors u = 0.

i) Montrer que si ug > 0 est non identiquement nulle, alors pour tout £ > O et tout z € R,
u(z,t) > 0. Qu’en déduit-on a propos de la propagation de la chaleur quand ug est a support
compact ?

Q.1.7. On suppose que ug est périodique de période P > 0. Montrer que pour tout ¢ > 0, u; est
périodique de période P.

Q.1.8. i) Trouver une solution du probléme ((1.1), (1.2)) pour la donnée initiale ug(z) = sin(wz) avec
w > 0 (on pourra chercher u sous la forme u(z,t) = f(x)g(t)).

ii) On suppose que g est périodique de période 2. Soit v € CP(R x R, ), dont la restriction
aR x R} appartient & C> (R x R ), une solution du probléme ((1.1),(1.2)) telle que pour tout
t > 0, v, est périodique de période 2. Pour k € Nett € Ry, on note ai(t) et by (t) les coefficients
de Fourier de v, définis par

2w 2
ap(t) = -1—/ v(z,t)dz, ai(t) = l/ v(z,t) cos(kzx) dx pour k € N*,
27" 0 ™ Jo
L 2 (1.4)
b(t) = ;/ v(z,t) sin(kx) dz pour k € N.
0

De méme, pour t € R, on note a(t) et bk (t) les coefficients de Fourier de %g-
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Montrer que les fonctions a(-) et bi(-) sont continues sur R, et de classe C? sur R? . Exprimer
a;. et bj. en fonction de @y, et b;. En déduire que, pour (z,t) € R x R", v(x,t) peut aussi s’écrire
sous la forme :

v(z,t) = Z ekt [ak cos(kz) + Bk sin(kx)]
k=0

ol oy € R et fi. € R sont des coefficients que I'on précisera.

iii) En déduire qu’alors v = u ol u est la solution donnée par la formule (1.3).

Sous une hypothese de périodicité sur ug, on a ainsi démontré I’unicité d’une solution périodique
du probléme ((1.1),(1.2)). On admettra dans la suite que, pour tout uy € CP(R), la solution du
probléeme ((1.1),(1.2)) est unique.

Partie 2

On se propose maintenant de calculer des approximations de la solution du probléme (1.1), (1.2).
Pour cela, on se donne deux nombre réels h et k strictement positifs et on introduit la grille de points
(zj,tn) = (jh,nk) € R x Ry avec j € Zetn € N. Le réel h est appelé pas de discrétisation en
espace, tandis que k est le pas de discrétisation en temps. On note

k
A= 7 2.1

On s’intéressera a des fonctions discrétes V:Z x N — R dont on notera la valeur au point
(j,n) par Vj“. On note Dz« I’ensemble de ces fonctions discrétes. C’est un espace vectoriel pour
I’addition et la multiplication par un scalaire usuelles. On note [y le sous-espace vectoriel des
fonctions discrétes bornées, que I’on munit de la norme ||V||zxn0o = SUPjez nen [V;| (00 ne
demande pas de démontrer qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel, ni d’'une norme sur cet espace).
On notera aussi Dz 1’espace vectoriel des fonctions discretes sur Z. Si V' est une telle fonction
discrete, sa valeur au point j sera notée V;. On introduit aussi le sous-espace [3° des fonctions
discrétes bornées, normé par ||V||z,oc = sup;cz [V;[. Si V' est un élément de Dz, on note V™
I’élément de Dy défini par (V™); = V.

A toute fonction discréte V sur Z x N, on associe deux fonctions discrétes sur Z x N, notées
V.V et V.V, définies par

v - V=Vl :

n ‘/J?}f'l Sauned T
(VzV)} = —57——, (VLV)] =

h 1 h 2

On appelle la premiére quotient aux différences finies progressives en x et la deuxiéme quotient aux
différences finies rétrogrades en z. On définit aussi le quotient aux différences finies progressives

ent:
N Jn+l o V;l
(v )=t — 2= (23)




On introduit alors un premier schéma aux différences finies

V.U -V,V,.U=0,
(2.4)

UJ0 = ug(z;) pour tout j € Z,
ou V;V, dénote I'application de Dz dans lui-méme composée de V., par V.. La deuxiéme’
relation est appelée condition initiale pour le schéma.

Le but de cette partie est d’étudier le comportement asymptotique des solutions du schéma (2.4)
quand les pas de discrétisation tendent vers 0, 2 A fixé, et de déterminer 2 quelles conditions et en
quel sens on obtient ainsi des approximations des valeurs de la solution du probleme ((1.1),(1.2))
sur les points des grilles correspondantes.

Q.2.1. Montrer que le schéma (2.4) définit une et une seule fonction discréte U € Dz .
Q.2.2. On note £y I'application de Dz dans Dz définie par
(BaV); = AV + (1 =2X0)V; + AV, _;. (2.5)

Montrer que E) est une application linéaire qui envoie [5° dans lui-méme et qu’elle est continue
sur cet espace, de norme

1 siA <1/2,
On dit que le schéma est stable si
ACVn,  ||EX|lzap ) < C,

ou EY désigne la composition de E), avec elle-méme n fois.

En déduire que, si A < 1/2, le schéma est stable et qu’alors U appartient 2 I35, avec

0
1Ullzxn.c0 < U7 Iz,00 < lluollcor)- 2.7

Q.2.3. Dans cette question, on s’intéresse au cas A > 1/2. Considérant la donnée initiale U ;’ = (-1),
montrer que U n’appartient pas nécessairement a I35, ;. On dit dans ce cas que le schéma est instable.

Q.2.4. Soit v une solution de I’équation (1.1) qui appartient a I’espace C:“Z(R x R4 ). On note Vj" =
v(x;,tn). On fixe A < 1/2. Montrer qu’il existe une constante C qui ne dépend que de la dérivée
partielle de v d’ordre 4 en x et de la dérivée partielle de v d’ordre 2 en ¢, telle que

IVeV = V.V V] zxN.oo < Ch. (2.8)

Laquantité || V,V — V. V.V ||z xn o est appelée erreur de cohérence du schéma (on dit aussi erreur
de consistance). Comme elle tend vers 0 quand h tend vers 0, on dit que le schéma est cohérent
avec I’équation de la chaleur (on dit aussi consistant).
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Q.2.5. On suppose que la solution u du probleme ((1.1),(1.2)) appartient a I’espace Cg,z (R x Ry)et
I’on note (?J'-‘ = u(z;,t,). Fixant A < 1/2, en déduire qu’il existe une constante C telle que pour

tout T' > 0,
sup |UP - U7| < CTh?,
JEENSE
(on pourra poser £7 = (VU — V.V, U)?, 21 = Ul — U} et étudier la fonction discréte Z). O=
dit que le schéma est convergent et du deuxieme ordre en espace.

Q.2.6. On considére un second schéma aux différences finies :

2 1 /h? 2oin
V.U - V. V,U + 3 (? - k)(v,v,) U =0,

UJQ = ug(z;) pour tout j € Z,

ol (V. V. )? désigne la composition de V; V. par lui-méme.

Ecrire la premiére relation de (2.9) sous la forme U™*! = E\U™ pour n € N, ou E;
une application linéaire continue de [7° dans lui-méme. Montrer que ce schéma est stable
1 2
§SASS

On peut montrer (mais on ne demande pas de le faire ici) que le schéma (2.9) est converg
d’ordre 4 en espace pour § < A < 3.

Partie 3

Dans cette partie, on envisage la situation plus générale suivante : on considere des schémas
différences finies de la forme
n+l __ n = n
UMt = (BU™); =) apUp,,
pEL (3.
UY = ug(x;) pour tout j € Z,

ol les coefficients a,, sont des constantes réelles données qui sont nulles sauf pour un nombre
de valeurs de p.

On dira que le schéma est cohérent avec I’équation de la chaleur (ou, de fagon abrégée, cohé
si, pour toute solution v € C: (R x R.) de I’équation (1.1), on a

" 1 3
sup |(V:V)} — % Z(ap — 8op) Vi ,| — 0 quand h — 0, (
n,j

pEZL
od V' = v(zj, tn), Sim est le symbole de Kronecker et ) est fixé.

Pour I"étude de la stabilité du schéma, il est utile de considérer dans cette partie 3 des fonc
discrétes a valeurs complexes. On conserve pour ces fonctions a valeurs complexes les notat:
Dz et I3° de la partie 2, en remplagant les valeurs absolues par des modules.



Si & est un R-sous-espace vectoriel normé de Dz, dont la norme est notée || - || #, on dira que
le schéma est stable dans .F si E envoie .# dans Z et s’il existe une constante C' > 0 telle que

YV e F,VneN, IE*V]# < C||V| . (3.3)

On associe a I’application linéaire £ un polyndme trigonométrique

P(§) =) a,e™™, olf€R, (3.4)

PEL
appelé polynéme caractéristique de E.

Q.3.1. Montrer que si

a, =1, pa, =0 et pla, = 2), (3.5)
> > 3

peZ pEL pEL

le schéma (3.1) est cohérent. En déduire qu’alors
P(€) = 7" + o(€?)
au voisinage de § = 0.

Q.3.2. Soit 74: Dz — Dg la translation (7.V); = Vj.,. Montrer que si & est un R-sous-espace
vectoriel de Dy tel que 7 & = &, alors E envoie # dans lui-méme.

Q.3.3. On s’intéresse dans cette question 2 la stabilité du schéma (3.1) dans le sous-espace
B ={V €Dg||V|zz < +oc}, (3.6)

muni de la norme o
Vllzz = (3 v;1?) 3.7)
JEZ
(qui en fait un espace de Hilbert).

A toute fonction discréte V appartenant a l2, on associe une fonction sur [0, 27] a valeurs
complexes, qu’on appellera transformée de Fourier de V' et que I’on notera V, définie comme suit.
Notant L%(0, 27) I’espace de Hilbert des (classes de) fonctions mesurables sur [0, 27] 2 valeurs dans
C dont le module est de carré intégrable, muni de la norme ||g|| £2(0.27) = (5= J&™ [9(€)|? d€) e,
on pose

V(€)= Z Ve '8, (3.8)
J€E
On admettra que cette série converge dans L?(0,2r) et que I’application V — V réalise une
isométrie de 3 sur L?(0, 2m) (identité de Parseval).
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Exprimer (E‘T/ ) en fonction de V et en déduire que le schéma (3.1) est stable dans I3 si et
seulement si

VEER, |P(I<1 (3.9)

Application : montrer que le schéma (2.9) est stable dans 2 si et seulement si A < 2/3.
Q.3.4. Montrer que si le schéma (3.1) est stable dans I3, alors nécessairement I’inégalité (3.9) a lieu.

Q.3.5. On dit que le schéma (3.1) est parabolique au sens de John si son polyndme caractéristique
satisfait
VEER,0<[{|<m, |P(¢)]<1. (3.10)

1) Montrer qu’il existe des nombres réels a,,,,, nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de pan
fixé, tels que E™ s’écrit sous la forme

(B"V); = Zaan}_,,.
peEZL
Montrer que

i i
ap = 5r [ PEe
et que

IE™ | 2z ey = Y langl.
pel

ii) Montrer que si le schéma est parabolique au sens de John et cohérent, il existe une constante
¢ > 0 telle que

VEER,|E| <7, |P(E)|<e . 3.11)

iii) Montrer que dans ce cas, il existe une constante M telle que I’on ait les deux inégalités
M My/n
la"pls\/_h' pour n # O et |a.,1,,|§p—2 pourn # Oetp # 0,

En déduire que le schéma est stable dans [3°. Application : montrer que le schéma (2.9) est aussi
stable dans 3° pour A < 1/6 (on sait déja qu’il est stable pour 1/6 < A < 2/3).

Q.3.6. On dit que le schéma (3.1) est d’ordre [ > 0 si pour toute solution v de I’équation (1.1) assez
réguliére, on a pour \ fixé

| ¥
sup (V. V)} — 2 D (ap — bop)V,| < C(v)h'. (3.12)
Soit un schéma d’ordre [ et stable dans I5°. Supposant que la solution u du systeme ((1.1),(1.2))
est assez réguliére pour satisfaire (3.12), montrer que le schéma est convergent et d’ordre [ en espace
au sens ou pour tout 7" > 0,
sup |Up - U7| < CTh'.
FEZ<T/k

Donner une condition suffisante sur les coefficients a,, pour que le schéma soit au moins d’ordre 4.




Partie 4

On s’intéresse maintenant 2 I’équation de la chaleur sur un intervalle borné I. Sans perte de
généralité, on prendra I = 0, n[. Il faut compléter le probléeme par des conditions aux limites
imposées aux extrémités de cet intervalle. On considérera ici le cas des conditions de Dirichlet
qui consistent & imposer une valeur donnée de la température aux extrémités de I'intervalle. Plus’
précisément, étant donné up € C([0,7]) telle que uo(0) = ug(w) = 0, on cherche une fonction
u € CP(I x R.) dont la restriction 2 I x R?. appartient 2 C*1(] x R’ ) et satisfaisant I’équation
aux dérivées partielles

Ou 0%u ”
E(I,t)—@(.t,t)=0, V(x,t)E]XR_,_, (4])
avec la condition initiale
u(z,0) = up(z), Vzel, (4.2)

et les conditions aux limites
u(0,t) = u(m,t) =0, VteR.. (4.3)

Pour I’approximation numérique de ce probléme, onse donne k > 0, M € N*eth = 7/(M +1).
On introduit la grille de points (z;,t,) = (jh,nk) € I xR, avec0 < j < M + letn € N.
Comme précédemment, on note A = k/h2. On cherche 2 définir des schémas aux différences finies
qui fournissent des valeurs approchées U}' de la valeur exacte de la solution u au point (z;, t,,),
1 <j< M,n €N Onnotera U = (Ul')1<j<m € RM et U = (U"),en. Cette dernidre
notation désigne donc une suite de vecteurs de R™, ou de fagon équivalente, une fonction discréte
sur {1,..., M} x N. Toutefois, on attire ’attention des candidats sur le fait que I'entier M tend
vers +o0c quand le pas de discrétisation en espace h tend vers 0.

Si V désigne une suite (V") ,cn de vecteurs de R | on définit les quotients aux différences finies
V.V, V.V etleur composition V.V, V comme 2 la partie 2, en remplacant dans le développement
de ces expressions V" par 0 pour j < 0 et pour j > M + 1. On définit de méme V.V, ainsi que le
quotient aux différences finies rétrogrades en ¢ :

_ vp -Vt
(VV)} = %— (4.4)
pourn>letl <j<M.
On introduit deux schémas aux différences finies, I’'un progressif
{ (V.Up — VI@IUP); =0pourtoutn > Oetj€ {1,..., M}, s
(Up)§ = uo(z;) pour tout j € {1,..., M},
I’autre rétrograde
{ (VUg — VIVQEUR);1 =0pourtoutn > letj € {1,..., M}, i
(Ur); = uo(z;) pour tout j € {1,..., M}.
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Q.4.1. Montrer que le probléme ((4.1),(4.2),(4.3)) admet une solution (on pourra prolonger ug de fagon
appropriée). On admettra dans la suite du probléme que cette solution est unique. Montrer que
uz(t) — 0 quand t — +o0.

Q.4.2. Montrer que les schémas (4.5) et (4.6) sont respectivement équivalents 2

{ Uptt = AWUp, i

(Up)? = up(z;) pourtout j € {1,..., M},
et

B(\)UR*! = UR,
{ (AUR R 438

(UR)? = ug(z;) pour tout j € {1,..., M},
pour deux matrices carrées M x M fonctions de ), A(X) et B(A), que I'on explicitera. En déduire

qQue ces deux schémas sont bien définis au sens ol pour chaque donnée initiale, ils déterminent
chacun une et une seule suite de vecteurs de RM .

Q.4.3. On munit RM de la norme Vhoo = sup, |V;|. On dit qu’un schéma est stable s’il existe une
constante C' indépendante de h (on rappelle que h = 7 /(M +1)) telle que |[U|h,00 £ CIU°|Ih.00
pour tout n et toute donnée initiale U°.

Montrer que le schéma (4.5) est stable si et seulement si \ < 1/2, alors que le schéma (4.6) est
stable pour tout A.

Q4.4. On suppose que la solution u du probleéme ((4.1 ),(4.2),(4.3)) appartient a C':‘z(I_ xRy)etl’on
note U/ = u(z;,t,). Montrer qu’il existe une constante C ne dépendant que de u telle que pour
tout " > 0,

sup |(Up)7 - UF| < CTH?,
1< <Mn<E

si A < 1/2 d’une part, et

sup  |(Ur)} = U?| < CT(k + h?),
1< <M<

quel que soit A fixé, d’autre part.

Quels sont les avantages et les inconvénients comparés des schémas (4.5) et (4.6) ?

Q.4.5.  Pourconcilier les impératifs de précision et de faible cofit de calcul, on introduit le schéma suivant

1 - p
(VU)] - §[Vsz(U" + U™1)]; = O pourtoutn > Oet j € AETRES AR 49)

UJQ = up(z;) pourtout j € {1,..., M},

ol I’on appliqué I’opérateur V. V.. comme indiqué dans I’introduction de la partie 4.




1) Montrer que ce schéma se réécrit sous la forme

B(A\/2)U™ ! = A(\/2)U™,
° / O/ ) (4.10)
U; = ug(x;) pourtout j € {1,..., M}.
11) Montrer que son erreur de cohérence satisfait
= 1 iy =
sup (V. V) — 5[VaVa (V" + V™| < C(u)(k* + b2, @.11)
J.m

avec les notations habituelles (v solution de (4.1) appartenant & C’: (T x R4)).

Q.4.6. La question de la stabilité du schéma (4.9) est plus délicate. Pour I’étudier, on commence par

noter UJ’.'“/ - 3(UR + U™, de telle sorte que le schéma devient

{ (VU)} = (V:V U"*/2); pourtoutn > Oetj € {1,..., M}, -

U;-)=uo(:rj)pourloulj€ {1,...,M}.

On munit RM du produit scalaire euclidien usuel (W, Z);, = Z;’il W;Z; etl'onnote |W||p2 =
(W, W), la norme associée.

i) Etablir la formule de sommation par parties

YW,ZERM,  (V.V.W, 2 = ~(VaW, Vo2)h = Wi Znr.

11) Montrer que
VW eRM,  |Wllheo < Vha|[V:W (2.

- n 2
iii) Montrer que la suite (||V.U"|% , + g,fi)—)n@l est décroissante. Supposant que ug est de
classe C, en déduire que

1U™ [In,00 < mllugllcoqjon)-

iv) Supposant que la solution u du probléme ((4.1),(4.2),(4.3)) appartient a I’espace C:’a (IxRy),
montrer qu’il existe une constante C(u) ne dépendant que de u telle que
IU™ = T"ln00 < Cu)VT(R? + k?)

pour nk < T'. Quels sont les avantages du schéma (4.9) ?
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MECANIQUE GENERALE

INTRODUCTION

L’espace IR™ est muni de son produit scalaire standard défini par z - y =
m
> TkYk, quand T = (2),...,Tm) €t ¥ = (y1,...,4m). La norme euclidienne
k=1

associée est ||z|| = /- z.

On fixe une fonction V € C3(IR™, R), c'est-a-dire : V est trois fois conti-
nument différentiable sur IR™ et & valeurs dans IR.

La différentielle d'une application est désignée par la lettre D.

Siz € IR™, le gradient de V en z par rapport au produit scalaire standard
de IR™ est noté : VV(z).

Nous étudions ici une équation différentielle du second ordre de la forme :
(Noe) q(t) — 6q(t) + VV(q(t)) = e(t)

ou § € IR, et ou e est une fonction continue définie sur un intervalle de IR &
valeurs dans IR™.

Cette équation représente une équation de mouvement en présence d’une
force extérieure e(t) et d'un terme §z(t) qui peut exprimer un amortissement
ou une amplification selon le signe de 4.

Dans la premiére partie, nous étudions une fonctionnelle d’action pour établir
un principe de Maupertuis associé a cette équation. Dans la deuxiéme partie,
nous étudions certaines propriétés des solutions de cette équation. Dans les




parties troisitme et quatriéme, nous étudions des branches de trajectoires
périodiques.

Si ty < t; sont deux nombres réels, 1’espace des fonctions continues de
I'intervalle [to,¢;] dans IR™ est noté C°([to, t;], IR™), et est muni de la norme

Iplleo := sup{lle(t)ll : £ € [to, 1]}

L’espace des fonctions continiment dérivables de [to,?;] dans IR™ est noté
C*'([to, t1], IR™), et est muni de la norme

. . . dy
el = Nolloo + 12l 0 0= 22.

L’espace des fonctions deux fois continament dérivables de [to, ;] dans IR™
est noté C?([to, t1], IR™), et est muni de la norme

d*p

dt?”

Rappelons que ces trois espaces vectoriels normés de fonctions sont des es-
paces de Banach.

"<P”(*2 = “‘P"oo o ”W“oo + "‘p”om ou ¢ =

PARTIE I

Dans cette partie, on fixe to € IR, t; € IR, ty < t;, 7o € IR™ et n; € IR™.
On définit les ensembles de fonctions suivants :

A:={g e C'([to, t1), R™) : g(to) = no, g(t1) =m},

et
B:= {h € Cl([to,tl],lRm) . h(to) = h(tl) = 0}

En d’autres termes, A est I'ensemble des arcs paramétrés continiiment dérivables
qui joignent deux points fixés de IR™, et B est un ensemble d’arcs paramétrés
fermés.

On fixe une fonction continue ¢ : IR — IR™, et on fixe § € IR.

On considére la fonctionnelle :

g C‘([to,tll,lR’") — IR
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définie par :
7@) = [ exp(=80) (G101 = Vae) + o) () .

On considére aussi les opérateurs (= applications)
in : C'([to, t1], R™) — C°([to, t1], IR™)

et
% : Cl([to,tl],lRm) = CO([to,tl],H?"‘)

définis par .
in(q) :==gq, et 7@ =2

1/ Démontrer que les applications in et % sont différentiables sur I'espace
C'([to, t1], IR™), et calculer leur différentielles.

2/ On considére la fonctionnelle
B : C%([to, 1], R™) x C°([to, t1), R™) — R

définie par :

Blz,y) = [ exp(-60)(a(t) (D)t
to
et la fonctionnelle
Jl . Cl(lto,t]], R’") — IR

définie par 5.5
1
Ha) = [ exp(=st)la(e)| .

2.1 Démontrer que B est bilinéaire continue.

2.2 Déduire de (2.1) que J, est différentiable sur C([to, t;], R™), et
calculer sa différentielle.
2.3

Démontrer que pour toutes g, h € C([tg, 1], IR™), on a :

& h(a+0m),., = [ exp(=t)(a(e) - (o)




3/ On considére la fonctionnelle
J3 e Cl([to,tl], R"') — IR
définie par

Ji(g) = /to " exp(—6t)(q(t) - e(t))dt.

3.1 Démontrer que J; est différentiable sur C*([to, t;], IR™), et calculer
sa. différentielle.

3.2 Démontrer que pour toutes ¢, h € C'([to, #;], IR™), on a :
d 2
TGP+, = [ exp(=st)(A(t) - ().

4/ On considére la fonctionnelle
J2 b Cl([to,t]], H?m) _— EZ
définie par
3]
Ta(g) = [ exp(~8t)V (q(t))at.
to

4.1 Démontrer que pour toutes g, h € C'([to,#,], IR™), on a :

T+ 0)y = [ exp(~60)(VV (a(t)) - At

0

4.2 Fixons g € C°([to, 1], IR™) et £ > 0.
Démontrer qu’il existe un nombre réel a = a(g,&) > 0 tel que, pour
tout ¢ € IR™ et pour tout t € [tg, 1],

si [|C—q(®)||l < @ alors ||[VV({q(t)) - VV({)I <&

4.3 Fixons q € C%([to, t1], IR™) et £ > 0.
Démontrer qu’il existe un nombre réel 8 = §(g,£) > 0 tel que, pour
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toute h € C%[to, t;), R™), si lh]le < B, alors, pour tout t € [to, 1], on
a:

V(a(®) + h(t)) = V(g(t)) = VV(4(2)) - A(t)| < e.[|h]oc.

4.4 Démontrer que J, est différentiable sur CY([to, t1), IR™), et calculer
sa différentielle. .

5/ Démontrer que J est différentiable sur C'([to, t1), R™), et calculer sa

différentielle.

6/ Soit ¢ € A telle que, pour toute h € B, DJ(q).h = 0.

Notons, pour chaque ¢ € [t, ] :
P(t) := exp(—6t)(~=VV(q(2)) + e(t)),

1
T0(t) := / P(s)ds.
to
6.1 Démontrer que, pour toute h € B,ona:

/,:l("n(t) + exp(—6t)(t)) - h(t)dt = 0.

6.2 Notons :

t i to /:("H(t) + exp(—6t)g(t))dt.

Démontrer que, pour tout t € [to, 1], on & :

(—T1(2) + exp(—6t)q(t)) = p.

(Indication : on pourra considérer la fonction h qui est la primitive
de la fonction t — —II(t) + exp(—0t)q(t) — u)

ITRES

6.3 Démontrer que g € C?([t,, t1), IR™) et que, pour tout ¢ € [to, 1], on
a:

(Ns.e) (1) = 84(t) + VV(a(t)) = e(2).

7/ Soit g € C*([to, t], IR™) N A une solution de (Noe) sur [to, t,].

Démontrer que, pour toute h € B, on a DJ (g).h=0.




PARTIE 11

Soit I un intervalle de IR, et soit q une solution de (ANjo) sur I.
On définit la fonction E : I — IR en posant :

B(t) = 5 a(e)IP + V(a(0).

1/ Démontrer que si § > 0 (respectivement § < 0) alors E est croissante
(respectivement décroissante) sur I.

2/ Démontrer que si § > 0 (respectivement § < 0) et si la dérivée ¢ ne
s’annule pas sur I, alors E est strictement croissante (respectivement
strictement décroissante) sur I.

3/ On suppose que I = IR, que § # 0, et que g est périodique.
Démontrer que E est périodique et que g est constante.

4/ On suppose que V est a valeurs positives. On suppose que § < 0 et
que g est une solution non prolongeable de (Njo). On fixe ¢y € I.

4.1 Démontrer que, pour tout ¢ € IN J¢o, +o0[, on a :
lg@®)l < \/2E(to).

4.2 Démontrer que, pour tout ¢ € IN ]y, +0c[, on a :
gl < llg(to)ll + (2 — to)/2E(t0).

4.3 Démontrer que ¢ est définie sur [to, +00[.
(Indication : on pourra démontrer que dans le cas contraire, ||q(t)| +
[lg(t)|| tend vers linfini en un temps fini.)
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PARTIE III

On fixe T € ]0, +o0].

On note C9 l'ensemble des fonctions continues de IR dans IR™ qui sont
périodiques de période T'.

On note C} (respectivement C%) I'ensemble des fonctions de C§ qui sont .
continiiment dérivables (respectivement deux fois continiiment dérivables).
L’espace C% est muni de la norme

llelloo := sup{[le(t)l| : ¢ € IR},
'espace Cr. est muni de la norme

lelier = llelloo + lllloo:

et 'espace C% est muni de la norme

leller = el + li#lloo + 1E]loo-
Rappelons que ces trois espaces munis des normes pré-citées sont des espaces

de Banach.

On fixe go € IR™ tel que VV(q) = 0, et tel que la différentielle seconde
D?V (go) soit inversible.

On considere I’équation différentielle :
(Lon) i(t) — 61(t) + DV (go)z(t) = h(t).
On consideére 'opérateur :
®:C2ix RxC— C}
défini par :
®(q,6,e):=G—6¢+VVoqg—e.

Lorsqu’elles existent, nous noterons D,®(q, 6, €) (respectivement D>®(q, 6, €),
respectivement D3;®(q, &, €)) la différentielle de 'application partielle (-, 6, €)
(respectivement ®(gq, -, €), respectivement ®(g,8,-)) au point g (respective-
ment &, respectivement e).




1/ Expliciter la relation entre les solutions périodiques de période T de
(Ns.e) (équation définie 4 la question (6.3) de la Partie I) et 'opérateur
d.

2/ 2.1 Démontrer que D,®(q, 6, €) existe en chaque point (g,6, ) de 'espace
C% x IR x C?, et que I'application D;® est continue sur C% x IR x C3.
(Indication : on utilisera une démarche similaire a celle de la question
4 de la Partie I.)

2.2 Démontrer que D»®(g, 6, €) existe en chaque point (g, 6, €) de ’espace
Ct x IR x C3, et que 'application D,® est continue sur C2 x IR x C3.

2.3 Démontrer que D3®(q, 6, e) existe en chaque point (g, &, €) de 'espace
C% x IR x C¢, et que I'application Dy® est continue sur C2 x IR x C3.

3/ Démontrer que @ est continiiment différentiable sur C2 x IR x C%.

4/ Expliciter la relation entre ® et les solutions périodiques de période T°
de (LJJ,).

5/ Soit M € L(IR™, IR™). Rappelons que I'équation adjointe a 1'équation
z(t) = Mz(t) est I'équation w(t) = —MTw(t), ou MT est la transposée
de M.

5.1 Ecrire (Ls0) sous forme d’une équation différentielle ordinaire du
premier ordre.

5.2 Ecrire I'équation adjointe a I’équation du premier ordre équivalente
a (Lsp), puis écrire cette équation adjointe sous forme d'une équation
différentielle du second ordre.

6/ Soit M € L(R",IR"). On note t — X(t) € L(R", IR") la résolvante
de I'équation z(t) = Mz(t), c’est-a-dire que pour tout ¢t € R, X (t) =
MX(t), et X(0) = I, Pidentité de IR".

6.1 Démontrer que Y (t) := (X(t)™')" est la résolvante de I'équation
adjointe w(t) = —MTw(t).

6.2 Soit e € IR". Démontrer que les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

Tournez la page S.V.P.




7/

8/

- 20 —

(i) 11 existe w(.) solution T-périodique de 1'équation adjointe
w(t) = —MTw(t) telle que w(0) = e.
(ii) e € Ker(X(T)™! - I)".

6.3 Soit b € C7. Démontrer que I'équation () = M 2(t) + b(t) possede
une solution T-périodique si et seulement si il existe Zp € IR" tel que

(X(T)' - L)z = /OTX(T)_lb(T)dT.

6.4 Soit b € C7. On note 8 := [J X(7)~'b(r)dr. Démontrer que
I'équation 2(t) = M2z(t) + b(t) posséde une solution T-périodique si
et seulement si pour toute w(.) solution T-périodique de 1’équation
adjointe w(t) = —MTw(t), on a :

Y &
A b(t) - w(t)dt = 0.

Démontrer que D;®(go, §,0) est bijective.
(Indication : on pourra utiliser la question 3 de la Partie II. )

On fixe &y # 0. Démontrer qu'il existe £ > 0 tel que, pour tout § € IR
tel que |6 — &| < €, et pour tout e € C{. telle que ||e]|o < &, il existe
%s. € C7 telle que g5, est solution de (Nj,) et telle que g5, tend vers
go quand ¢ tend vers §; et e tend vers 0.

PARTIE IV

Dans cette partie nous supposerons que VV/(0) = 0, que D?V(0) est inversible
et que toutes ses valeurs propres sont strictement positives. Les valeurs
propres distinctes de D?V/(0) sont :

wf<w§< <wf.

Pour i € {0, 1, 2}, nous considérons :

P':={q € C;, :Vte R,q(-t) = q(t)}.




Nous considérons 'opérateur F': IR x C}, — C3_ défini par :

F(w,q) :==w?j+VVogq.

Nous noterons aussi F' la restriction de cet opérateur de IR x P? dans P°.

Nous fixons une valeur propre w;‘? de D*V(0) dont la multiplicité est égale &
5

Nous fixons & un vecteur propre de D*V(0) associé 4 la valeur propre wjz.
Pour chaque k& € IN, on note :

Ly == —wik*I, + D*V(0) € L(IR™, R™),
ou I,, est 'application identité de IR™.

1/ Que représentent pour 1'équation (Npy) les couples (w, g) qui annulent
F?
(Indication : on pourra considérer la fonction u(t) = g(tw).)

2/ Démontrer que F est continiment différentiable et que, pour toute
heP? ona: i
DyF(w;,0).h = w?h + D*V (0).h,

ol DyF(w;,0) est la différentielle de F(wy,-) au point 0.

3/ Soit g € P. Démontrer que le développement en série de Fourier de ¢
est de la forme : ¥ g cos(kt), ou les coefficients g sont dans IR™.
k>0

4/ Démontrer qu'il existe £ € L(IR™, IR) telle que : Ker{ = Im L, et
oE) =1

5/ Soit u € P? et v € P° telles que Dy F(w;,0).u = v.
On note - wuy cos(kt) la série de Fourier de u, et ¥ vy cos(kt) la série
k>0 k>0

de Fourier de v.
Démontrer que, pour tout k € IN, Li(uy) = vy.

6/ Démontrer que KerD,F(w;,0) est le sous-espace vectoriel de P? en-
gendré par la fonction g, := [t — (cost)¢)).
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7/

(NR)

8/

SOit B [ L(m’n, mm), SOit ko &€ IN:, i W\ {0} tel que kg =~ "B"C1 0"1
|| - |l est la norme des applications linéaires.
Pour tout k € IN, on pose :

By := (~k*I,, + B).

Pour tout entier k > kg, on pose :

1

Ck = B,:l -+ ;C—éIm

Soit x € P et soit 3 z cos(kt) la série de Fourier de z.

k=0
7.1 Démontrer qu’il existe & € ]0, +00[ tel que, pour tout entier k > ko,
ona:

1

ICkllc < ag

7.2 Démontrer que Y. Ci(xi)cos(kt) est la série de Fourier d'une fonc-
k>ko

tion élément de P2.

7.3 Démontrer que Y ;‘;:z:k cos(kt) est la série de Fourier d’une fonc-
k>k

tion élément de P2.

(Indication : on pourra démontrer que toute fonction paire (respec-
tivement impaire) continue périodique de moyenne nulle admet une
primitive périodique impaire ( respectivement paire) de moyenne nulle.)

Nous fixons ko € IN, tel que ki > Z||D?*V(0)|lz, et nous supposons
3

que, pour tout entier k tel que 2 < k < ky — 1, wfk’ n'est pas valeur

propre de D?V (0).

On définit 1'application linéaire Q € L(IR™, IR™) par Q(z) := £(z)E&,
ou £ est fournie par la question (4).
Démontrer que :

ImD;F(w;,0) = {v € P°: Q (% / ) costdt) = 0}.




9/ On note S} := KerD,F (w;j,0) et S, un sous-espace vectoriel fermé
supplémentaire de S; dans P2. Ainsi on a :

P2=S]€B.52551XSQ,

ce qui signifie que I'application (s, s2) = s; + 59, de S; x S, dans P2
est un isomorphisme d’espaces vectoriels qui est bi-continu.

On note W) := ImD,;F(w;,0) et W, un sous-espace vectoriel fermé
supplémentaire de W; dans P°. Ainsion a :

P0=W1@WQEW1XW2,

ce qui signifie que I'application (w,, ws) — w) + wy, de Wy x W, dans
P? est un isomorphisme d’espaces vectoriels qui est bi-continu.

On note F(w,q) = (Fi(w,q), F2(w,q)) € W, x W,.

9.1 Démontrer qu’il existe un voisinage Q de w; dans IR, un voisinage
R, de 0 dans S;, un voisinage I de 0 dans IR, un voisinage R, de 0
dans Sy, et une fonction continiment différentiable ¢ : Q x Ry — Ry
tels que, pour tout (w,8,q:) € 2 x R; x Ry, on a :

Fi(w, (0g.,2)) = 0 = g2 = p(w, 0g.),
ol g, provient de la question (6).

9.2 Démontrer qu'il existe une forme linéaire continue A sur P° telle
que, pour tout (w,8) € 2 x I, on a:

A(F(w, (0g., p(w,0q.))) = 0 = F(w, (9q., p(w, 8g.)) = 0.
10/ On admettra que I'application F' est deux fois continiiment différentiable.

On définit la fonction f: Q x I — IR par :

f(w,0) := A(F(w, (6., (w, 04.))).

10.1 Démontrer que, pour tout w € Q, on a f(w,0) = 0.
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11/

12/

10.2 Démontrer que :

le(wj,()) = (
D} f(w;,0) = 0
Dyf(w;,0) = 0

A

nglf(w],O) = (D%lF(wJ‘,O).q.)

ou D, f et D,f désignent respectivement les différentielles partielles du
premier ordre par rapport a la premiére et par rapport a la deuxiéme
variable de f, ol D} | f désigne la différentielle partielle seconde par
rapport a la premiére variable de f, et ou D2, f désigne la différentielle
partielle du second ordre, une fois par rapport a la premiére variable,
une fois par rapport a la seconde variable, de f.

On suppose que D, F(w;,0).q. ¢ W;.
On définit la fonction g : @ x I — IR par :

f(w,0)
PO & s si #e I\ {0}
Dyf(w,0) si 8=0.
11.1 Démontrer que g est continiiment différentiable.
11.2 Démontrer que g(w;,0) = 0 et que D, g(w;,0) # 0.

Déduire de la question précédente ’existence d’une branche § — Qo
de solutions périodiques (non nulles quand # # 0) de I'équation (Np)
définie pour les nombres réels voisins de 0.




Probabilités et Statistiques

Propriétés, Notations, Définitions, Rappels.

Dans la suite n, p, ¢ ou ¢’ désigneront des nombres entiers naturels non nuls.

1. Dans tout le probleme les variables aléatoires (notées de maniére abrégée v.a., on
notera aussi v.a.r. pour des variables aléatoires réelles) sont définies sur (2, 4,IP), un
espace probabilisé tel que s1 X est une v.a. a valeurs dans IR?, il existe une v.a. X' de
meéme loi que X et indépendante de X; on note alors IPx la loi du vecteur aléatoire X.
2. L’espérance d'une variable aléatoire réelle ou vectorielle Z est notée IEZ lorsqu’elle
peut étre définie. On note L? I'espace des classes de v.a.r. (presque sirement égales)
X deéfinies sur (12, A,IP) et telles que [E|X|? < co. Soient X,Y deux v.ar. de carré
intégrable, on définit leur covariance par Cov(X,Y) = [E(XY) — [E(X)IE(Y). On définit
aussi la variance de X par VarX = Cov(X, X).

3. On note B(IR?) I’ensemble des parties boréliennes de IR”.

4. On admettra qu'une loi P quelconque sur IR” est intérieurement réguliére: pour
tout borélien B de IR? et tout ¢ > 0, il existe un compact K inclus dans B tel que
P(K) > P(B) —e.

5. On rappelle I'énoncé du théoreme de Fubini pour une fonction positive. Soit ( E;, &, m;),
t = 1,2, un couple d’espaces mesurés, et soit f une fonction numeérique positive et mesurable

sur (E; x E;, & @ &), alors les applications

f] ‘T — /E,‘, f(.'L'],Iz)mg(dIz), fg c Xy — 4/;] f(.’]?],.’l.‘g)ml(dl'])

sont mesurables et de plus

/ Fidin; @1z / frdm, = / fadma
E]XEQ El E?

6. Soit f : R” — IR une fonction bornée, on note |||l = sup,ege |f(2)|. Soit C(IR?)
I’ensemble des fonctions numériques continues sur IR?, on note C;(IR?) le sous ensemble de
C(IR?) formé des fonctions continues et bornées sur IR”. De plus C"(IR”) (resp. CJ*(IR”) )
désigne pour tout entier n > 1 le sous ensemble de C(IR?) ) (resp. de Cy(IR”)) formé des
fonctions dont toutes les dérivées partielles existent jusqu’a l'ordre n et sont dans C(IR?)
(resp. Cy(IR?)).

7. On admettra qu'un couple de variable aléatoires (X, Y) de IR” x IR? est indépendant si
et seulement si Cov(f(X),g(Y)) = 0 pour toutes fonctions f et g de C}(IR?) et C}(IR?).
8. On note M(IR”) I’ensemble des fonctions mesurables f : IR” — IR et croissantes par
rapport a chaque coordonnée, c’est a dire que pour tout x € IR” et tout entier j € [1,p],
I’application f; ; : R — IR est croissante, ol I'on a posé f; ;(f) = f(xy,...,Tj-1,t, Tj415 .0y Tp)

812 = (Z1y..0y Zp)-
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9. Soient z et y deux vecteurs de IR?, on note z > y (resp. z > y) si z; > y; (resp.
T; > y;) pour tout entier 1 < < p. Rappelons que cet ordre n’est pas total.

10. On note S(IR?) I'ensemble des fonctions indicatrices d’ensembles fermés de IR” (i.e.
f(z)=1pour z € Aet f(z) = 0 pour = ¢ A, si A est fermé dans IR”: on posera f = 1),
ces fonctions sont dites simples sur IR”. On note, de plus, M.(IR?) = Cy(IR?) N M(IR?)
et M,(IR?) = S(IR?) N M(IR?).

Le vecteur aléatoire X de IR est dit associé si pour tout couple de fonctions (f,q) de
M(IR?),

E(f*(X) + ¢*(X)) < o0 = Cov(f(X),9(X)) > 0. (1)
De fagon plus générale, la suite de variables aléatoires réelles X = (X, )a>0 est dite asso-
ciée si, pour tout nombre entier p, le vecteur aléatoire (Xo, ..., X,_;) de IR? est associé.

L’objet du probléme est I’étude de telles suites. Les résultats prouvés dans les préliminaires
sont utiles dans toute la suite. Les parties [ et II sont essentiellement indépendantes, les
résultats de la partie IV reposent sur ceux de la partie I11.

Préliminaires.

1. Soient X et Y des variables aléatoires réelles de carré intégrable et positives.
a) Montrez que

EXY = /°° /°° P(X >z,Y > y)dzdy.
0 0
b) En déduire que

Cov(X,Y) = /0°° /O°°(1P(X >z,Y >y) = P(X > 2)P(Y > y))dzdy.

2. Soient X et Y des variables aléatoires réelles quelconques de carré intégrable. Montrer
I'identité suivante, dite de Hoeffding:

Cov(X,Y) = /R/R (P(X > z,Y >y) = P(X > 2)P(Y > y))dzdy.

3. Soient f,g:IR” — IR deux fonctions mesurables; on note f << gsig— fet g+ f
sont dans M(IR?).
Soit X un vecteur associé de IR”. Soient fi, f2,01 et g, des fonctions mesurables telles
que fi(X), f2(X),51(X) et go(X) soient de carré intégrable; montrez que si f; << f, et
G1 << g, alors

ICov(f1(X), 01 (X)) < Cov(f2(X), 92(X)).




4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles associées de carré intégrable et
soient f et g dans C}(IR). Montrez que

ICov(f(X), 9(¥)I < 11flloollgllooCov( X, Y).

5. Plus généralement, soient X = (Xitsoe; K5 SEYom (Wi Y,) des vecteurs aléatoires
de IR” et IR? dont les composantes sont de carré intégrable et tels que le vecteur (X,Y) soit
associé. Soient f et g deux fonctions numériques dans C}(IR?) et Ct (IR?) respectivement.
Montrez qu'il existe une constante C > 0 ne dépendant que de f et de g telle que

ICov(£(X),9(Y)))| < CY 3 Cov(X;, Y)).

i=] y=1

Partie I.
Association et indépendance

1. Soit X une variable aléatoire réelle quelconque.

a) Soient f et g des fonctions mesurables telles que f(X) et g(X) soient des variables de
carré intégrable. Soit X’ une v.a.r. indépendante de X et de méme loi que X, montrez
que

‘[ ! s
Cov(f(X),9(X)) = SE(f(X) - F(X"))(g(X) — g(X ).
b) Montrez que X est une variable aléatojre associée.

2. Soient X € R” et Y € IR? des varjables aléatoires vectorielles associées, indépen-
dantes.

a) Soientf et g des éléments de M(IR”*7). On suppose que f(Z) et g(Z) sont de carré
intégrable. On pose F(z) = E(f(z,Y)) et G(z) = [E(g(z,Y)). On note Z = (X,Y),
montrez que

Cov(/(2),9(2)) = [ Cov(f(z,¥), g(z,Y))Px(dz) + Cov(F(X),G(X)).

b) En déduire que le vecteur aléatoire (X,Y) est associé dans IRP*+9.

3. Soient Xi, ..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes; prouvez que (X,,..., X,)
est un vecteur aléatoire associé.

On se propose de montrer que si les coordonnées d’un vecteur aléatoire assoct€ sont non

corrélées alors elles sont indépendantes.
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4. Soient X = (Xi,...,X;) € RP et Y = (Y4,...,Y;) € R? des variables aléatoires
telles que la v.a. (X, Y') soit associée. On suppose que Cov(X;,Y;) = 0 pour tout couple
(¢,7) d’entiers de [1,p] x [1, g]. Prouvez que les v.a. X et Y sont indépendantes (on pourra
utiliser la propriété 7).

5. Soit X = (Xj,...,X;) une v.a. associée de IR”. On suppose que Cov(X;, X;) =0
pour tout couple (2, 7) d’entiers distincts de [1, p]. Prouvez que les coordonnées de la v.a.
X sont des v.a.r. indépendantes.

6. Donnez un exemple de vecteur aléatoire (X,Y) de IR* tel que Cov(X,Y) = 0 et
dont les coordonnées ne sont pas indépendantes. Existe-t-il un vecteur aléatoire gaussien

ou associé de IR? dont les coordonnées sont non corrélées et non indépendantes ?

Partie II.
Association et convergence en loi

A.

Soit X un vecteur aléatoire de IR?. On se propose de montrer que les trois propriétés
suivantes sont eéquivalentes

(i) La relation (1) vaut pour toutes fonctions f,g € M.(IR?).
(11) La relation (1) vaut pour toutes fonctions f, g € M,(IR?).
(iii) Le vecteur X de IR? est associé.

1. Soit f = I4 un élément quelconque de M,(IR?) on pose

Tl E):= f(z + n"'u)du.
(0.1}7
a) Montrez que (fa)a>1 est une suite de fonctions de M. (IR?), décroissante, et que cette
suite de fonctions converge simplement vers f.

b) En déduire que (i) implique (ii).

2. Montrez que X est associé si et seulement si la relation (1) est satisfaite pour tous les

couples ( f, g) de fonctions croissantes indicatrices d’ensembles (on pourra utiliser I’identité
de Hoeffding).



R T T

3. Soit f = 1, un élément de M(IR?) et K un compact inclus dans A. Montrez qu’il
existe un fermé F tel que

KCFcA e Ire MR

4. En utilisant la régularité intérieure de la loi IPy du vecteur X (propriété 4), en déduire
que (ii) implique (iii). Conclure.

B.

1. Soit (X, )a»0 une suite de variables aléatoires réelles. On suppose que la suite (X, )n>o
est limite de suites associées, c’est i dire qu’il existe des suites associées (XK n)n>0, avec
K décrivant IN, telles que pour tout entier p la suite de vecteurs (X, ..., Xk ) converge
en loi vers ( Xy, ..., X;) lorsque K converge vers I'infini. Montrez qu’alors la suite (X, )0
est encore associée.

2. Soit (£, )nez une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi; on sup-
pose que [E{, = 0 et IEEZ = 1. Soit, de plus, (@r)n>0 une suite de nombres réels telle que
R e

a) Soit Xp, = Ek-o ax{n-k. Montrez que pour tout entier n > 0, la suite (Xkn)K>0
converge dans L? vers une variable aléatoire X,,.

b) Montrez que si, de plus, a, > 0 pour tout entier n 2 0, alors la suite (X, ),50 définie
ci-dessus est associée.

Partie III.

Inégalités de moments

Soient (¥ )n>0 une suite associée et stationnaire (i.e. pour tout couple (n,k) d’entiers
positifs, les vecteurs (Yp, ..., ¥;) et (Y;, ..., Yo4,) ont la méme loi). Soit T dans C}(IR) telle
que [ET'(Y5) = 0. On pose pour tout entier n > 1,

An=T(¥.) et S =K ¥ K
Soit p un entier positif quelconque, on note aussi

M, =ES:, A,,= B EX;,...X.|, et p(k)=sup{Cov( Yo,Y,); Ipl = k}.

1< €..<ip<n

1. Prouvez que M, , < p'A, ..
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Soient p > 2 un entier, on note c,, la borne supérieure des expressions

[Cov{ Xs o X s X i X))

l.m-i-l =

lorsque Uentier m décrit intervalle (1, p| et les indices (iy, ....i,) vérifient 1 < iy < ... Sl

et im+| o= lm =T.

2. Prouvez que

P2 2 .
Crp < I”T“{.’Z IT°l|2,p(r).

Pour tout entier positif p > 2, on pose

Hn.p = Z(T T l)p—ch.P'
r=0
3. Soit p > 2, prouvez 'inégalité
r—2
Anp SnpH,, + z AniApnp .
k=2

(on pourra considérer, pour chaque couple d’entiers (m,r) € [1, p[x[0, n[, Pensemble E,, ,
des p-uplets d’entiers 1 < i) < ... < i, < ntels qUe iy —im =T = maxj<k<p{iksr — ik })-

Le reste de cette partie consiste en deuz applications de cette derniére inégalité.

4. Soit p un entier quelconque, on suppose que

O = i(r + 1)*72p(r) < cc.

r=0

Prouvez qu’il existe une constante C}, ne dépendant que de p et de C telle que
Mo 5] < Cp max{n||TIE*ITIIS,, (| T'II% )%}

5. a) On définit par récurrence la suite (K,),>0 par les relations Ko = 0, K; = 1 et, si
p 2 2, par la relation de récurrence

p-1
K, = Z KiKp—i.
k=1
Prouvez qu’il existe une constante K > 1 telle que pour tout entier p > 1, K, < K? (on

montrera que le rayon de convergence de la série entiere A(z) = 20 Kpx? est non nul,

directement ou par le calcul de ses coefficients).




b) On définit par récurrence la suite (Ly)p>0 par les relations Lo = L, = 0,L, = 1 et, si
P 2 3, par la relation de récurrence L, =2+ Y022 Lt L,y
Prouvez que pour tout entier p > 2, L, < K, < K?.

6. On suppose a présent que la suite associée vérifie Cov(Yy,Y;) = O(e") pour une
constante a > 0. On suppose de plus que ||T|[o = 1 et ||T"||o = & et que I’entier n vérifie
no? > 1.

a) Soit p > 2 un entier pair. Prouvez qu’il existe des constantes U et u strictement
positives, et telles que H,, < UuP~'(p — 1)lo%. Prouvez qu'il existe une constante V > 0
telle que pour tout entier pair p > 2:

M, , < (Vp*o/n)P.

b) En déduire qu'’il existe des constantes L et M strictement positives, et telles que pour
tout réel t > 0:

P(|S.| 2 tov/n) < Lexp(—Mv/7)

(on pourra prouver que IP(|S,| > to\/r) < (Vp?/t)?, pour tout nombre réel ¢ > 0 et tout
entier pair p > 2; on cherchera une bonne valeur de p pour conclure).

Partie IV.
Estimation fonctionnelle

Soit (Ya)a>o0 une suite associée et stationnaire. Soient h € R},t € R arbitraires et
u € C}(IR) une densité paire et a support compact sur IR, on pose

Jfan(t) = nl—h i u (Yk _ t)

k=1

On suppose dans toute la suite que

(H) Pour tout entier k£ > 1, la variable aléatoire bidimensionnelle (Yo, Yz) admet une
densité fi et cette densité est uniformément bornée par une constante F' (indépendante

de k).

L’objet de cette partie est I'étude du comportement asymptotique de f, x(t).
Soient t et h > 0 des réels fixés, on note

o= (o5 - (59
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utilisant les notations de la partie I11 on posera, par exemple, S, 5 = foa(t)—Efux(t), M,, =
[EST ;5 ete.

Suites satisfaisant la condition (H)

1. Soit ({.)nez une suite de v.a. gaussiennes AN'(0,1) équidistribuée et indépendantes.
Ici, (X5 )n>0 désigne la suite stationnaire construite lors de la question II-B-2 i 'aide de
ces variables; si ag # 0, prouvez que la suite (X, )n>o satisfait a la condition (H).

Donnez une condition sur la fonction G et sur la suite (@n)n>0 pour que la suite (Y}, )n>0
définie par Y, = G(X,) vérifie la condition (H) et soit associée.

B.

Inégalités de moments

1. Ici n,h et t sont fixés et satisfont a I'inégalité nh > 1. Prouvez qu’il existe une

constante G, que 'on précisera, telle que

LAR pir)
AT, < — 2 LY
crp < Gy (nh) min{h%, h2 }

En déduire que pour tout entier p > 2 pair, si Cov(Yp, Y,) = O(n~?) pour un nombre réel
a > 4(p — 1), alors il existe une constante H, indépendante de n et de h telle que

nH,, < Hy(nk)'".
Conclure qu’il existe une constante D, indépendante de n et de h et telle que

E(fan(z) = Efni(z))?) < Dy(nh)™?2.

Soit (h(n)).>0 une suite de nombres réels positifs telle que:
{¥n € N*,nh(n) > 1}, nILn;lo h(n)=0 et nll_nolo nh(n) = +oo.
On pose, dans toute la suite, fu(t) = frm)(t)-
2. Soient f une fonction de C%(IR) et k(n) = n~'/. Prouvez que
Efa(t) = f(t) = O(n™?/%).

En déduire que, sous les conditions de la question 1, pour tout entier pair p > 2, on a:

E(fa(t) = f(1))" = O(n=?).




3. Soit f une fonction de C'(IR), on fixe ¢ dans IR et un nombre 0 < < 1. On pose ici
h(n) = n=". Prouvez que lim,_,, Ef.(t) = f(t).
En déduire qu'il existe a > 0 tel que si Cov(Ys,Y;) = O(r~?) alors presque stirement,

lir"ln—mc: fn(t) — f(t)
C.

Inégalités exponentielles

On suppose a présent que la suite associée satisfait de plus, pour une constante a > 0,
Cov(Ys, ¥;) = O(e*").

1. a) Soit p > 2 un entier fixé. Montrez qu’il existe une constante B > ( vérifiant
Bp\?~!
H,, < (—) .
Do nh
En déduire qu'il existe une constante C telle que
cp?\*
M| < (=2 ) .
vnh

b) Utilisez les résultats précédents pour prouver qu’il existe des constantes F et (G telles

que pour tout nombre réel ¢, tout entier n et toute suite réelle h(n) > 0 telle que nh(n) > 1:

A
P (lfn(t) ~ Efa(t)] > ﬁ) < Fexp(~GV/X).

c) Soit M > 0 un nombre réel fixé. Prouvez qu’il existe des constantes H, K et L > (
telles que pour tout entier n et toute suite de réels telle que nh(n) > 1:

A 2
P (Itsllsxr;’ |fa(2) = Efa(t)] > ﬁ) < Hn® exp(—LV/N).

2. Si limy—o nh(n)/log* n = oo, prouvez que, presque surement,

lim sup |fa(t) - Efa(t)] = 0.

e s le|l<M

3. Si de plus f est une fonction de C*(IR), prouvez qu'il existe une suite h(n) telle que

log* n\ /°
sup lfn(t) s H:fn(t)l =0 (( 0g ) ) 5

ltl<M n

presque surement,
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MATHEMATIQUES DE L'INFORMATIQUE

Ce probléme a pour objet I'étude de quelques aspects de la théorie des
traces qui est un des modéles les plus étudiés du parallélisme.

Dans tout le probléeme, A désigne un alphabet fini. Un mot u sur A
est une suite finie (a),...,a,). Ce mot sera noté simplement u = @, ...a,
si aucune confusion n’est possible. L’entier n est la longueur du mot u,
notée |u|. Le mot vide, noté 1, est 'unique mot de longueur nulle. Pour
toute lettre a de A, le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot u est
noté |u|,. Le sous-ensemble de A constitué des lettres ayant au moins une
occurrence dans le mot u est appelé alphabet du mot u et est noté alph(u).
L’ensemble de tous les mots sur un alphabet A muni de I'opération binaire
de concaténation (i.e. de “mise bout & bout”) a une structure de monoide
dont 'élément neutre est le mot vide. C’est le monoide libre engendré par
A, noté A*. La concaténation de u,v € A* est notée simplement uv.

On munit A d'une relation I C A x A anti-réflexive et symétrique, dite re-
lation d’indépendance. Le complémentaire de I est la relation de dépendance
D = (A x A)\ I. Intuitivement deux actions indépendantes peuvent étre
exécutées simultanément par des processeurs distincts. Deux sous-ensembles
B et C de A sont dits indépendants si B x C C I. Deux mots u,v € A* sont
dits indépendants si leurs alphabets alph(u) et alph(v) le sont. Par abus de
notation, on note alors simplement (u,v) € I.

La relation I induit une relation binaire R sur A* définie par :

R = {(uabv,ubav) | u,v € A*, (a,b) € I}

La cloture réflexive et transitive de la relation R est notée ~; ou simplement
~. Deux mots u,v de A* vérifiant u ~; v sont dits ~;-équivalents ou sim-
plement équivalents.

Exemple 1 : Soit A = {a,b,c,d} et I = {(a,b),(b,a),(b,c),(c,b)}. Nous
avons alors aabcbcd ~; baaccbd ~; aabbced. Les mots acaa et bb sont
indépendants, par contre les mots acaa et bd ne le sont pas.




On note M(A,I) le quotient du monoide libre A* par la relation
d’équivalence ~;. Un élément de M(A,I) est appelé trace et IM(A,I) est
le monoide des traces engendré par A et 1.

1 Combinatoire

1. Soient u, v deux mots équivalents. Montrer que |u|, = |v|, pour toute
lettre a de A et que alph(u) = alph(v) et lu| = |v|.

2. Si B C A, on note I la projection de A* sur B* effacant toutes les
lettres n’appartenant pas 4 B. Montrer que deux mots sont équivalents
si et seulement si ITy, ) (u) = I1{a,53(v) pour tout couple (a,b) € D.

3. En déduire un algorithme linéaire en la longueur du mot pour décider
si deux mots sont équivalents.

4. Montrer que si u,v,7 et y sont des mots vérifiant Tuy ~jy vy alors
u~yv.

5. Soit u un mot. Une lettre a est dite minimale dans u, on note alors
a € min(u), si u = v'au” avec (a,u’) € I. Montrer que a € min(u) si
et seulement sj :

Vb€ A, (a,b) € D = I, (u) commence par la lettre a

6. Déterminer un algorithme qui énumére tous les mots équivalents a un
mot donné. Quelle est la complexité de cet algorithme dans le pire des
cas?

2 Formes normales
On munit maintenant ’alphabet A d’une relation d’ordre total <. Cette
relation définit une relation d’ordre total sur A* (notée encore < par abus de

notation), dit ordre lexicographique, par u < v si ou bien v = ww avec w # 1
ou bien u = zay,v = zbz avec a,b€ Aet a < b. Un mot u est dit sous forme
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normale lexicographique (fnl en abrégé) s’il est plus petit que tout autre mot
équivalent :
Ywe A u~jv=—=u=vouu<uv

1. Déterminer un algorithme linéaire en la longueur du mot calculant
'unique mot sous fnl équivalent 4 un mot donné.

Un mot non vide u est dit sous forme normale de Foata (fnf en abrégé) si
U =uj...u, avec, pour tout i dans {1,...,n} :

FO Va € alph(v;), lui|, = 1
F1 Va,b € alph(v;),a = b ou (a,b) € I
F2 wu; est un mot sous fnl
F3 sii > 2, Vb € alph(u;), 3a € alph(u;_,) tel que (a, b) e D
2. Un mot sous fnl est-il toujours sous fnf? Et réciproquement?
3. Montrer qu’il existe un unique mot sous fnf équivalent & un mot donné.

4. Déterminer un algorithme linéaire en la longueur du mot calculant
I'unique mot sous fnf équivalent & un mot donné.

3 Reconnaissables

Soit M un monoide d’élément neutre 1 M-

Un sous-ensemble X C M est dit reconnaissable s’il existe un morphisme
n de M dans un monoide fini S et un sous-ensemble F C S tels que X =
n~Y(F). On dira aussi que le morphisme 7 reconnait X. L’ensemble des
sous-ensembles reconnaissables de M est noté Rec(M).

La concaténation de K, L C M est définie par :

KL={kl| ke K,le L}
et I'itération de K C M par :

K* = U K™ ou K° = {1y} et K**! = K"K pour tout n > ()

n>0




L’ensemble des parties rationnelles de M, noté Rat(M), est la plus petite
famille de parties contenant les parties finies et close par union, concaténation
et itération.
Le théoréme de Kleene assure que dans le monoide libre, les langages
rationnels et les langages reconnaissables coincident : Rec(A®) = Rat(A*).
Cette partie du probléme et la suivante ont pour objet d’établir un
équivalent de ce théoréme pour les monoides de traces.

D’apres la question 1.1 on peut définir sans ambiguité I'alphabet d’une
trace et son nombre d’occurrences d’une lettre donnée, on étend alors les
notations alph( ), | | et | |, aux éléments de M(AI). Si w,v € M(A,I)
sont deux traces, on notera encore (u,v) € I si alph(u) et alph(v) sont
indépendants.

Une trace t € IM(A, ) est dite connexe si la relation de dépendance D
restreinte a alph(t), c’est a dire le graphe (alph(t), D N (alph(¢) x alph(t))),
est un graphe connexe. La notion de mot connexe est définie de maniére
analogue. Soit ¢ la surjection canonique de A* sur M (A,I). Si I'on reprend
I'exemple 1 ci-dessus, les traces ¢(abecbd) et p(bdd) sont connexes alors que
w(abceb) et ¢(cbb) ne le sont pas.

Une composante connexe d’une trace ¢ est une trace connexe non vide u
telle que ¢ = uv avec (u,v) € I. Si T C M(A, I) est un langage de traces, on
note ¢(T') I'ensemble de toutes les composantes connexes des éléments de T.

Sur M(A, I), I'itération concurrente c-x est alors définie pour tout lan-
gage de traces T C M(A, ]), par T = (¢(T))*. L'ensemble des langages
c—rationnels de M(A,I), noté c—Rat(M(A4, I)), est la plus petite famille de
langages de M(A,I) contenant les langages finis et close par les opérations
d’union, concaténation et itération concurrente.

1. Soit T'C M(A, I) un langage de traces. Si u € IM(A, I) est une trace,
on note u~'T I'ensemble {v € M(A,I) | uv € T}. Montrer que les
trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le langage T est reconnaissable.
(ii) L’ensemble ©~'(T') est un langage reconnaissable de A*.
(iti) La famille {u='T | u € M(A, I)} est finie.
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2. Un morphisme 7 défini sur M(A,I) est dit alphabétique si alph(u) =
alph(v) dés que n(u) = n(v). Montrer qu’un langage de traces est
reconnaissable si et seulement si il est reconnu par un morphisme al-
phabétique.

3. Montrer que si T est un langage reconnaissable, le langage c(T) est
encore reconnaissable.

4. On note FNL I’ensemble de tous les mots de A* sous forme normale
lexicographique (cf partie 2). Montrer que FNL est un langage recon-
naissable de A*.

5. Soit w un mot de FNL tel que w? soit aussi dans FNL. Montrer que w
est connexe.

6. Montrer que Rec(IM(A4, 7)) C c—Rat(IM(A, I)).

4 Rang

On veut maintenant démontrer réciproquement que tout langage de
c—Rat(M(A, I)) est dans Rec(IM(A, I)).

1. Soient z,y,uq,-..,u, n + 3 mots de A*. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes.

() zy ~ug...u,.
(ii) II existe des mots zy, . .. Ty Yos - - -, Yn tels que :

T~y Ty, Y ~Yo---Yn
e u;~z;y;pourtout 0 <1< n
® (¥i,ZTix1...2n) E I pourtout 0 < i< n

Soient z,y € A* et L un langage de A*. D’aprés la question
précédente, le produit zy est équivalent & un élément de L sl existe
des mots To,¥o,.-.,Tn, Y, de A* tels que T ~y Zo...Tpy, Y ~1 Yo---Yn,
ToYoZ1Y1---TnYn € L et (y;,Ziyy...2,) € I pour tout 0 < i < n. On
définit alors rang(z,y, L) comme étant le plus petit entier n pour lequel une



telle factorisation est possible. Le rang (fini ou infini) d’un langage L C A*
est alors

rang(L) = max{rang(z,y,L) | z,y € A", zy € ¢~ ((L))}

Un langage L C A* est dit I-clos (ou simplement clos) si tout mot équivalent
a un mot de L est encore dans L.

2. On considére I'alphabet A = {a, b} et la relation d’indépendance I =
{(a,b), (b,a)}. Calculer rang({ab}*) et rang({a}*{b}*).

3. Soient Ly, L, C A* deux langages I-clos. Montrer que rang(L,L,) < 1.
4. Soit L C A” un langage I-clos connexe. Montrer que rang(L*) < 2|A]|.

9. Soit L € A* un langage reconnaissable de rang fini. Montrer que (L)
est un langage reconnaissable de traces.

6. Que dire de la réciproque de la question précédente?

7. Montrer que c—Rat(IM(A4, I)) C Rec(M(A, I)).

5 Graphes de dépendance

On note w le cardinal de I'ensemble IN des entiers naturels. L’addition usuelle
dans IN est étendue en posant w+n=n+w = w pour tout n € IN U {w}.
Pour a € A et n € N U {w}, on définit I'ensemble des sommets Va(n) =
{(a,i) | i < n}.

Un graphe de dépendance sur (A, ) est une paire 9 = ((na)aca, E) on
ne € NU{w} pourtouta€ Aet ECV xV avec V = Usea Va(ne) vérifiant
les trois conditions :

C1 Eestsanscycle: Yv € V, (v,v) € E* (ot E* désigne la cloture transitive
de E)

C2 Va,be A, Vz € V,(n,), Yy e Vi(ng) -

(a,b) € D <= ((2,y) € E ou (y,z) € Eouz=y)
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C3 Va € A, Y(a,1),(a,j) € Va(n,) :
((a,i),(a,j)) EE<=i<j

L’ensemble des graphes de dépendance sur (A4, 1) est noté G(A,I). Le sous-
ensemble de G(A,I) constitué des graphes ayant un nombre fini de sommets
est noté IF(A,I). Pour g = ((na)aca, E,) € G(A,I), on définit alph(g) = {a €
A | ng # 0} et alphinf(g) = {a € A | n, = w}.

On définit une opération de concaténation partielle dans G(A,I) de la
maniere suivante. Soient g = ((ng)aea, Ey) € G(A, I) et h = ((Mmg)aca, Er) €
G(A, I) avec alphinf(g) xalph(h) C I (cette condition est trivialement vérifiée
si g € IF(A,I)), la concaténation de g et h, notée g - h est le graphe de
dépendance f = ((na + Ma)aca, Ey) avec

Er=E; U{((a,na+1),(b,n + 7)) | ((a,9), (b, 7)) € En}
U {((a,2), (b,ns + 7)) | (a,b) € D,i < n,,j < myp}

1. Montrer que IF(A,I) muni de la concaténation (-) est isomorphe a
M(A,]).

Soient g, f € G(A, I), g est un préfixe de f s’il existe h € G(A, I) tel que
f = g - h. La relation “étre préfixe de” est une relation d’ordre partiel sur
G(A,I) notée <.

Soit (Z, <) un ensemble partiellement ordonné. Un sous-ensemble Y C Z
est cohérent si pour tout z,y € Y ilexiste z€ Ztelquez < zety < 2. Un
sous-ensemble non vide Y C Z est dirigé si pour tout z,y € Yilexiste z€ Y
telquex < zet y < 2. Un élément z € Z est premier (resp. compact) si pour
tout sous-ensemble (resp. pour tout sous ensemble dirigé) Y C Z admettant
une borne supérieure LY, z < UY entraine 'existence d’un élément y € YV’
tel que z < y.

2. Montrer qu'un ensemble K C G(A, I) est cohérent si et seulement si il
admet une borne supérieure.

3. Caractériser les éléments premiers de G(A,I) et montrer que tout
graphe de dépendance est la borne supérieure de l'ensemble des
éléments premiers qui lui sont inférieurs ou égaux.

4. Caractériser les éléments compacts de G(A, ) et montrer que tout
graphe de dépendance est la borne supérieure de l’ensemble des
éléments compacts qui lui sont inférieurs ou égaux.

5. Montrer que tout élément de G(A, I) est la borne supérieure d’une suite
croissante d’éléments de FF(A, I).



6 Equations

1. Soit M un monoide d’élément neutre 1. Une longueur est un mor-
phisme v de M dans N telle que 77*(0) = {1a}. Un monoide M est
finiment engendré s'il existe K fini inclus dans M tel que tout élément
de M est produit d’éléments de K. Montrer qu'un monoide finiment
engendré M muni d’une longueur est isomorphe & un monoide de traces
si et seulement si, pour tout z,y,2,t € M, 1'égalité zy = 2t entraine
’existence de p,q,7,s € M telsque z =pg, y =718, 2z =pr, L =gs et
gqr =rq.

2. Soit M un monoide. Deux éléments u et v de M sont dits conjugués
s’il existe w dans M tel que uw = wv. Les éléments u et v sont dits
transposés s'il existe z,y dans M tels que u = zy et v = yz.

(a) Montrer que les notions de conjugaison et de transposition
coincident si M est un monoide libre.

(b) Donner un exemple de monoide de traces ol ces deux notions sont
distinctes.

(c) Montrer que dans un monoide de traces, la conjugaison est la
cléture transitive de la relation de transposition.

Soit X = {z,y} avec = # y un alphabet de 2 lettres. Une équation e = f
sur X est une paire de mots distincts e, f € X*. Une solution de e = f dans
M(A, I) est un morphisme 6 : X* — M(A, I) telle que 8(e) = 6(f). Si
une solution @ est définie par 8(z) = u et #(y) = v, on écrit simplement que
(u,v) est une solution de e = f (dans M(A, I)). Une solution (u,v) est dite
cyclique s'il existe une trace t telle que u,v € t* (i.e. sont des puissances
de t).

3. Soit (u,v) une solution de e = f dans IM(A, I). Montrer que (u,v) est
cyclique dés que I'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) IM(A,I) est libre c’est & dire I = 0.

(ii) Il existe des nombres entiers a, 3 > 0 tels que alul, = S|v|. pour
toute lettre a de A.

4. Soit (u,v) une solution de I'équation e = f. Soit u’ (resp. v’) une
composante connexe de u (resp. de v). Montrer que ou bien alph(u’) =
alph(v') ou bien (u',?v") € I.

5. Soit (u,v) une solution de 'équation e = f. Montrer qu'il existe des
traces deux 4 deux indépendantes et connexes t,, . .., tx telles que u,v €
£t




