PRODUIT DE DEUX ENDOMORPHISMES
AUTOADJOINTS POSITIFS D’UN ESPACE EUCLIDIEN

« Soit un espace euclidien E de dimension n € N*, dont on note (... |...) le produit scalaire
et ||... || la norme associée.

¢ Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs de E. Le but de cet exercice est de
prouver que I’endomorphisme uv est diagonalisable et de localiser ses valeurs propres en
fonction de celles de u et de v.

1. a. ¢ Soit un endomorphisme autoadjoint positif f tel que : > = u, et un endomorphisme
autoadjoint positif g tel que : g2 = v.

Démontrer que 1I’endomorphisme fvf est encore autoadjoint positif.

1. b. « Soit r = rang(fvf). Démontrer qu’il existe une famille libre (e;) <<, de vecteurs
propres de uv, avec des valeurs propres associées (1;) <<, strictement positives.

2. a. « Démontrer : rang(uv) = rang(gf) = r.

2. b. « Démontrer que I’endomorphisme uv est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
positives ou nulles.

3. « Démontrer que si les valeurs propres de u sont :

01,02, ... ,0,avec:0<a; <oy <...<ay,

et si les valeurs propres de v sont :

Bi, B2, ..., Pn,avec:0 < B < Br <...Z By,

alors toute valeur propre A de uv vérifie: a1 < A < a,f0,.

4. « On suppose : tr(uv) = 0. Démontrer qu’il existe une base orthonormale 5 = (e;) <<, de
Etelle que : Mg(u) = Diag(y1,72,...,¥n), Mg(v) = Diag(61,02,...,0,), et que :
Vie{l,2,...,ny,yi=00ud;, = 0.

0. Rappels.

* On suppose connue la notion d’endomorphisme autoadjoint

(resp. symétrique) d’un espace vectoriel euclidien E.

e Theoréeme spectral. Un endomorphisme w d’un espace vectoriel euclidien E est
autoadjoint ssi il admet une base orthonormale de vecteurs propres.

¢ Un endomorphisme autoadjoint w d’un espace vectoriel euclidien E est dit positif si :
Vx € E,(w(x) | x) > 0. Un endomorphisme autoadjoint d’un espace vectoriel euclidien E est
positif ssi ses valeurs propres sont positives ou nulles.

¢ Si w est un endomorphisme autoadjoint positif, alors il existe un endomorphisme
autoadjoint positif 4 tel que : A> = w (cet endomorphisme 4 est unique, mais cette unicité
n’intervient pas ici).

l.a.«Ona: (fif)* = f*v*f* = fif, ce qui montre que I’endomorphisme fyf est autoadjoint.

e Pour tout x € E,ona: (fifix) | x) = (fg*f(x) | x)

= () | D) = (&) | gfx) = lgfw)* =0,

et I’endomorphisme autoadjoint fvf est positif.

1. b. ¢ Puisque I’endomorphisme fvf est autoadjoint positif et de rang r, il est diagonalisable
sur R avec r valeurs propres strictement positives, distinctes ou non : (4;) <<, et une famille
orthonormale (&;) <<, de vecteurs propres correspondants, en sorte que : fif(¢;) = A;g; pour
i=1,2,...,r.llenrésulte : £vfle;) = Aif(g;), soit : uv(fle;)) = Aif(¢;), etsil’on pose :

e; = ﬂgi), il vient : uv(ei) = Ae;.

o La famille (4;€;) << est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, donc une famille
libre, et comme fv(e;) = fuf(e;) = A€, la famille (e;) <<, est libre elle aussi. C’est une famille
libre de vecteurs propres de I’endomorphisme uv correspondant aux valeurs propres strictement
positives (4;) 1<i<r.

2. a.«Si gf(x) = 0, alors : fyf(x) = fg(gflx)) = 0. Par ailleurs, a la question 1. a, on a vu
que : (ffix) | x) = |lgfx)||*. Tl en résulte que si ff(x) = 0, alors : gflx) = 0. Ceci prouve que :



ker(fvf) = ker(gf), d’ou : r = rang(fvf) = rang(gf).

¢ On a vu a la question 1. b que I’endomorphisme u#v admet une famille libre de vecteurs
propres (e;) << avec des valeurs propres strictement positives (1;)i<i<,. Ona: e; = uv(%l_ei), et
la famille (e;) 1<i<- est une famille libre de vecteurs de Im(uv), ce qui prouve : rang(uv) > r.

e Par ailleurs, on a : rang(uv) = rang(f>g*) = rang(f(fg)g) < rang(fg)
= rang((fg)*) = rang(g"f*) = rang(gf) = r.
e On en conclut : rang(uv) = r.
2. b. e Puisque rang(uv) = ret que la famille (e;) <<, est une famille libre de vecteurs de
Im(uv), cette famille (e;) 1<i<- st une base de Im(uv).
e Soit x € krer(uv) N Im(uv).

Ona:x =), &enéi € R,et:
=1, ,

0 = uv(x) =) Euv(e;) =) Eidies,d’ot: & = 0, etdonc : x = 0.

i=1 i=1

En conséquence : ker(uv) N Im(uv) = {0}, d’ou :

E = ker(uv) @ Im(uv).

Si (e;) r+1<i<n est une base de ker(uv), alors (e;) <<, est une famille libre, qui est une base de E
constituée de vecteurs propres de uv, les vecteurs propres ey, €a, ... , €, correspondant aux
valeurs propres strictement positives 11, A2, ... , 4, et les vecteurs propres €1, €42, ... , €,
correspondant a la valeur propre 0.

3. « D’apres la question précédente, les valeurs propres de uv sont positives ou nulles.

* Soit (&;) 1<i<n une base orthonormale de vecteurs propres de u, et soient les valeurs propres
correspondantes : (a;) 1<i<n, qui sont des réels positifs ou nuls, et I’on peut toujours supposer
SPDG (*):0 < a; < ay S...Snan.

Pour toutx € E,ona:x =y, &g, & € R, d’ou:
. . =1
u(x) =Y. Eule;) = Eiaig, et par suite :
=), =,
x> =32 &2 llu() |I* =X &2a?, ce qui implique :

a =l =1,

2 .
at D &7 < lu(x) | < ai D &7, soit

i=1 =

x> < 41> < a2 ], et enfin:

arllxll < [lu@) || < anllx].

e Il en est de méme pour 1I’endomorphisme v, soit, pour tout x € E :

Billxll < v |l < Ballxll.

e Il en résulte, pour tout x € E :

arl[v) || < u(v) | < anllv(x) |, d’ ot :

arPrllxll < lluv() || < anfallxll.

« Si A est une valeur propre de uv et x un vecteur propre correspondant, alors uv(x) = Ax,
x #= 0,4 > 0, et par suite :

a1fillx] < |Ax|| < anBnllx]l, d’ol, puisque A > Oet ||x| > 0:

alﬁl < A < anﬁn.

4.  Les valeurs propres de uv étant positives ou nulles, on a : tr(uv) = 0 ssi ces valeurs
propres sont toutes nulles, et comme uv est diagonalisable, ceci équivaut a : uv = 0.

e En conséquence : uv = 0 = 0* = (uv)* = v*u* = vu.

¢ Les endomorphismes u et v sont chacun diagonalisable dans une base orthonormale de E, et
ils commutent. Ils se diagonalisent donc simultanément dans une méme base orthonormale
B = (ei)1<i<n de E (a développer..), d’ou :



Mp(u) = Diag(yi,72,...,Yn), Mp(v) = Diag(61,02,...,0n),

avecy; € Ryetd; € R,.

eIl enrésulte : 0 = Mp(uv) = Mp(u)Mp(v) = Diag(y161,Y202,...,Yn0n),
et enfin, pour tout i € {1,2,...,n}, v, =0oud; = 0.

(*) SPDG : Sans Perte De Généralité.
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