
PRODUIT DE DEUX ENDOMORPHISMES

AUTOADJOINTS POSITIFS D’UN ESPACE EUCLIDIEN

———————————————————————————————

� Soit un espace euclidien E de dimension n � N�, dont on note �. . .�. . . � le produit scalaire

et �. . . � la norme associée.

� Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs de E. Le but de cet exercice est de

prouver que l’endomorphisme uv est diagonalisable et de localiser ses valeurs propres en

fonction de celles de u et de v.

1. a. � Soit un endomorphisme autoadjoint positif f tel que : f2 � u, et un endomorphisme

autoadjoint positif g tel que : g2 � v.

Démontrer que l’endomorphisme fvf est encore autoadjoint positif.

1. b. � Soit r � rang�fvf�. Démontrer qu’il existe une famille libre �e i�1�i�r de vecteurs

propres de uv, avec des valeurs propres associées ��i�1�i�r strictement positives.

2. a. � Démontrer : rang�uv� � rang�gf� � r.

2. b. � Démontrer que l’endomorphisme uv est diagonalisable et que ses valeurs propres sont

positives ou nulles.

3. � Démontrer que si les valeurs propres de u sont :

�1, �2, . . . , �n, avec : 0 � �1 � �2 �. . .� �n,

et si les valeurs propres de v sont :

�1, �2, . . . , �n, avec : 0 � �1 � �2 �. . .� �n,

alors toute valeur propre � de uv vérifie : �1�1 � � � �n�n.

4. � On suppose : tr�uv� � 0. Démontrer qu’il existe une base orthonormale B � �e i�1�i�n de

E telle que : MB�u� � Diag��1,�2, . . . ,�n�, MB�v� � Diag��1,�2, . . . ,�n�, et que :

�i � �1, 2, . . . , n�, � i � 0 ou �i � 0.

——————————————————————————————

0. Rappels.

� On suppose connue la notion d’endomorphisme autoadjoint

(resp. symétrique) d’un espace vectoriel euclidien E.

� Thèorème spectral. Un endomorphisme w d’un espace vectoriel euclidien E est

autoadjoint ssi il admet une base orthonormale de vecteurs propres.

� Un endomorphisme autoadjoint w d’un espace vectoriel euclidien E est dit positif si :

�x � E, �w�x� � x� � 0. Un endomorphisme autoadjoint d’un espace vectoriel euclidien E est

positif ssi ses valeurs propres sont positives ou nulles.

� Si w est un endomorphisme autoadjoint positif, alors il existe un endomorphisme

autoadjoint positif h tel que : h2 � w (cet endomorphisme h est unique, mais cette unicité

n’intervient pas ici).

............................................................................................................

1. a. � On a : �fvf�� � f�v�f� � fvf, ce qui montre que l’endomorphisme fvf est autoadjoint.

� Pour tout x � E, on a : �fvf�x� � x� � �fg2f�x� � x�
� �g2f�x� � f�x�� � �gf�x� � gf�x�� � �gf�x��2 � 0,

et l’endomorphisme autoadjoint fvf est positif.

1. b. � Puisque l’endomorphisme fvf est autoadjoint positif et de rang r, il est diagonalisable

sur R avec r valeurs propres strictement positives, distinctes ou non : ��i�1�i�r, et une famille

orthonormale ��i�1�i�r de vecteurs propres correspondants, en sorte que : fvf��i� � �i�i pour

i � 1, 2, . . . , r. Il en résulte : f2vf��i� � �if��i�, soit : uv�f��i�� � �if��i�, et si l’on pose :

e i � f��i�, il vient : uv�e i� � �ie i.

� La famille ��i�i�1�i�r est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, donc une famille

libre, et comme fv�e i� � fvf��i� � �i�i, la famille �e i�1�i�r est libre elle aussi. C’est une famille

libre de vecteurs propres de l’endomorphisme uv correspondant aux valeurs propres strictement

positives ��i�1�i�r.

...........................................................................................................

2. a. � Si gf�x� � 0, alors : fvf�x� � fg�gf�x�� � 0. Par ailleurs, à la question 1. a, on a vu

que : �fvf�x� � x� � �gf�x��2. Il en résulte que si fvf�x� � 0, alors : gf�x� � 0. Ceci prouve que :
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ker�fvf� � ker�gf�, d’où : r � rang�fvf� � rang�gf�.
� On a vu à la question 1. b que l’endomorphisme uv admet une famille libre de vecteurs

propres �e i�1�i�r avec des valeurs propres strictement positives ��i�1�i�r. On a : e i � uv� 1
�i

e i�, et

la famille �e i�1�i�r est une famille libre de vecteurs de Im�uv�, ce qui prouve : rang�uv� � r.

� Par ailleurs, on a : rang�uv� � rang�f2g2� � rang�f�fg�g� � rang�fg�
� rang��fg��� � rang�g�f�� � rang�gf� � r.

� On en conclut : rang�uv� � r.

2. b. � Puisque rang�uv� � r et que la famille �e i�1�i�r est une famille libre de vecteurs de

Im�uv�, cette famille �e i�1�i�r est une base de Im�uv�.
� Soit x � ker�uv� � Im�uv�.

On a : x �
r

i�1

	 �ie i, �i � R, et :

0 � uv�x� �
r

i�1

	 �iuv�e i� �
r

i�1

	 �i�ie i, d’où : �i � 0, et donc : x � 0.

En conséquence : ker�uv� � Im�uv� � �0�, d’où :

E � ker�uv� 
 Im�uv�.
Si �e i�r�1�i�n est une base de ker�uv�, alors �e i�1�i�n est une famille libre, qui est une base de E

constituée de vecteurs propres de uv, les vecteurs propres e1, e2, . . . , er correspondant aux

valeurs propres strictement positives �1, �2, . . . , �r et les vecteurs propres er�1, er�2, . . . , en

correspondant à la valeur propre 0.

...........................................................................................................

3. � D’après la question précédente, les valeurs propres de uv sont positives ou nulles.

� Soit ��i�1�i�n une base orthonormale de vecteurs propres de u, et soient les valeurs propres

correspondantes : ��i�1�i�n, qui sont des réels positifs ou nuls, et l’on peut toujours supposer

SPDG (*) : 0 � �1 � �2 �. . .� �n.

Pour tout x � E, on a : x �
n

i�1

	 �i�i, �i � R, d’où :

u�x� �
n

i�1

	 �iu��i� �
n

i�1

	 �i�i�i, et par suite :

�x�2 �
n

i�1

	 �i
2, �u�x��2 �

n

i�1

	 �i
2�i

2, ce qui implique :

�1
2

n

i�1

	 �i
2 � �u�x��2 � �n

2
n

i�1

	 �i
2, soit :

�1
2�x�2 � �u�x��2 � �n

2�x�2, et enfin :

�1�x� � �u�x�� � �n�x�.

� Il en est de même pour l’endomorphisme v, soit, pour tout x � E :

�1�x� � �v�x�� � �n�x�.

� Il en résulte, pour tout x � E :

�1�v�x�� � �u�v�x��� � �n�v�x��, d’où :

�1�1�x� � �uv�x�� � �n�n�x�.

� Si � est une valeur propre de uv et x un vecteur propre correspondant, alors uv�x� � �x,

x � 0, � � 0, et par suite :

�1�1�x� � ��x� � �n�n�x�, d’où, puisque � � 0 et �x� � 0 :

�1�1 � � � �n�n.

...........................................................................................................

4. � Les valeurs propres de uv étant positives ou nulles, on a : tr�uv� � 0 ssi ces valeurs

propres sont toutes nulles, et comme uv est diagonalisable, ceci équivaut à : uv � 0.

� En conséquence : uv � 0 � 0� � �uv�� � v�u� � vu.

� Les endomorphismes u et v sont chacun diagonalisable dans une base orthonormale de E, et

ils commutent. Ils se diagonalisent donc simultanément dans une même base orthonormale

B � �e i�1�i�n de E (à développer..), d’où :
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MB�u� � Diag��1,�2, . . . ,�n�, MB�v� � Diag��1,�2, . . . ,�n�,
avec � i � R� et �i � R�.

� Il en résulte : 0 � MB�uv� � MB�u�MB�v� � Diag��1�1,�2�2, . . . ,�n�n�,
et enfin, pour tout i � �1, 2, . . . , n�, � i � 0 ou �i � 0.

..........................................................

(*) SPDG : Sans Perte De Généralité.
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