Preuve élémentaire de la Conjecture de Syracuse
par Ahmed Idrissi Bouyahyaoui
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Résumé :

Les variables intervenant dans la preuve sont :

x et (x + V) sont des variables entiéres positives. (x + V) est le successeur de x.

V est une variable entiere d’ajustement, a I’étape initiale Vo = 2 et xg=vyp> 2.
Représentation : x = 2% *(y) et V = 2P*(z), a*B = 0, a et B sont des variables
entiéres non négatives, y et z sont des variables entiéres impaires, y > 0.

L’algorithme de Collatz (3* + 1) est appliqué simultanément a x et (x + V), ainsi
on a pourlaregle 2 - (x3 + 1) - de I'algorithme et I'ajustement :
(x + V) := (2°%(3*y + 1)) + (2P*(3*2) - (2% - 1)) = 3(2™*(y)+2"*(z))+1
Ce qui donne:
x 1= 2% (3*y+1) = 29%(y'), V := 2P*(3%2) - (2% -1) = 2P *(z) (1)
On en déduit la regle :
(x := 2%%(3*y + 1)) A (V := 2P*(3*2) - (2= 1)) ==> V< x
Pour x := 1*(yg) et V:=Vy=2%*(1), laregle 2 - (x3 + 1) - de 'algorithme donne :
(x+V):=(1*(3*y,+1))+(2*(3)-(1-1)) >0 ==> x+V >0
Commex+V>0 et V<x, onendéduit larégle:
(V<x)A(x+V>0) ==> (0<x+V<2*x)
Cette régle montre que la suite S(xo+2) est bornée car elle est majorée par la
suite de Syracuse S(2*xg) = 2*S(xo) et minorée par 0.
Par hypothese S(x,) est une suite de Syracuse.
La suite bornée S(xo+2) et la suite de Syracuse S(2*x,) = 2*S(xg) - majorant -
convergent vers le cycle trivial unique : [4, 2, 1].

Ainsi par récurrence, tout entier positif donne une suite de Syracuse.
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Conjecture de Syracuse (Conjecture de Collatz)

Algorithme de Collatz :

Soit x un nombre entier positif.

1 - si x est pair alors x :=(x/2)

2 -six estimpairalors x:=(x*3+1)

On répéte 1 - 2 jusqu'a obtenir un cycle (le cycle est-il unique ?) ou bien x tend
vers l'infini.

Le symbole := signifie : affecter la valeur de droite a la variable a gauche.
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Représentation des variables :

x et (x + V) sont des variables entieres positives. (x + V) est le successeur de x.
V est une variable d’ajustement, a la premiére étape Vo =2 et xo = yo > 2.

Les variables x et V sont écrites sous la forme :

x :=a(y) ol a:=2% et V:=b(z) ou b :=2°,

a et B sont des variables entieres non négatives, tel que a*p = 0.

y et z sont des variables entiéres impaires, y > 0.

(x + V) := a*(y) + b*(z) = 2%*(y) + 2°*(2) et a*B =0.

Application de I'algorithme de Collatz :
L’algorithme de Collatz (3* + 1) est appliqué simultanément a x et (x + V).
Le coefficient a étant une puissance de 2, I’algorithme est appliqué a la partie
impaire y de x := a*(y) donnant une suite de Syracuse S(x,) et la partie impaire
zdeV :=b*(z) est multipliée par 3 plus un ajustement.
Dans I'opération 3* + 1, x:= a(3*y+1) = a’*(y’), x est augmenté de (a - 1) a
soustraireaV: V:=b*(3*z) - (a-1) = b'*(z") .
a’ et b' sont des puissances de 2, y’ et z' sont des variables entiéres impaires.
Ainsi on a 'égalité
a*(3*y + 1)+ b*(3*z) - (a-1) =a*(3*y) + b*(3*2) +1 =3 * (a*(y) + b*(z)) +1,
soit 3*(x + V) + 1, avec x et V d’avant I'opération 3* + 1, conformément a la
regle 2 de I'algorithme.
La regle 2 et I'ajustement donnent :

x:=2%%(3%y+1), V := 2P*(3%2) - (2%-1)  (2)
On en déduit la regle :

(x := 2%%(3%y + 1)) A (V := 2P*(3%2) - (2% = 1)) ==> V < x
Dans la ligne a'*(y') + b'*(z'), a’ et b’ sont divisées par pgcd(a',b')
conformément a la regle 1 de I’algorithme.
Si pgcd(a',b') = 1 alors la division par 2 est différée et I'on a alors :

x:=2%*(y"), V:=2P*(2) et a*p’ =0.

Evaluation de la variable d’ajustement V :
Lorsque y dans x := a*(y) est multiplié par 3 puis + 1, V est multiplié par 3.
Lorsque x est divisé par 2, V est divisé par 2.
Quand x = a*(3*y+1), x est augmenté de (a - 1), V est diminué de (a - 1).
On en déduit que V est toujours inférieur a x.
On en déduit la régle :
(V<x) ==> (x+V<2*x)
Cette regle montre que la suite S(xg+2) posséde une borne supérieure car elle
est majorée par la suite de Syracuse S(2*xg) = 2*S(xo).
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Par hypothese S(xp) est une suite de Syracuse.
Soit R(xp) la suite de Syracuse sans le contexte de (x + V) (2), la division par 2
n’est pas différée et R(xp) < S(xo).

La puissance de 2 étant un facteur neutre dans I’évolution du signe de (x + V),
I"application de 'algorithme de Collatz et de I'ajustement sans la division par 2
donne avec x := Xy =y etV := V=2 (données initiales) :
(x+V) =1*(y) +2*(1)>0

=1*(3y+1)+2*(3)-(1-1)>0

=1*(3%y +3+1)+2*(3) >0

Ce qui montre que (x + V) est toujours positif et par conséquent la suite S(xy+2)
possede une borne inférieure car elle est minorée par O :
(x+V)>0

On en déduit la regle :
(V<x)A(x+V>0) ==> (0<x+V<2*x)

Conclusion :

La suite bornée S(xo+2) et la suite de Syracuse S(2*x,) = 2*S(xo) - majorant -
convergent vers le cycle trivial unique : [4, 2, 1].

Ainsi par récurrence, tout entier positif donne une suite de Syracuse.
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Génération des suites S[x] et S[x + 2] :

4

Application de I'algorithme de Collatz pour générer les suites S[xq] :

Génération de la suite de Syracuse S[17] : xg=17

1(17), 1(52), 4(13), 1(13), 1(40), 8(5), 1(5), 1(16), 16(1), 1(1)

Génération de la suite de Syracuse S[19] : xo =19

1(19), 1(58), 2(29), 1(29), 1(88), 8(11), 1(11), 1(34), 2(17),
1(17), 1(52), 4(13), 1(13), 1(40), 8(5), 1(5), 1(16), 16(1), 1(1)

Application de I'algorithme de Collatz simultanément a x et (x + V)

pour générer les suites S[xg] et S[xo + Vo] :

Génération des suites de Syracuse S[17] et S[17 + 2] = S[19] :
Xo=17etxg+Vg=17+2=19

S[17] =

1(17) + 2(1)
1(52) + 2(3)
4(13) + 2(3)
2(13) + 1(3)

2(40) + 1(9)-1

16(5) + 8(1)
2(5) + 1(1)

2(16) + 1(3)-1

32(1) + 2(1)
16(1) + 1(1)

16(4) + 1(3)- 15

64(1) + 4(-3)
16(1) + 1(-3)

= 19
= 58
= 58
= 29
88
88
11
34
34
17
52
= 52
= 13

16(4) + 1(-9) - 15 = 40

64(1) + 8(-3)
8(1) + 1(-3)

8(4) + 1(-9)-7

32(1) + 16(-1)
2(1) + 1(-1)
2(4) + 1(-3)-1
8(1) + 4(-1)
2(1) + 1(-1)
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= 40
=5
= 16
= 16
4

1
4
1

S[17 + 2] =S[19] =

1(19)
2(29)
2(29)
1(29)
8(11)
8(11)
1(11)
2(17)
2(17)
1(17)
4(13)
4(13)
1(13)
8(5)
8(5)
1(5)
16(1)
16(1)
1(1)
4(1)
4(1)
1(1)
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