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Résumé

La formule du triangle de Pascal permet de démontrer rapidement un résultat
qui concerne l’itération d’un procédé de sommation des polynômes.

1 Introduction

Soit K une extension du corps Q. On note Σ l’endomorphisme de KN défini par

Σ (f) (n) =
n∑

k=1

f (k) =

{
f (1) + f (2) + · · ·+ f (n) si n ∈ N∗

0 si n = 0

Par exemple, nous avons

Σ (n 7→ n) = n 7→
n∑

k=1

k = n 7→
(
n+ 1

2

)
En effet, la formule du triangle de Pascal fournit

∀k ∈ N∗ k =

(
k

1

)
=

(
k + 1

2

)
−
(
k

2

)
et un télescopage conduit à l’égalité. Par récurrence sur r ∈ N, on établit de la même
manière

∀r ∈ N Σr (n 7→ n) = n 7→
(
n+ r

r + 1

)
où Σr est défini par

Σr =

{
Σ ◦ Σr−1 si r ∈ N∗

id si r = 0

Le fait que K [X], considéré comme un sous-espace vectoriel de KN, soit stable par
Σ peut être vu comme une conséquence de la formule du triangle de Pascal : comme
précédemment, celle-ci permet en effet d’établir

∀j ∈ N Σ

(
n 7→

(
n

j

))
= n 7→

(
n+ 1

j + 1

)
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Suivant cette observation, nous écrivons par exemple

∀r ∈ N, ∀j ∈ N Σr

(
X

j

)
=

(
X + r

j + r

)
(1)

où

∀j ∈ N

(
X

j

)
=

1

j!

j−1∏
k=0

(X − k)

En remarquant maintenant que X2 =
(
X
2

)
+
(
X+1

2

)
, nous obtenons

∀r ∈ N Σr
(
X2
)

=

(
X + r

r + 2

)
+

(
X + r + 1

r + 2

)
=

2X + r

r + 2
Σr (X)

L’itération de l’endomorphisme de K [X] induit par Σ, encore noté Σ, est l’objet
de cette note. Plus précisément nous établissons le résultat suivant, dont la première
publication, due à Faulhaber, remonte à 1631 ([1]) :

Théorème 1 (Faulhaber). Pour tout P ∈ K [X] et pour tout r ∈ N, il existe λ ∈ K
et A,B ∈ K [X] tels que

Σr (P ) = λΣr (1) +A (X (X + r)) Σr (X) +B (X (X + r)) Σr
(
X2
)

C’est en 1993 qu’est publiée la première démonstration de ce théorème. Dans l’article [2],
Knuth introduit pour cela la notion de fonction r-réflexive, utilisant ainsi des méthodes
qu’il estime proches de celles connues à l’époque de Faulhaber. Nous proposons une
démonstration distincte, plus courte et, à notre avis, plus explicite. Les polynômes que
nous utilisons (cf. Section 2) sont bien mentionnés en passant dans [2], mais l’auteur ne
les utilise pas pour démontrer ce « remarquable théorème » (Knuth).

2 Décomposition d’un polynôme à l’aide de polynômes « bi-
nomiaux »

Soit i ∈ N∗.
Afin de décomposer X,X3, . . . , X2i−1 dans la base(X + j − 1

2j − 1

)
=

1

(2j − 1)!

j−1∏
k=−j+1

(X − k)


j∈J1,iK
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de Vect
(
X,X3, . . . , X2i−1

)
nous écrivons

X =

(
X

1

)
X3 = X2

(
X

1

)
=

(
X

1

)
+
(
X2 − 1

)(X
1

)
=

(
X

1

)
+ 6

(
X + 1

3

)
X5 = X2

(
X

1

)
+ 6X2

(
X + 1

3

)
=

(
X

1

)
+ 6

(
X + 1

3

)
+ 24

(
X + 1

3

)
+ 6

(
X2 − 4

)(X + 1

3

)
=

(
X

1

)
+ 30

(
X + 1

3

)
+ 120

(
X + 2

5

)
etc.

On observe alors que les coordonnées (ai,j)j∈J1,iK de X
2i−1 dans

((
X+j−1

2j−1

))
j∈J1,iK

vérifient

ai,j =


(2j − 1) (2j − 2) ai−1,j−1 + j2ai−1,j si 1 < j < i

1 si j = 1

(2i− 1) (2i− 2) ai−1,i−1 si j = i

En posant αi,j = ai,j/ (2j − 1)!, nous réécrivons cette relation de récurrence

αi,j =


αi−1,j−1 + j2αi−1,j si 1 < j < i

1 si j = 1

αi−1,i−1 si j = i

d’où nous déduisons successivement

αi,i = 1 αi,i−1 =

i−1∑
k=1

k2

c’est-à-dire

ai,i = (2i− 1)! ai,i−1 = (2i− 3)!

i−1∑
k=1

k2

On décompose maintenant X2, X4, . . . , X2i dans la base((
X + j − 1

2j

)
+

(
X + j

2j

)
=
X

j

(
X + j − 1

2j − 1

))
j∈J1,iK
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de Vect
(
X2, X4, . . . , X2i

)
:

X2 = X

(
X

1

)
= (X + 1)X −

(
X

1

)
= 2

(
X + 1

2

)
−
(
X

1

)
=

(
X

2

)
+

(
X + 1

2

)
X4 = X

(
X

1

)
+ 6X

(
X + 1

3

)
=

(
X

2

)
+

(
X + 1

2

)
+ (X + 2) (X + 1)X (X − 1)− 2 (X + 1)X (X − 1)

=

(
X

2

)
+

(
X + 1

2

)
+ 24

(
X + 2

4

)
− 12

(
X + 1

3

)
=

(
X

2

)
+

(
X + 1

2

)
+ 12

(
X + 2

4

)
+ 12

(
X + 1

4

)
+ 12

(
X + 1

3

)
− 12

(
X + 1

3

)
=

(
X

2

)
+

(
X + 1

2

)
+ 12

((
X + 1

4

)
+

(
X + 2

4

))
etc.

Les coordonnées (bi,j)j∈J1,iK deX
2i dans

((
X+j−1

2j

)
+
(
X+j

2j

))
j∈J1,iK

sont liées aux (ai,j)j∈J1,iK

simplement par bi,j = jai,j .

3 Application à la démonstration du théorème de Faulhaber

Soit r ∈ N. Soit P ∈ K [X]. On choisit d ∈ N∗ et (u1, u2, . . . , ud) , (v1, v2, . . . , vd) ∈
Kd tels que

P = λ+
d∑

i=1

uiX
2i−1 +

d∑
i=1

viX
2i

Par linéarité, on a

Σr (P ) = λΣr (1) +

d∑
i=1

uiΣ
r
(
X2i−1

)
+

d∑
i=1

viΣ
r
(
X2i

)
Or

Σr
(
X2i−1

)
=

i∑
j=1

ai,j

(
X + r + j − 1

r + 2j − 1

)
et

Σr
(
X2i

)
=

i∑
j=1

bi,j
2X + r

r + 2j

(
X + r + j − 1

r + 2j − 1

)
On remarque alors(

X + r + j − 1

r + 2j − 1

)
=

1∏2j−1
k=2 (r + k)

(
j−1∏
k=1

(X + r + k) (X − k)

)(
X + r

r + 1

)
=Σr(X)
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puis
(X + r + k) (X − k) = X (X + r)− k (k + r)

et on rappelle

Σr
(
X2
)

=
2X + r

r + 2
Σr (X)

Ceci permet de conclure.
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