SEx 1. ./evn/exo-1/texte.tex
Soit E un espace vectoriel normé et A un fermé de E.
Montrer que A est convexe si, et seulement si

Tty

V(z, y) € Ax A, 5

€A

Le résultat est-il encore vrai si A n’est pas fermé?

Corrigé de I'exercice 1

Le sens = est obtenu par définition de la convexité . La réciproque < : Soient x et y fixés d ans A,
onnote D= {te [0;1] /tx+ (1 —t)y € A}.
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424
H, = {2%/19 €{0,1,2,...,2"}} pour tout n entier naturel non nul.

1
D contient les valeurs 0, 3 et 1, puis facilement les valeurs {0, 1}, donc D contient I’ensemble

On va montrer par récurrence sur n non nul que : pour tout n € N et tout p appartenant a ’ensemble

{0,1,...,2n} on a %ED.

1
Pour n =1 c’est vrai car 0, 5 et 1 sont dans D.

On suppose que 2—nx +(1— 2—n)y appartient & A pour tout p € {0,1,2 ,...,2"}.

1
On a alors que 5[2—7156 +(1- 2—n)y + y| appartient & A et donc
pour tout p € {0,1,2 ,...,2"}.

Il ne reste plus qu’a examiner le cas p > 2" alors

273_1 x+(1- 273_1 )y appartient a A

"t _p<2Metona:

2n+2 2n+2

—D
2n+1

p —p)

z+(1- 2n+1)y: (1- on+1

on+1 T+

qui appartient a A.
On a ainsi montrer par récurrence sur n € N que D contient la réunion (UHp,)p,nnx-
Si A est fermé alors D est fermé car D =~ 1(A) avec :
v:[0;1] — E est continue.
t — te+(1—t)y
Montrons que ’ensemble H = (UneN*{%/p €{0,1,2,...,2"}}) est dense dans Uintervalle [0 ;1] :

: . ) _ ) DPn DPn e . Pn
soit x € [0;1] prenons p, = E(2"z) € N alors, [2"2—p,| < 1, et ainsi [z — | < o Ainsi nll)r_{loo2—n =x.
Comme ’ensemble H = U {2n | p€{0,1, ...,2”}} C D C [0 ;1] est dense dans 'intervalle [0;1],

neN*
il est clair que D est dense dans I'intervalle [0;1] et donc que D = [0;1]. Or A est fermé implique que

D est fermé et donc que D = [O;1]. Ainsi A est convexe.

Si A n’est pas fermé le résultat est faux par exemple pour Q.
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