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Probléme.

uisons la notion de filtre, due a Henri Cartg,.

us introd il
e éral pour |'6tude des limites.

cadre trés gén

ppelle filtre s
ropriétés suivantes :

78 Dans ce problem

i itun
e notion fournit .
gor ur E, tout sous-ensemble F non vide de

|. Soit E un ensemble. O'n a

g (E) qui posseéde les trois P
"appartient pas a . .

o g n'app tion de deux éléments quelconques de F esLun éléfnenAt de 7.

. #l"ttesr?;cs ensemble de E qui contient un élément de J est lui-méme un élément

e IOU b

de . :

10 Ecrire ces trois propriét

20 Soit xo un nombre réel. i '

tout sous-ensemble de R qui cor?tle

centre Xo. Les sous-ensembles suivan

]—1,4[ul5, + oo, 11, 6[u18, 10[, 14, 6L

On note VU (Xo) (resp. ‘I.J (Xo)) I'ensemble des voisinages (resp. voisinages épointés)

. .
de xo. Démontrer que V' (xo) et QU (xo) sont deux filtres sur R.
30 On appelle voisinage de + oo (resp. de — oo) tout sous-ensemble de IR qui

contient un intervalle de la forme Ja, + o[ (resp. 1— oo, a[) ou a est un nombre
réel. On note VU (+ oo0) (resp. VU (— 00)) I'ensemble des voisinages de + oo
(resp. — 00). Démontrer que U (+ oo) et Qy (— oo) sont deux filtres sur IR.

4° On appelle voisinage dans IN de + oo tout sous-ensemble de IN qui contient
I'ensemble des entiers supérieurs a un entier a. On note @ I'ensemble de ces voisi-
nages. Démontrer que @ est un filtre sur IN.

és en langage symbolique.

On appelle voisinage (resp. voisinage épointé) de x,,
nt un intervalle (resp. un intervalle épointé) de
ts de IR sont-ils des voisinages de 5?

Il. Soient E et F deux ensembles, f une application de E dans F et & un filtre sur E.
On appelle filtre image de & par feton note f(¥), 'ensemble des éléments de 7 (F)
qui contiennent I'image par £ d'un élément V de &.
f(5)={Wed(F) |JVesF, f(V)cW}
1° Démontrer que f(F) est un filtre sur F.
20 Exemple : E=F=R, F=0(0), ' =V(0) et f: R —> R
définie comme suit: ( f(0) =0

7=l si x<0

fx)=—=1 si x>0.
Expliciter (%) et f(F').

II'I. Soient E un ensemble, & et ¥ deux filtres sur E. On dit que ¥ est plus fin que &'
sietseulementona: F'c&.

1° Démontrer que cette définition est équi initi
quivalente alad i :
SO RER g eelip oot éfinition suivante :
e
2° Démontrer que VU (Xo) est plus fin que U (xo).

3° Soient f une applicati
: on de IR da
suivantes : PA3 ALK

a) f est continue en x, si
o SI et seule i : : ;
que U (f(xo)). ment si le filtre image par f de U (x,) est plus fin

o un réel. Démontrer les propositions

b) fadmet pour limit

een x| i i le filtre i
e g Lot o le réel / si et seulement si le filtre image par f de ‘ﬁ(X°)
¢) fadmet pour limite

—o0e i ilefiltrei
A N+ oo si et seulementsi le filtre image par fde VU (+ o)
4° Soit u une suite .
le réel / si et seulem;ii"sei' lgiir;:?en::: F que la suite u est convergente et a pour limite
age par u de @ est plus fin
que VU (/).




