Triangles égaux

Ex 1. Soient ABC' un triangle et M le milieu de BC. Soit D le point de (AM) tel que M soit le
milieu de [AD]. Démontrer que

a) les triangles AMC et DM B sont égaux,
b) les triangles AM B et DMC sont égaux,
c) les triangles ABC et DBC' sont égaux,
d) les triangles ABD et BC'D sont égaux.

Ex 2. Soit OAB un triangle tel que OA < OB. Soit [Ox) la bissectrice de I’angle AOB. Soient D le
point de [Ox) tel que OD = OA et E le point de point de [Ozx) tel que OE = OB.

a) Faire une figure.
b) Prouver que AE = BD.

Ex 3 (k). Soient A et B deux points distincts. Soient C' et D deux points situés du méme coté de
(AB) tels que mes(ABC) = mes(BAD) et tels que BC' = AD. Démontrer que mes(BCD) = mes(ADC).

Ex 4. Justifier la construction de la bissectrice d’'un angle vue en 6°.

Ex 5 (k). Soient A et B deux points distincts. Soient C' et D deux points situés du méme coté de
(AB) tels que mes(ABC') = mes(BAD) et tels que BC' = AD. Démontrer que mes(BCD) = mes(ADC).

Ex 6 (%). Démontrer que la médiatrice d’un segment est ’ensemble des points situés a égale
distance des extrémités du segment.

Ex 7 (%%). On pourra utiliser le résultat de ’exercice précédent.
Soit ABC' un triangle isocéle en A tel que I'angle BAC soit obtus. La médiatrice de [AC] coupe (BC)
en X. Soit P le point de la demi-droite [AX) tel que AP = BX.

a) Faire une figure.

b) Justifier que le triangle X AC' est isocéle. Que peut-on dire des angles XCA et XAC?
c) Justifier que les triangles PAC et ABX sont égaux.
d) Quelle est la nature du triangle PXC'?

Ex 8 (k). Soit un angle 20y. Un cercle I de centre O coupe la demi-droite [Oz) en A et la demi-droite
[Oy) en C. Un second cercle IV de centre O et de rayon supérieur a celui de I' coupe [Oz) en B et [Oy)

en D. Les segments [AD] et [BC] se coupent en I.
a) Faire une figure.
b) Justifier que les triangles OAD et OBC sont égaux.
c) Justifier que les triangles IAB et IC'D sont égaux.
)

d) Justifier que les triangles OAI et OCI sont égaux. En déduire que la demi-droite [OI) est la
bissectrice de I'angle xOy.



Ex 9 (%%). Soit ABC un triangle.
a) On suppose que AB < BC. Le but de cette question est de prouver que mes(A/C\B) < mes(B/fE?).
Soit D le point de [BA) tel que BD = BC.
i) Montrer que mes(B/_C’\A) < mes(ﬁ)\C).
ii) Montrer que mes(ﬁ’) < mes(B/A\C) (indication : utiliser le théoréme de 'angle extérieur).
iii) Conclure.

b) On suppose maintenant que mes(A/C’\B) < mes(B/fRZ’). En utilisant un raisonnement par I’absurde,
démontrer que AB < BC.

On obtient donc la propriété suivante : dans un triangle, les longueurs des cotés sont rangées dans le méme
ordre que les mesures des angles respectivement opposés a ces cotés.

Ex 10 (). Le but de cet exercice est de démontrer 'inégalité triangulaire.
Soit ABC' un triangle. Soit D le point de (BC') qui n’appartient pas a [BC') et tel que BD = BA.

a) Faire une figure.
b) Justifier que mes(@) < mes(l/);l?’).
c) Montrer que AC' < DC et en déduire que AC' < AB+ BC' (on pourra utiliser le résultat de I'exercice
précédent).
Ex 11 (%). Soient D une droite et M un point n’appartenant pas D. Soit H le pied de la perpendi-
culaire & D passant par M. Soit B un point de D distinct de H.

a) Faire une figure.

b) Montrer que mes(m ) < mes(]\TI{\B) (indication : utiliser le théoréme de 'angle extérieur).
c) En déduire que M H < M B (utiliser le résultat de I'exercice 77).
La longueur M H s’appelle la distance du point M a la droite D.

Ex 12 (%). Montrer que la bissectrice d'un angle est I’ensemble des points situés a égale distance
des cotés de I'angle.

Ex 13 (). Une médiane d’un triangle est une droite passant par un sommet et le milieu du coté
opposé a ce sommet.

Prouver que si ABC' est un triangle isocéle en A, alors la médiane issue de A, la bissectrice issue de A,
la hauteur issue de A et la médiatrice de [BC'] sont confondues.

Ex 14 (%%). Soit ABC un triangle. Prouver que si deux des droites parmi la bissectrice issue de A,
la hauteur issue de A, la médiane issue de A et la médiatrice de [BC] sont confondues, alors ABC' est
isocele en A.

Ex 15 (%% %). Soit ABC un triangle isocéle en A et qui n’est pas rectangle. Soit H (resp. H') le pied
de la hauteur issue de B (resp. C'). Soit B’ (resp. C”) le point tel que H (resp. H') soit le milieu de [BB']

(resp. [C'C"]). On appelle I l'intersection de (BB') et CC”).
a) Faire une figure.
b) Montrer que les triangles BC'H et BCH' sont égaux.

c) Montrer que les triangles ABB’ et ACC” sont isocéles. En déduire qu’ils sont égaux.

e) Montrer que les triangles ABC, AB'C et AC'B sont égaux.

)
)
d) Montrer que les triangles CBB’ et BCC” sont isocéles et égaux.
)
f) Prouver que (AI) est la médiatrice de [BC] et de [B'C"].

Ex 16 (k). Soit ABC un triangle. Soient B’ (resp. C’) le pied de la hauteur issue de B (resp. C')
dans ABC'. On suppose que BB’ = CC".



a) Montrer que les triangles BB'C' et C'C’'B sont égaux.
b) En déduire que ABC est isocéle en A.

Ex 17 (%%). Soit ABC un triangle tel que AB > AC. Soit D le point de (AB) tel que AD = AC

et A se trouve entre B et D. Soit E le point de (AC) tel que AE = AB et A se trouve entre C' et E. Les
droites (BC') et (DFE) se coupent en [.

a) Faire une figure.

b) Montrer que le triangle BET est isocéle en .

c) Montrer que (AI) est la médiatrice de [BE] et de [C'D].
d) Montrer que [AI) est la bissectrice de CAD.

Ex 18 (#%%). On va démontrer la propriété liée a la condition C-A-A a I’aide d’un raisonnement par
I’absurde.

Sur la figure ci-dessous, les triangles ABC et I.J K vérifient la méme condition C-A-A par ’association :

AoJ Bol CoK. "

A
On suppose que les triangles ABC' et I.JK ne sont pas égaux.
a) Justifier que AC # JK.

b) On suppose que JK > AC. Soit C’ le point de [AC) tel que AC" = JK (voir la figure). Justifier
que les triangles IJK et ABC’ sont égaux.

¢) Montrer que mes(A/C-'\B’) > mes(m ) et conclure.

d) Comment modifier la démonstration si ’on suppose que JK < AC'?

Ex 19 (k% %). On démontre dans cet exercice la propriété liée a la condition C-C-A.
Sur la figure suivante, les triangles ABC' et LM N vérifient la méme condition C-C-A par ’association :
Ao N, Bo M, C < L.
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De plus, la mesure des angles ACB et NLM est au moins égale 4 90°. On va utiliser un raisonnement par
I’absurde. On suppose donc que les triangles ABC' et LM N ne sont pas égaux.

a) Montrer que LM # CB et justifier que 'on peut supposer LM > C'B.

b) Soit B’ le point de [C'B) tel que CB’ = LM (voir la figure). Justifier que les triangles LM N et ACB’
sont égaux.

c) En déduire que le triangle ABB’ est isocéle en A.

d) Justifier que mes(A/B\C) > mes(A/BW\B).

e) Justifier que mes(@’) > mes(14/C'\B).

f) Déduire des questions précédentes que mes(A/B\C) + mes(@’ ) > 180° et conclure.



