
PRODUIT DE MATRICES SYMÉTRIQUES RÉELLES
——————————————————————————————————————

� Si n � N�, p � N�, si A � Mn,p�R�, on désigne par AT la matrice transposée de A, qui est

élément de Mp,n�R�.
� Rappel. Théorème spectral. Une matrice symétrique réelle M est R-diagonalisable, avec

une base orthonormale de vecteurs propres.

� Une matrice symétrique réelle M � Mn�R� est positive si l’on a, quel que soit X � Rn :

XTMX � 0, et définie positive si l’on a, quel que soit X � Rn\�0� : XTMX � 0.

� Une matrice symétrique réelle est positive ssi ses valeurs propres sont positives ou nulles,

et définie positive ssi ses valeurs propres sont strictement positives.

.................................................................................................................................................

1. � Montrer que si M est une matrice symétrique réelle positive (resp. définie positive), alors

il existe une matrice R positive (resp. définie positive) telle que : M � R2 (cette matrice R est

unique, mais on ne cherchera pas à le démontrer ici).

2. a. � Montrer que si A et B sont deux matrices symétriques réelles, la matrice B étant définie

positive, alors la matrice AB est diagonalisable sur R.

2. b. � Montrer que si A et B sont deux matrices symétriques réelles, la matrice B étant

seulement positive, alors on ne peut garantir la même conclusion.

3. a. � Montrer que si A est une matrice symétrique réelle positive et si B est une matrice

symétrique réelle définie positive, alors les valeurs propres de AB sont positives ou nulles.

3. b. � Démontrer que si les valeurs propres de A sont :

�1, �2, . . . , �n, avec : 0 � �1 � �2 �. . .� �n,

et si les valeurs propres de B sont :

�1, �2, . . . , �n, avec : 0 � �1 � �2 �. . .� �n,

alors toute valeur propre � de AB vérifie : �1�1 � � � �n�n.

——————————————————————————————————————

1. � Soit une matrice carrée symétrique réelle positive M � Mn�R�. Elle est diagonalisable

dans une base orthonormale, ce qui se traduit par : M � PDP�1, où

D � Diag��1,�2, . . . ,�n�, �i � 0, et P � On�R�, en sorte que : P�1 � PT. Soit

� � Diag� �1 , �2 , . . . , �n �. On a :

M � P�2P�1 � R2, avec : R � P�P�1 � P�PT, qui est bien une matrice symétrique réelle

positive.

� Si la matrice M est symétrique réelle définie positive, alors �i � 0, d’où �i � 0, et la

matrice R est elle aussi définie positive.

...........................................................................................................

2. a. � Soit une matrice R définie positive telle que : B � R2. Cherchons X � Mn,1�R� � Rn

et � � R, tels que : ABX � �X, ce qui équivaut à : AR2X � �X, d’où : RAR � RX � �RX.

La matrice H � RAR est symétrique réelle, donc diagonalisable sur R avec une base

orthonormale �U1, U2, . . . , Un� de vecteurs propres, les valeurs propres correspondantes étant les

réels : �1,�2, . . . ,�n.

Comme R � GLn�R�, les vecteurs V i � R�1Ui forment aussi une base de Rn (non

nécessairement orthonormale), et vérifient :

RABV i � RAR2R�1Ui � RARUi � �iUi � �iRV i � R��iV i�,
d’où : ABV i � �iV i.

2. b. � Contre-exemple avec A symétrique réelle, et avec B seulement symétrique réelle,

positive, mais non définie positive.

Soit A �
0 b

b c
, b � R, c � R, b � 0, et soit B �

1 0

0 0
.

On a : AB �
0 b

b c

1 0

0 0
�

0 0

b 0
, non diagonalisable.
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3. a. � On suppose que Rn � Mn,1�R� est muni du produit scalaire canonique :

�X � Y� � XTY.

� Si de plus la matrice symétrique réelle A est positive, alors il existe une matrice symétrique

positive S telle que : A � S2. On a vu que les valeurs propres de AB sont celles de H � RAR. On

a donc : RARUi � �iUi, soit : RS2RUi � �iUi, d’où : Ui
TRS2RUi � Ui

T�iUi, ce qui s’écrit :

�SRUi�T�SRUi� � �iUi
TUi, ou encore : �SRUi�

2 � �i�Ui�
2 et comme Ui � 0, il en résulte :

�i � 0.

3. b. � Soit �Ui�1�i�n une base orthonormale de vecteurs propres de A, et soient les valeurs

propres correspondantes : ��i�1�i�n, qui sont des réels positifs ou nuls, et l’on peut toujours

supposer SPDG (*) :

0 � �1 � �2 �. . .� �n. Pour tout X � Rn, on a : X �
n

i�1

	 x iUi, x i � R, d’où :

AX �
n

i�1

	 x iAUi �
n

i�1

	 x i�iUi, et par suite :

�X�2 �
n

i�1

	 x i
2, et de plus : �AX�2 �

n

i�1

	 x i
2�i

2, ce qui implique :

�1
2

n

i�1

	 x i
2 � �AX�2 � �n

2
n

i�1

	 x i
2, soit :

�1
2�X�2 � �AX�2 � �n

2�X�2, et enfin : �1�X� � �AX� � �n�X�.

� Il en est de même pour la matrice B, soit, pour tout X � Rn :

�1�X� � �BX� � �n�X�.

� Il en résulte, pour tout X � Rn :

�1�BX� � �ABX� � �n�BX�, d’où : �1�1�X� � �ABX� � �n�n�X�.

� Si � est une valeur propre de AB et X un vecteur propre correspondant, alors ABX � �X,

X � 0, � � 0, et par suite :

�1�1�X� � ��X� � �n�n�X�, d’où, puisque � � 0 et �x� � 0 :

�1�1 � � � �n�n.

..........................................................

(*) SPDG : Sans Perte De Généralité.
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