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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout materiel
électronique (y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

1l appartient au candidat de vérifier qu’il a regu un sujet complet et correspondant & Uépreuve a laquelle il
se présente. 5 ‘dnonce svez le sienaler tres lisi
Si vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous devez le signaler trés lisiblement sur
votre C-O o en bro os.er la correction et poursuivre I'épreuve en conséquence. De méme, si cela vous conduit a
ie, ; ot :
formulerpune oupph?sieurs hypotheéses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement.

NB : Conformément au principe d’anonyma, votre copie ne doit comporter aucun signe (hst,mcm, tel que
« rigine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d’un

norr}, s|gn35llr‘-" N (f vo,us devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de 'identifier.

projet ou d’une note, ALV

Le fait de rendre une copic blanche est éliminatoire.
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Notations et vocabulaire

Ponr chaque nombre g qui est une puissance d'un nombre premier, on note F, un corps figi
A

¢ clements

X].

| o cardinal d'un ensemble find X est not¢

Qi a ot b sont deux entiers, on définit

{a,a+1,...,b} sia<b,
sinon.

Ja, 0] =

La dimension d'un espace vectoriel £ de dimension finie est notée dim E. Le noyau et I'image
d'une application linéaire u sont respectivement notés ker u et im«. On note End(FE) I'anneau
des endomorphismes d'un espace vectoriel F, idg Didentité de E, et GL(E) le groupe des
¢léments inversibles de End(E).

Soient un entier naturel n et un corps K.

La notation . #,(K) désigne la K-algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.
On note 1, la matrice unité dans .#,(K) et GL,(K) le groupe des ¢éléments inversibles de

M,(K).
La transposée d'une matrice M est notée M. Une matrice carrée est dite symétrique si elle est

cpale a sa transposce. On pose :
0,(K) = {M € GL,(K) | ‘M =M"'}.

Cest un sous-groupe de GL, (K), ce qu’on ne demande pas de justifier.

Lorsqu'un groupe G opére sur un ensemble /) les parties de E qui sont des orbites pour
Fopération de (¢ sont appelées des G-orbites.



lixercice |

I Sort oonn enbier stactement positil. De

“ montrer que pour chague divisenr positif d deon,
le vroupe eveigue (7

Nea, | ) llll'-‘yt“lll‘ 1nn llllit|l|0' HOUS ot cl'uuln‘ o
Sort g o entier natarel fmpair. On considire ¢ ('/,/( I)7)*, le proupe des éléments
mversthles de Fannean 7,/ (14)7,

Al Determimer les ondves vespectils dans ¢ des elasses modilo g e 2g Vet de 2+ 1

DY Lo pronpe G estil eyeligque ?

()

lixercice 2

L Determimer Fensemble des couples () dans (7Z/37)% tels que r? + 32 = 0.
2 Determimer Pensemble des couples (o, y) dans 72 tels que 2 — by? = 33.

3 Determimer Fensemble des couples (i, ) dans Q2 tels que x? — by? = 33.

EExercice 3

Sotent et F deux espaces veetoriels euclidiens. On note (, )y le produit scalaire de Eet (. )¢
cohide FUSoit w s E = F une application lindaire.
I Soit y dans F. Démontrer qu'il existe un unique vecteur 2 dans E tel que

(2,0)i = (g u(a))p

pour tout r dans .

2. En déduire qu'il existe une et une scule application u* @ F' = E telle que

(u*(y),x) = (y,u(x))p

pour tout (r,y) dans F x [ Justilier que w* est linéaire.

Problcme

Yartic 1

Notations et vocabulaire. Soient 17 el I deux espaces veetoriels cuclidiens. On note (1, ) le
produit scalaire de 15 et (4 ) celui de /7. On pose m = dim F et n = dim £, Soit «: £ — Fune
application lincaire, L'application «* définie dans Pexercice 3 est appelée adjomt de u. Cette
deéfinition péncralise la notion d’adjoint d’un endomorphisme d'un espace euclidien au cas d'une
application linéaire entre denx espaces euclidiens.

On admet sans justification les proprictés suivantes

si G est un troisicme espace vectoriel euclidien ot si o2 £ (Fest une application lincaire,
alors (vou)  u* ot

Fapplication u est Padjoint de ', autrement dit - (a*)*

Tournez la page S.V.I.



pour tout 1 dans I, onn

((u* ou)(r).r) (u(r) ulr))y =0

cout sont des endomorphismes anto adjoints de [ ot g -
 TOSh0e.

los composees 1t o et
tivement

Pont tont nombre reel Avon pose
Iy ker(u® on \idy ).

Iy ker(uwou' Nidy ).
1 ensemble Fy est un sous-espace vectoriel de 12 et hérite par restriction du produit scalaire. .
I une stracture d'espace vectoriel enclidien. De fagon similaire, Iy est un sous-espace veetoriel

de et en harite une strueture d'espace vectoriel euclidien.

1 Deémontrer que ker(u® o u) = ker u.
os valeurs propres de u* ow et de wo u* sont des nombres réels positif,

ro

~ Démontrer que 1
3 Soit A un nombre réel strictement positif. Vérifier que u(Ey) C Fy et que u*(Fy) c E,.
5 “ 0y s ) . ) (S sos . y
Sour tout nombre réel strictement positif A, on note wy - F\ — F, l'application linéaire induite
Our 1 )
I)%U u.
1 Soit A un nombre réel strictement positif. Démontrer que dim E) = dim F) et que u, /\/)
est une isométrie de Ey sur Fj.
5. On note Aj. g, ..., Ar les valeurs propres non-nulles de u* o u, répétées selon leurs multi-
plicités. Etablir 'existence de bases orthonormées (e1,€2,...,€n) €t (f1, fo,..., fm) de E
et F. respectivement, telles que

VA fi sil<

1
ule;) =
(@) 0 sir+1

<,
<1< n.

6. Soit M une matrice a m lignes et n colonnes et & coefficients réels et soit r le rang de M.

a) Démontrer l'existence d’une suite décroissante (oy,09,...,0,) de réels strictement
positifs et de matrices orthogonales P et @, P € O, (R) et @ € O,(R). telles que
M = PDQ, ou D est la matrice dont les coefficients d; j; sont donnés par

i, — .
0  sinon.

b) Onsuppose que m = n et que M est inversible. Dans le contexte et avec les notations
de Ja question a), démontrer que le produit PQ ne dépend que de M et non de la
factorisation M = PPD() utilisée.

Indication : on pourra examiner la décomposition polaire de M.
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Pour chaque entwr naturel » 14l e D . N R eI A _— A ) ok
revls strctement positie on note A N OIAY Y WY \ b hes coeMowents &, st
Jdonnes paa
. < |
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La matrwee “A, L AL L ot dlagonale La siite e s coethomente diaconany comparte G abvord
rOPCTUR, PN of el o oot entin n BT IO
TS0t Eun Reespace vectoriel cielidien de dinmensson 5 et & un endomarphsime de 1 Sont
rle rang de e Justitier UVenstence dane hase anthonommee ey o) de 1 telle que
(I N ¢ ) st une base de we v

4

Sott Eun Reespace vectoried de dimension » ot s un endomarphiane de o ventiant o7 0
Demontrer que le rang » de @ vetitie 20 g » .

9. Soit M dans & (R) et soit » ke rang de M.

a) Demontrer Uexistence d'une matrice £ dans Q, (R telle que 2P0V sait de a forme
LN \
\ 0 1 Q h
ou B est une matrice & » Bgies ot 2 - colonnes o ol lew deny Bloes diagonany sont
les matrices carrees mulles dondve ret n - e
b) Demontrer Nexistence dune suite doctoisante ¢ Wi L) de reels stete
ment positifs ot dune matrice Q dans O (R telles que QMQ 'V A, L.
Indication : on pourra appliquer & la mattiee 8 les resultats de la partie 1
10. On definit une action du groupe O, (R) sur Vensenable (R par M PP pow
(PoM) dans O, (R) X & (R Dementrer que chagque othite contient une unique matvice
de la forme 1\',“.‘

Définitions et notations concernant les partitions,

Sotent net € des entiers naturels. Une partition de n de Jonguenr ¢ ost une suite decroissant o
A= (AL A ) de € entiers naturels non mals telle que n N Onnote [\ 0
Les termes de cette suite sont appeles les parts de la partition: | (par convention, lindexation
commence a 1), Par commodite d'ecniture, onetend I notion de part de Ta partition \ aus
indices strictement superieurs & € en posant \, 0, powr tout entier @~ ¢ Par comvention, on
note @ l'unique partition de longueur 0 de Pentier 0

Ainsi, st Ton designe par 2, Fensemble des partitions de Pentier n, aloes 9, {0}
2= A1)}, 2, {2 (LD}, 2 HRIN AN N N AR

A= {1, (G D202 0D (L LD ee

Un ¢lement d’un ensemble 2,0 pour unentier 1non previse, est stplement appele partition.

‘o
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o graphiquement une partition A par son diagramme e Ferrerg .

[l est commode de représente e , e lan i Ara )
wt non nulle de A est visualisée par une ligne de boites, les différentes ligneg Stant
alignées & gauche. Par exemple, le diagramme de Ferrers do |,

(5,3,2), est représenté ci-dessous.

chaque pe
empilées de bas en haut et
partition de 10 de longueur 3,

[ ]

On remarque que le nombre de lignes du diagramme de Ferrers de la partition A est la longuey,

de A

La réflexion selon la bissectrice du premier quadrant (représentée en pointillé ci-dessous) enyoie
41 N \ 14 " A} Orrers ! e ' ry . 0u s

le diagramme de Ferrers d'une partition A sur le diag ‘unm:, de Ferrers d l:fl(. :ul‘rjlc [-)(H‘l,ltl(lll,

appelée partition conjugudée de A, de longueur A, et notée A On admet qu’il s’agit bien d’une

partition.

La figure de droite ci-dessus présente le résultat de cette opération de conjugaison lorsqu’on
Papplique a la partition (5,3,2) : on obtient (3,3,2,1,1). Les candidats pourront vérifier que la
conjuguée de la partition (4) est (1,1,1,1) et que la partition (3,2,1) est égale a sa conjuguée.
sme entier 7 est une opération involutive : pour toute

La conjugaison des partitions d’un m
partition A, on a (X)' = A et [XN| = [A]l. Pour chaque entier i > 1, la i-ieme part A} de X'

’ , . , . . . / , ;
est égale au nombre de parts de A supérieures ou égales a i ; en particulier, A} est la longueur
de . Ces propriétés sont admises et pourront etre utilisées sans justification dans la suite du

probleme.
Pour chaque entier strictement positif d, on note Jy la matrice carrée d'ordre d avee des zéros
partout sauf sur la premitre sous-diagonale, ot 'on met des 1. Par exemple,
00 00
i_ (1000
o 0100
0O 0 10

A une partition A, on associe la matrice Jy diagonale par blocs, avee comme blocs diagonaux
successifs Jy,, Jy,, ... Par exemple,

/000 0[]0 0[]0
10000 00
01 00/00/0
Juan =100 1 0|0 0o
000 0]0o0[0
00001 0|0
\0 0 0 00 oo)

L.u matrice Jy (respectivement, Jy) peut étre considérée comme appartenant a .#,(IK) (respec-
tivement, .5 (K)) quel que soit le corps K.

-6 -



Partie 111
Soit K un (‘ul])‘.\', On se donne 1 an K-cspace viv toriel de dimension finie ot u un endomorphisme
milpotent de .
Si 7 est un ¢lément de 1 on note (1)
1, u(r), u?(.r). <o tbon définit 1n by
Der<hetu'(r) =05
non ml est strictement positive

w 10 sons cspace vectoriel de I engendré par les léments
wteur de v comme Ventier b 2 0 tel que u'lr) £ 0 si
Ainsi e vectonr il est de hautenr 0 ot 1a hanteur o un vectenr

11 Soit . un élément non mal de I On note b Ia hauter de r.

v ")) est une base de (r)

wOker u est une droite vectorielle et donner un vectenr génératenr

a) Démontrer que (o, u(r)
b) Démontrer que (r)
de cette droite.

U

12. On suppose ici qu'il existe une suite finje (21,29, .., 25) d’éléments non nuls de i u telle
que imu soit la somme directe (20)u D (22)0 D+ ) (Zm)u, et pour chaque i € [I,m]. on
choisit y, € E tel que u(y;) = 2. On note /' la somme Wu+ W)u+ -+ (Ym)u et G un
supplémentaire de F Nkeru dans keru. On pose £ =m + dimG.

a) Démontrer que la somme W+ (W2)u + -+ (Um)u st directe.

Indication : On pourra vérifier que u((yi)u) C (2i)u, pour tout i € [1,m], puis
exploiter ce fait.

b) Justifier que u(F) = imu.
c¢) Démontrer que E = F @ G.

Etablir I'existence d’une suite finie (z,, s, ... ,Z¢) d’éléments non nuls de E telle
que E soit la somme directe (1), ® (Z2)y @ - - - D (T¢)u.

13. Etablir I'existence d’une suite finie (z1,Za,...,7,) d’éléments de E telle que E soit la
somme directe (z1)y ® (T2)y ®- - - ® (¢)y. On effectuera une démonstration par récurrence
que l'on rédigera avec soin.

Etant donnée une partition A, de longueur ¢, on dit que (E,u) est de type X s'il existe une suite
finie (xy,,,...,2,) d’éléments de E telle que chaque z; soit de hauteur A; et E soit la somme
directe (z1)y @ (Zo)u B - - D (Te)w.

14.  a) Soit A une partition. Démontrer que (E,u) est de type \ si et seulement s'il existe
une base de E' dans laquelle u a pour matrice Jy.

b) Soit A une partition. On suppose que (E, u) est de type A. Pour chaque entier : > 1,
exprimer dim(keru') — dim(keru'~") en fonction de i et des parts X}, \j. ... de la
partition conjuguée de .

Remarque : on rappelle que u° = id.

¢) Soit A et 1 deux partitions. On suppose que (E, u) est A la fois de type \ et de type

. Démontrer que A = 1.
15. Soit n un entier naturel.

a) Soit M dans ., (K) une matrice nilpotente. Démontrer Pexistence et I'unicité d’une
partition A de l'entier n telle que M soit semblable & J,.

b) On se replace dans le contexte de la partie I1. Donner, en fonction de r et o, la
partition A de n telle que K, , soit semblable & J,.

¢) Démontrer que dans .,(K), deux matrices nilpotentes proportionnelles (c¢'est-a-
dire, se déduisant I'une de 'autre par multiplication par un scalaire non nul) sont
semblables.

Tournez la page S.V.P.



Partie 1V

Le corps B est e suppose algéhriguement clos et de carnctéristique diflérente de 2. Onse donne
un entier naturel 7 > 1
16 Powr chague entier strictement positif o, on note I Inomntrice carrée gymétrigque d'ordre
d avec des zoros partout sanf s antidingonale, oft Pon met des 1 Par exemple,

00 0 1
, 00 10
)
K 01 00
I 0 0 0

_— - . = 42 % g v -
On verihie sans difficulté que (I’,,) = Iy et que ’,,J,[( ’,t) ’(./,,). On ne demande pas
de le démontrer.
Soit A une partition de n.
a) Exhiber une matrice symétrique P dans GL,(K) telle que PSP 1 = (1) et
reo=1
= 1,
b) Trouver une matrice 2 dans GL,(K) telle que QJ (2" soit symdétrique.
Indication : on pourra chercher () sous la forme al, + b avec (a,b) € K2
17.  a) Soit D dans .#,(K) une matrice diagonalisable et soit «y, ag, ..., a, les valeurs
propres de D, répétées selon leurs multiplicités. Construire un polynome f(X) de
K[X] tel que f(a;)? = a; pour chaque i € [1,n], puis justifier que f(D)* = D.
b) On définit par récurrence une suite (Cy) d’entiers naturels en posant Cy = 1 et
k . Shinit le e 3
en demandant que Cyyy = >, CiCrx—i pour k > 0. On définit le polynome a
cocfficients entiers ®(X) = 1sin =1 et pour n > 2,

n—2

P(X)=1-2) CpX*

k=0

Calculer 'image de ©(X)? dans 'anncau quotient Z[X]/(X™).
¢) Donner un polynéome g(X) dans K[X] tel que g(N)? = I, + N pour toute matrice
nilpotente N de .#,,(K).
1%. Ou rappelle le résultat suivant : chaque matrice I” de .4, (K) s'¢erit de fagon unique sous
la forme P = D+ N, oit D est une matrice diagonalisable et N est une matrice nilpotente
telles que DN = ND; de plus, il existe un polynome h(X) de K[X] tel que D = h(P).

a) Soit I dans ., (K), écrit sous la forme 2 = D+ N comme ci-dessus. Démontrer
que si 12 est inversible, alors D Pest aussi, et qu’en ce cas il existe un polynome
J(X) e K[X] tel que D' = j(P).

b) Soit 12 dans GL,(IK). Etablir Pexistence d'une matrice R de GL,(K) telle que
[t? — P, et justifier qu’on peut en outre exiger que £ soit un polynome en 2.
Indication : on powrra éerive P = D+ N = D(1 + D 'N).

¢) Soit 17 dans GL,(IK). Démontrer I'existence d'une matrice @ dans O, (K) et d'une
matrice symétrique S dans GL, (K) telles que PP Q8] et justifier qu'on peut en
outre exiger que S soit un polynome en ‘P21,




C S P 2 } NIX o . N R4 ol .
. S,’Onl/l‘ (Itl ‘I (II()l,l\ mmu((‘_\ Symetriques appartenant a . #,,(K). On suppose que A et 13 sont
semblables. Demontrer 'existence d'une matrice (2 dans O, (K) telle que 3 = QAQ t

On note . 1"(K) l(‘ll.‘s‘("ll}l)!(‘ des matrices nilpotentes dans A0, (K) et on considere action de
GI{,?(IK) sur . 1, (K) définie par P A = PMP " pour (P M) « GL,(K) x . 4,(K). On note
A(K) le sous-ensemble de . 47 (K) formé des matrices nilpotentes symétriques,

20. Vérifier que pour tout (])‘ 4‘1) dans ()"(K) X . ’“s\’m(K)‘ ona - Mec .t sym(K),
Laction de GLy, (K) sur . 4,(K) se restreint done en une action de O, (K) sur .4, >™(K).

21. Justifier que I'application @ +— o, AYM(K) est une bijection de 'ensemble des GL, (K)-

orbites dans .4, (K) sur Pensemble des O, (K)-orbites dans . 4,3™(K).
22. On suppose ici que K est un corps de aractéristique 2.

010 1 1 1
a) Démontrer que les deux matrices [ 1 0 1 et [ 1 0 1] de M3(K) sont sem-
01 0 I 1 1

blables.

b) Le résultat de la question 19 est-il encore valable si K est un corps algébriquement
clos de caractéristique 2?7

Partie V

Etant donnés un corps K, un K-espace vectoriel E, un endomorphisme u de E. et un sous-
espace F' de E stable par u, on note u|g et u|g/r les endomorphismes de F et E/F induits par
u. (Explicitement, u|g/p est I'unique application de E/F dans lui-méme telle que

ulp/p(e+ F)=u(r) + F

pour tout r dans E.) Plus généralement, si Fy et F5 sont deux sous-espaces de £ stables par u ot
tels que F, C Fy, on note u|p, s, 'endomorphisme de Fy/F, induit par u. Les endomorphismes
ulp, ulg/F et ulpr, sont nilpotents des que u T'est.
On note 2 'ensemble des partitions. Pour (A, y) dans &2, on éerit g C A pour indiquer que
le diagramme de Ferrers de p est inclus dans celui de Ao Autrement dit, g0 C \ si et seulement
si g, < A, pour tout ¢ > 1. Visiblement, g C X est équivalent a " € N
23. Dans cette question, K est un corps, £ est un K-espace vectoriel de dimension finie, w est
un endomorphisme nilpotent de I, et I est un sous-espace de £ stable pav w. Soit \ le
type de (£, u).
a) Soit yt le type de (I, u|p). Démontrer que g ¢\,
b) Soit v le type de (£/F, ulp/p). Démontrer que ¢ A

A (), ji,v) dans 2% et a un corps K, on associe Pensenble @Y, Ul\{‘\ detint de la fagon suivante
on pose n = |Al, on note I 'espace vectoriel K" et onappelle w Pendomorphisme nilpotent de
E dont la matrice dans la base canonique est Jy alors "';.\. (K) est Pensemble des sous-ospaces
vectoriels I de £ stables par u tels que (Fufp) ost de type ‘[\l vl'U-.‘/l-" I‘l'r p) st de t‘\p‘v .

D’apres la question 23, une condition nécessalre pour que “':“_,,(ll\). ne .\‘\_ut pas vide est dlavour
IC Xet v A Pour des raisons de dimension, il est egalement nécessaive que [A| = ] + .

-4 p— B
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) (2.1). 1 (2). Soit g une prissance d'un nombre Premier
20 On prend A (3.2), 1 oy
o\ (
Détermimer e cardinal de ’/’,,‘(" q)

PR » cardi g
hjectif Jdretablin de fngon péndrale gue le cardinal de ‘/“.U([[ﬂ’) est
R1A0 LN N

|.n lin 1||l ||lu1v|t nme n |m||l

donnd par un polvnome en g . .
loriel de dimension finie, et sott u un endomr

200 Soit Koan corps, soit 12 K espaee Ve

plisme nilpotent de 10 Soit X e type de (17, u).

a) Quel est e type de (i, i) 7 _
I stable par el soit 1 le type de (F u\,.), On

) Soit 7 un sons espace vectoriel de y S
¢ de Ferrers de p s'obtient

0. Démontrer gue le diagramm

suppose que gy : ;
o hoites, au plus une par ligne.

partit de celui de X en supprimant de

¢) Pour 1 > 1, établir I'épalité
] . / /
dim((imu + keru')/imu) = Ap — Aipr

d) Dans le contexte de la question b), exprimer les parts de la partition conjugude 4/

£ 2 ' w ooenacoeos 1 v il
en fonction des parts de X ot des dimensions des espaces F N (imu+ keru') pour
1 > 0.
26. Soit K un corps et soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. On note n la dimension
de E et on se donne une suite strictement croissante (Eo, £y, ..., Ey) de sous-espaces
vectoriels de E 5 ainsi chaque espace I9; est de dimension .

a) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que pour chaque i € [1.n], le
sous-espace vectoriel F'0O E;_ de FNE; est de codimension 0 ou 1.

Dans le contexte de la question a), la suite des dimensions des espaces F'N E; augmente
au plus de 1 a chaque étape; la dimension de F' est done égale au cardinal de I'ensemble

1:{’I.€|Il,’”]l 'FﬂEikl#l’iji}A (%)

Etant donnée une partie I de Pensemble [1,n], nous notons ¢, I'ensemble des sous-
espaces vectoriels F de I vérifiant (). Chaque élément F' de 6} est un espace vectoriel
de dimension |11

Pour chaque i € [1,n], on choisit un veeteur v; de E, n’appartenant pas a £, ;. La famille
(l'| v V24 ..., l'”) st ”I(”H e l)l’lS(. (](‘ l'/ y 01 note ('(lr, ();‘ . l),’:) sa hilb‘(\ (hlill(\-

Soit L une partie de [1,n]. Posons d = I et notons iy, iy, ... iq les éléments de I, émumeres
'l" Llf‘““ crolssante, I\U”h (I”()“h (l‘l[“(‘ [“]][[“(‘ (l(\ \'(\(\t(\ul's (l(\ 1'41 (lu‘(\“(\ (‘St 1_(‘\(1“‘11\““0(‘
réduite sioelle comporte d termes, notés Wy, Wy, .y wy, tels que pour tous ) dans Hl- ”] el
Fodans [1d], on ait '

u;(u'L) losig — iy,
ewg) 0 sig iy o s (J < iy ot je ).

b) Soit [ une partie de "]y,,“ et soit 1 dans <.

‘ P Démontrer que & possede une unique
base [-cchelonndée réduite.

) Soit [une partic de [1 ], Etablir Pexistence d'une bije

: . etion entre 6 ot Pensemble
des familles de veetears -échelonnées réduites
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d) On suppose que K est o corps .. Soit |
-t e

de ¢ en fonctio . artio de S
le %1 nde g et de g, | de [1,n]. Exprimer le cardinal

27, Goit r un entier strictement, DPOsitif of goje

g nt ¢
cuites d'entiers naturels telles que f «
g

('l"h----'r)"' J = (Jiofaio oo fr) denx

Cbonr chaque § dans I1.r]

a) Trouver un polynome /‘:.I(.\') & coellicients entiers posit
. 8 pos)

suivante @Sk est une puisennee o1°

vectoriel muni d'une eunl{tnf%fw' dun nombre premier et Foest un Fespace
\ . - (I()WHHHH\(];'"’[‘I‘|““ E.) de a 3 z s

que l':ﬂ {n}, l'fr = N of € = flilll(]" /I" ’ 'r) e Sons-espaces veetoriels telle

le nombre de sous-cspaces V(\("”Til‘]sli[o' (lf( 'l)"h”'.“-rf'd"""w ie ‘[1 ) rn, alors A, glq) est

pour chaque 7 € [1,r]. cvenihiant fi = dim(F O E))(FOE, )

ifs satisfaisant |a propriété

b) Dans le cadre de la question ), véritier que A, ;(X) est de degré ) DIV (B A) )
A gne partition A dans %, on associe 'entier d(A) = Y XN = 1)/2
: j NP7 X EPR N , . 21 7\ .
A (A N)f‘r\l]h Preta un boipe K, on associe I'ensemble A (K) défini de la faon suivante -
on POSe N = |Al, on note E 'espace vectoriel K", on appelle u 'endomorphisme nilpotent de £
dont la matrice dans la base canonique est, J x et on note £ la longueur de % ; alors 2* _(¥) m;
I'ensemble des suites décroissantes (Fo, Fy, Fy,..., Fy) de sous-espaces vectoriels de 'E stables
par u telles que Fo = E, (F¢, u|r,) soit de type , et pour chaque i dans [1, €], dim F,_,/F, = &,
et U:f‘l_l/rl = (),
On munit & d’une relation d’ordre partiel de la facon suivante : pour (A, p) € 22, on écrit
p<Asi Al = Jul et iy <A, i+ po KA gy F g F s KM+ Ao+ A,

28. Soit (A, y, k) dans 222, On recherche un polynéme B]),n(X ) a coefficients entiers positifs

tel que, pour toute puissance ¢ d'un nombre premier, B;)'n(q) soit le cardinal de %j_K(Fq).

a) Etablir I'existence de B), .(X) dans le cas ot & est de longueur 1.

Indication : on pourra utiliser la question 25d).
b) Traiter le cas général.
¢) Soit (x,v) dans 2. Démontrer que B ,(X) =1sik =1/ et B (X) =0six £ V.
d) Démontrer que le polynome B, (X) est nul ou est de degré d(\) — d(p) — d(x').

‘ . 2 . A A .\ a RPN =
29. Soit (A, j1, v) dans 22%. Démontrer Pexistence d'un polynome Gy, ,(X) & coefficients :*ntu rs
\ . A it 1o candinal de 9 (F
tel que, pour toute puissance ¢ d’un nombre premier, G W(q) soit le cardinal de ¢, (F,).
Indication : on pourra méditer sur I'égalité

B (0) = D140, (Fy)| Boxla).

ve?

30. Démontrer que le polynome G5 ,(X) est nul o est de degré majord par d(A) —d(p) — d(¥).

-l- Tournez la page S.V.P.



