Exercice de topologie 1

S Ex. 1. - Slimitesconti/exo-10/texte.tex
Montrer qu'il existe un ultrafiltre U sur N* tel que

.

pour tout A € U.

Corrigé de l'exercice 1
s , . 1 .
Considérons .# I'ensemble des parties de N* telles que E = < +oo et montrons que . est un filtre sur N*.
n

necA
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o 0¢.F car 0o =N* et Z ~ = +o0.
n
neN*

1 N .
o N*e.Z car (@ =N* et Z— = 0. On pourra lire a ce sujet :
ne@n
https://math.stackexchange.com/questions/2310758/empty-set-and-empty-sum

Soient A et B deux éléments de .#, (AN B) =CAUCB, et
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Z ~= Z ;<Z;+Z<+oo,
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Soit A € .# et B une partie de N* telles que A C B, on a que ‘B C “B, et ainsi Z - < Z — < +o00, ainsi B e .Z.
n n
nebB nebA

On a donc ainsi prouvé que .% est un filtre sur N*.

Théoreme (T. 2, VI, 1; 1) Laurent Schwartz Analyse p52

Etant donné un filtre il existe toujours un ultrafiltre qui le contienne.
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Il existe donc un ultrafiltre % contenant .#, et pour tout A € %, on a E — = +o00, car si on avait E — < +co alors CA
n n

neA neA
appartiendrait a .# et donc a % ce qui n'est pas possible, étant donné que pour toute partie A de %, ultrafiltre, soit A

appartient & % soit CA appartient & % .
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