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|Partie 1: Algébre et Analyse |

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

Soient E un espace euclidien muni de sa norme usuelle H || et U unendomorphisme symétrigue de E,
dont toutes les valeurs propres sont > (.
2
_ I <x,ulx)>|"
On définit I'application: q: x €E —{0] 2 g(x) = % .
e e N1

L'objet de ce probléme est la recherche et la détermination des extrema de g.

1. Montrer que q estbien définiesur E—{0}.

2.

b)

a)

c)

Pour A€RR" et x€E—{0}, calculer g{Ax).

En déduire que les extrema de g sur E — {0} (s’ils existent) sont ceux de g sur la
sphere unité S{0,1)={x€E ;||x]|=1}.

On ne demande pas a ce stade de démontrer I'existence de ces extrema.

Montrerque: V¥V x€E—10):q(x)<1.
En déduire la valeur du maximum de g et déterminer les éléments en lesquels il est atteint.

Montrer que, en exprimant x par ses composantes X; sur une base adéquate de E, on peut

n -
5.2
(Z A X, )
i=1 N
: oliles A, sontles valeurs propres de u.

écrire:  q(x)

n 4 i

DIHIINIY

i=1
Que devient cette expression quand on exprime q(y) ot yeS(0,1)?

Montrer que O ne peut étre le minimum de g.
On note respectivement A, et A, la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de

m
2

A’I"
u. Montrerque: V x#0:q(x)=>—"..

2
M

Que peut-on en conclure si toutes les valeurs propres de u. sont égales ? Qu'estalors u ?

On suppose dans la suite que les valeurs propres de U ne sont pas toutes identiques.

6. On se place ici dans le cas LDimE =2. ’

a)

b)

Montrer que la recherche des extrema de q sur la sphére unité équivaut a la recherche des
extrema d'une fonction d’une seule variable réelle, notée §.

En étudiant cette fonction ¢, déterminer analytiguement (via les conditions du 1% ordre) les

points de la sphére unité en lesquels g atteint son minimum (au moyen de leurs coordonnées
sur la base considérée) et calculer la valeur de ce minimum.

7. On revient au cas ol la dimension de E est quelconque, égale & n = 3. On numérote les valeurs
propresde u enordrecroissant: A, <A, <. <A .
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c)

Montrer que la recherche des exirema de g sur la sphére unité équivaut 3 la recherche des

n—1 “\2
(Z {/14 - A‘n)ytz & An)
i=1

n

extrema de la fonction de n-1 variables : ?j()’n: s Yoo )=

1
(A= 2)yi+ 2,

i=1

Montrer que les conditions du 1¢ ordre pour la recherche des extremade ¢ s'écrivent sous la
forme .
: ' P(y)
Vijell,..,n=1}:y,(A,—-A) (2— %i%(/lﬁ/ln)) =0, (S)

n—1

P(y):' (Ai_in)yl‘z'l'j'n

tQ(y)= (2= 22y e A

On se place dans le cas particulier ot toutes les valeurs propres de U sont distinctes.

Montrer que la résolution du systéme (S) se ramene a un probléme & deux variables comme
danslecas ol DimE =2.

En admettant que les conditions du 1° ordre conduisent effectivement a un minimum, déterminer
alors le minimum de G, puis celuide g surla sphére unité.



Exercice 2:

Dans tout I'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
On considére une suite réelle (b,,),>2 a termes strictement positifs et la suite (uy, ) définie par :

1

Un,k = T EbNT
(1+5)
n

1. Montrer que pour tout n fixé, la série de terme général uy_,, converge.
On pose alors S,, = Z

(%)
k=1 ]__i_i
n

2. Etablir I'inégalité suivante :

VE e N*, VneN, n>2,

3. On considére la fonction f,, définie sur R, par :

Vx > 0, fn(w) =

+oco
(a) Montrer que S,, < / fn(x)dz.
0

(b) En déduire que b,,S,, < 2.
4. On pose :

On suppose que la suite (b,,) converge vers un réel £ strictement positif et on admet le résultat suivant :

Si la suite (S, p)p>1 converge uniformément vers S,, quand p tend vers +oo, alors :

lim ( lim Spp) = lim ( lim Sn,)

n—-+4oco \ p—-+4oo p——+oco \ n—+oco

(a) Justifier I'existence d’un réel b strictement positif tel que :

1
< < —
0< Uk,n X Eb\ "™
14 —
n
(b) Etudier les variations de la fonction h définie sur R7 par :
1
14 —
€
(c) En déduire I'’encadrement suivant :
1

5.(a) Montrer que la suite (S, ,)p>1 converge uniformément vers S,, quand p tend vers +oo.

(b) En déduire, en fonction de ¢, la valeur de lim S,,.
n—-+oo
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Partie 2 : Probabilités et Statistiques:

|Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

| Exercice 1 |

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont supposées étre définies sur le méme espace probabilisé (92, A, P).
On considére une suite (X)recn+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi et une variable IV,
a valeur dans N* et indépendante des variables X.

On considére les deux applications Z,, et Z définies sur (2 par :

Vn € N*, Vw € Q, Z,(w) = max (X;(w), X2(w),..., Xn(w)) et Vw € 2, Z(w) = max (X1 (w), X2(w), .+ XN(w))

On admet que Z,, et Z sont des variables aléatoires.

1. On suppose dans cette question que les variables aléatoires X, suivent toutes la loi géométrique de paramétre p,
(0 < p < 1) et que N suit la loi de Mengoli, c’est-a-dire que :

P([Xx = m]) = p(1 —p)™ !

Vm € N*, 1

P([N =m]) = m

(a) On considére un réel = appartenant a ]0,1].

i. Etablir, pour tout entier naturel m non nul, la formule suivante :

m :Ek x gm

S mm—a) - [
k o 1—1t

ii. En déduire la formule suivante :

+oo
kgl % = —In (1 — a:)
iii. En déduire également I'égalité suivante :
+oo kt+1
’;m =z+(1—z)In(1—x)
(b) i. Calculer, pour tout entier naturel m non nul, P([Z,, < m]).

ii. Etablir, pour tout entier naturel m non nul, I'égalité suivante :

400 (1 1Nk
#(z < m)) = 3 LSOO

k=1

iii. En déduire la loi de Z.

2. On suppose dans cette question que les variables aléatoires X}, suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1] et que la

loi de N est donnée par :
1

Vm € N*, ]P’([N = m]) = m
(a) Veérifier que la relation précédente définit bien une loi de probabilité.
(b) i. Déterminer la fonction de répartition de Z.
ii. Vérifier que Z admet une densité et en donner une densité.
iii. Calculer E(Z).
(c) On considére dans cette question une variable aléatoire Y, indépendante des X}, qui suit la loi géométrique
de paramétre 1 — 1 etonposeT =Y — Z.

e
Calculer, pour tout réel x, P([T > x] et reconnaitre la loi de T
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Exercice 2 :

L’objet de ce probléme est le calcul de la médiane d’un « mélange » (défini ci-aprés) de lois
lognormales en fonction des médianes de ces derniéres, soit de maniére exacte (mais au moyen
d’une équation non soluble analytiquement), soit de maniére approchée.

Les parties 2 et 3 de ce probléeme sont indépendantes mais utilisent les résultats de la premiére
partie.

1% partie : généralités sur la loi lognormale

On dit qu’une variable aléatoire Z a valeurs > 0 suit une loi lognormale si X = Ln Z suit une loi normale
N(m,o?) ( ¢°>0 estlavariance de la loi normale).

1. Soit Z, une variable aléatoire a valeurs > 0 telle que : X, = Ln Z, ~> #/(0,1).
a. Déterminer la fonction de répartition de la loi de Z,. On I'exprimera au moyen de la
fonction de répartition H de la loi & (0,1).
b. Ecrire la densité de la loide Z , .

2. Soit Z, une variable aléatoire a valeurs > 0 telle que: X, =Ln Z, ~> N (m,o”)

a. Calculer le quantile dordre « € }O, 1[ de la loi de Z,. On le notera q, et on
I'exprimera au moyen de la fonction de répartition H de la loi % (0,1) (on rappelle que celle-
ci est continue et strictement croissante).

b. En déduire la valeur de la médiane u delaloide Z,.

¢. Montrer que la loi lognormale est entiérement déterminée par la connaissance de sa
1
médiane u et d’un autre quantile quelconque d'ordre o € }O, 1[ / {E}

2™ partie

On consideére ici deux familles de variables aléatoires : A, ={X,, ..., an} et A,={Y,, .., Ynz}.
Toutes les variables considérées sont indépendantes entre elles. Les variables X, (resp. YJ. ) suivent la

méme loi lognormale de densité f, et de fonction de répartition F, (resp. f, et F, ), issues de lois
normales N(mk, Ui), k=1,2. Onnote u, lesmédianes de ces lois lognormales.

Conditionnellement au tirage des variables X, et Y;, on tire de maniére équiprobable dans A, U A,
une variable aléatoire, qui sera notée Z (égale donc a I'une des variables X, ou Yj ).

3. Déterminerlaloide Z par une densité et/ou sa fonction de répartition.

4.
a. Ecrire, en fonction de H (définie en 1.a) et des paramétres u, et o, léquation

permettant de déterminer la médiane u delaloide Z.

b. Donner une expression explicite de cette équation sous forme intégrale en utilisant la
formulation de H sous forme intégrale et au moyen des mémes parametres.
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3™ partie

5. On considére deux lois de probabilitts P et P, sur IR, admettant des densités respectives
f et [, supposées continues et >0 sauf éventuellement en un point. On définit un

indicateur d’écart entre P et P, : K, = f ( ) fo(x) dx lorsque cette intégrale

a un sens.

a. Montrerque: K, =0.
b. Montrer que Ky, =0 sietseulementsi P=P,.

+00

c. En déduire la solution du probléme Maxf [Inf(x)] f,(x)dx quand f décrit
ensemble des densités de probabilités sur IR.
Nota : cette définition se transpose sans difficulté au cas de probabilités définies seulement sur

R*".

6. On considére ici le cas ou la loi P, est définie par sa densité : f,= Z a,f, oules f; sont
i=1
les densités de lois lognormales P, issues de lois normales N(mi, 0,2) avec 0,;>0 etles
a,€10,1] tels que: Za =1
On cherche la loi lognormale P de densité [ (issue d’une loi N(m, 02) ) approximant la loi

P,, cest-a-dire minimisant K, .

a. Montrer que ce probléme équivaut a la recherche des paramétres m et ¢ solutions du
probléme :

n
Min | Ln G+#z al.f; (Ln x—m)* f,(x) dx
0 i=1

b. Calculer f;oo(Ln x—m) f,(x) dx.

c. En déduire que le probléme a résoudre équivaut a :

n

Min Lna+%2a [0?+(m,—m)*]
207 i=1

d. Ecrire les conditions du 1er ordre pour la résolution de ce probléme de minimisation.

e. En déduire les valeurs des paramétres solutions des équations obtenues (on admettra
qu’elles définissent bien un minimum).

. . * 3 . y . . .
f. Calculer la médiane de laloi P réalisant 'optimum en fonction de celles des lois  P;.
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