
- Analyse numérique 1989 -

Les vecteurs considérés sont dans Rn et écrits en colonne ; si u ∈ Rn, ut est le vecteur ligne trans-

posé de u et uvt est une matrice n× n.
On note (u, v) = u

t
v le produit scalaire usuel, |u| =

√
utu la norme euclidienne sur R

n et |A| =

sup

{

|Au|
|u| , u , 0

}

la norme de la matrice associée.

I. Préliminaires

1. Démontrer qu’un matrice n× n, A est de rang 1, si et seulement si il existe u et v non nuls tels

que A = uv
t.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A = uv
t
u, v , 0. Sous quelle condi-

tion A est-elle digonalisable ?

3. I est la matrice unité n× n. Montrer que det(I +uv
t) = 1+ v

t
u.

4. Montrer que
∣

∣

∣uv
t
∣

∣

∣ = |u| |v| et que
∣

∣

∣I− vvt
∣

∣

∣ = 1 quelque soit v tel que |v| = 1.

5. Expliciter l’inverse de I +uv
t - quand il existe - sous la forme I +αuv

t, α ∈ R.
6. Soit A une matrice n×n inversible. Montrer que pour toute matrice B carrée d’ordre n telle que

|B| .
∣

∣

∣A
−1∣∣
∣ < 1, la matrice A+B est inversible.
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