Soit un chien courant apres une balle. Les deux objets sont modélisés, dans un repere
orthogonal orthonormé (O, 7,7), par les points C' et B et par les vecteurs cit) = OC et
b(t) = OB

1 Vitesse du chien proportionnelle a la distance avec
la balle

Nous supposerons que le chien court, dans la direction de la balle, d’autant plus vite

d
que la balle est éloignée de lui : Jv, € R, d—i = v, X C@ .

1.1 Balle a vitesse constante

Supposons que la balle aille en ligne droite et qu’elle ne subisse aucune force. Sa vitesse

—

est donc constante : Ju, € R, b(t) = (v - £,0).

1.1.1 Equations horaires :

de, de,
B e Ve(be — ¢2) E(t) = Ut — U + € (1)
de ?
—=0v.x(CB & &
dt de, dey,
P ve(by — ¢y) g(t) = —vc " ¢y(t)
de,
—(t) + v - () = v.upt
dt *) ®) ’ ) cz(t) = ge™ "t + vyt — o
& < 3(q,q') € R, (0 = et Ve
de ¢y =q e Ve
dity(t) + Ve ¢y(t) =0
Or d’apres les conditions initiales :
ca(0) = ge® + 0 — =2 q=co(0) + -
Ve = Ve
cy(0) = q'e q' = c,(0)



Donc :

) )
co(t) = (cm(O) + b) el 4yt — —
c

c UC

1.1.2 Distance entre le chien et la balle :

BC = \/(Cm —b;)* + (¢ — by)?

= \/((Cx(o) + vb) evel 4yt — 2 — vmﬁ)z + (¢, (0) - e7vet — 0)2

Ve Ve
2
= \/<(cm(0) + Zl’) e~ vet — Zb> +¢,(0)2 - e2vet £ 0

Ainsi le chien ne peut théoriquement jamais atteindre sa balle. Quelques soient les

conditions initiales de position ou de vitesse, la distance entre la balle et le chien tendra
v v
vers — puisque lim BC = 2.
Ve t—o00 Ve

FIGURE 1 — ¢,(0) = 0 et v, = v,

FIGURE 2 — ¢,(0) = 0 et v, > v,



FIGURE 3 — ¢,(0) =5 et v, = v,

oo,

FIGURE 4 — ¢,(0) = =5 et v, = v,
1.2 Balle ralentie

Supposons que la balle subit des forces de frottements proportionnelles a sa vitesse. Elle

d%b db d%b db
possede donc 1(1;)@ accélération égale a : Freii fx 1 2vee f eRy, soit dt; +fx T
0& Ire R,d—; =re " o I(r,1) € R2 b, () =1/ — ;eft. Or b(0) = (0,0) = 0 =

r r
7' — —e' & — =7 < r=fr'. Enposant v, = 1’ > 0, on a b,(t) = vy(1 — e *).

f f

1.2.1 Equations horaires :

dcx dcac

dg ? E = 'Uc(bm - C:L') E(t) e /Uc/Ub(l _ e*ft) — U Cz<t)
T v X CB & N PN N
dity = vel(by — ¢y) dity@) = —v. - ¢y(1)

de

it_‘_vc'cxt = VU 1—6_ft

dt ( ) ( ) b( ) Ca;<t> = — ﬂe_ft + qe—vct

< & 3(q,q) € R?, Ve — f
d cy(t) = ¢'e vt
g(t)jLUC'Cy(t):U y (1)



Or d’apres les conditions initiales :

VcUp

Uc_f

Uy

Uc_f

0 0
+ qe =c,(0) +
o J1=l0)

Donc :

1.2.2 Distance entre le chien et la balle :

BC = \/(c; — bs)? + (¢, — b,)?

) (1~ eft>>2 (6(0) - et — O)?

VcUp

vc_f

?be
—e

—ft 0 . 5Vt
e’ +c,(0)-€ +Uc_f

2
vt — oy + Ub€_ft> +¢,(0)2 - e~ 2vet

vc_f

2
o Tt + c$(0) LoVt 4 vy f e—w) + cy(0)2 . e—2vct

_Uc_f Uc_f

= ((Ub B UCUbf) eIt + ¢,(0) - e~vet + Ube—m> tey(0)2 - 20t

2
(e—vct . e—ft) + C:C<O) . e—wt) + Cy(0)2 . e 2vct 7& 0

Ainsi le chien ne peut théoriquement jamais atteindre sa balle. Mais quelques soient
les conditions initiales de position ou de vitesse, la distance entre la balle et le chien tendra
vers 0 puisque tlim BC =0

— 00



FIGURE 5 — ¢,(0) =0et f=0,5

FIGURE 6 — ¢,(0) =0et f=2

FIGURE 7 — ¢,(0) =5et f=0.5
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FIGURE 8 — ¢,(0) = =5 et f =0.5
1.3 Balle en accélération

Supposons que la balle se déplace sur I'axe des abscisses (¢, (t) = 0) et qu’elle ait une

élérati tant &, o L t vy o by(t) = ot + vyt
acceleration constante ——— = a —-— =a v w = — Upl.
d? dt ’ 2 ’



7-....‘,,. v

FIGURE 9 — ¢,(0) = =5 et f =2

1.3.1 Equations horaires :

de, de,
(b — ) S (1) = Ve t? + vt — e - o(t)
dé dt dt 2
& b x OB &
dt de, dey
Fr Ve(by — ¢y) E@) = —v. - ¢y(1)
de,
d—ct(t) + e (t) = vcgtz + vupt
&
de
d—;’(t) +ve-cy(t) =0
a VpUe — Q a — VpU,
co(t) = ge vt + =2 + t+
o 3e.q) er? D=1 2 v o

cy(t) = ¢'e™

Or d’apres les conditions initiales :

a — VU,
2
vg & vz

Donc :




1.3.2 Distance entre le chien et la balle :

BC = \/(c; — bs)? + (¢, — by)?

2
Vple — @ a Vple — @ a— V. @

2 2
(5 Ve vz 2

2
. ((Cm@) ; W) vt _ Oyt a—vgbv> f (0 - 2t £ 0

2
Uc Ve c

Ainsi le chien ne peut théoriquement jamais atteindre sa balle. En fait, quelques soient
les conditions initiales de position ou de vitesse, il s’en éloigne contituellement puisque

a. . a—v
BC ~ |—t——¢

t—o0

5 = lim BC = 0.
Ve V2

t—o0

S U .

FIGURE 10 — ¢,(0) =0eta=2et v, =1

SOOI A RIS I S S SEAE AP S S S0 DS S

FIGURE 11 — ¢,(0) =5eta=2¢ct v, =1
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FIGURE 12 — ¢,(0) = =5 eta= —2et v, =4
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FIGURE 13 — ¢,(0) = =5 et a = =2 et v, = 10
2 Accélération du chien proportionnelle a la distance

avec la balle

Nous supposerons que le chien court, dans la direction de la balle, d’autant plus vite

2= —

d d
que la balle est éloignée de lui : Jv. € R, ditg = v, X C@ De plus, d—;(O) = (0,0).

2.1 Balle a vitesse constante

Supposons que la balle aille en ligne droite et qu’elle ne subisse aucune force. Sa vitesse
est donc constante : Ju, € R, b(t) = (v - £,0).

2.1.1 Equations horaires :

d?c, d?e,
02 = ve(by — ¢;) ¢ (t) = vevpt — v, - i (t)
d2¢ dt d¢?
@ = V¢ X C@ = ~
2 2
T ey = o)
de2 o de2 ©
d?c,

() + ve - cx(t) = vyt

de2 ) -
- & (g sk, ) € R, { ) = 1eoslud) sinl el +wnt

dQCy( ) ) Cy(t) = k:cos(\/p_ct) +k Sln(\/v_ct)

YR t + Ve * C t = 0

dtQ c Y



C}f;(t) = — /U Sin(y/ct) 4+ ¢'\/ve cos(y/vet) + vy

d
%(t) = —k\/vesin(y/vct) + K \/ve cos(y/vct)

Or d’apres les conditions initiales :

cos(0) + ¢'sin(0) + 0

) o e 0) = 1= c.(0)
¢y(0) = kcos(0) + k' sin(0) k= e (0)
de . / RN Cy(O) = N / Y 0
7(0):—(] vesin(0) + ¢'y/vecos(0) + v, =0 ¢ /T + vy =0 q :_\/U_
S2(0) = —ky/Tsin(0) + K/ cos(0) = 0 K =0 .

Donc .

sin(y/vct) + vpt

Vo

{cx(t) = ¢,(0) - cos(y/Tet) —
(1) = ¢,(0) - cos(y/Tit)

2.1.2 Distance entre le chien et la balle :

BC = \/(cx — bs)? + (¢, — b,)?

(Y

= \/(cx(O) - cos(y/vct) — bc sin(y/vet) + vpt — vpt)® + (¢, (0) - cos(y/vet) — 0)?

o

Up

=¢@@«Mﬁm—ﬁ;

< e(o)+ -2 2+cy(0)2
o

sin(y/vet))? + ¢,(0)* - cos?(y/vet)

Cherchons si le chien atteind sa balle : BC' = 0 < (c;(0)-cos(\/vct) —
¢, (0)% - cos?(y/vt) = 0

- {CI(O) - cos(/Vct) — NG

%ﬂmmm%

c

(%)

Nox

cy(0) - cos(\/vet) =0

sin(Vit) =0 {cm(())  cos(y/Uet) = — sin(y/vgt)
cy(0) - cos(y/vet) =0



Up

Supposons par 'absurde cos(y/v.t) = 0. On a donc sin(/v.t) = £1 # 0 = NG sin(y/v.t) #
v,

0 puisque v, # 0. Donc ¢;(0) - cos(y/vct) # 0 = cos(y/vet) # 0. Clest absurde. D’ou
cos(y/Vct) # 0. On en déduit :

S OS50
cy(0) =0 cy(0) =0

=

Ut = tan™! (W) " Jt= L tan ! <Cx(0)\/v_c> [ ; ]
. (0) = 0 ¢,(0) =0

Ainsi le chien peut théoriquement atteindre sa balle si et seulement si ¢,(0) = 0, c¢’est
a dire si sa position initiale est dans ’axe de la trajectoire de sa balle. Dans ce cas, il

Vo

I'atteindra a intervalles de temps régulier de durée . Dans tous les cas la distance

2
le séparant de sa balle est bornée (< \J (cx(O) + j/}b_> +¢,(0)?) et est périodique de
Ve
période T 1 est aussi possible que BC' soit constant si ¢,(0) = 0 et ¢,(0) = B

o

Ve Ve

¢y(0)y/ve = vy

[
®

. . ®, .
®® 000000’ ML PN

FIGURE 15 — ¢(0) = (0,1) et ¢,(0)\/vc = v
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FIGUurE 17 - ¢(0) = (1,2)

2.2 Balle ralentie

Supposons que la balle subit des forces de frottements proportionnelles a sa vitesse. Elle

d%b db d%b, db,
possede donc L(lir;e accélération égale a : Freii fx 1 2vee f eR,, soit e + fx FT
0< Ire R,d—tx =re < J(r,r) € REb(t) = 7' — ;e_ft. Or b(0) = (0,0) = 0 =
r— ;eo & ; =71" & r= fr'. En posant v, =1’ > 0, on a b,(t) = vy(1 — e~ /?).

2.2.1 Equations horaires :
d*c, d?c,
02 = v.(by — ¢z) 02 (t) = vop(1 — ™) — v, - cy(t)
d42¢ dt dt
& W xCD e VN
A e &%
ng = ve(by — ¢y) nga) = —vc " ¢y(t)
d?c,
dt? () 4 ve - €2(t) = vevy(1 — €77
=
d?c,

11



< g, ¢, k,K) € R?, {

d

%(t) = — /U sin(y/ct) + ¢'\/ve cos(y/vet) +
=

d

%(U = —k/v.sin(y/vct) + k'\/v. cos(y/vct)

Or d’apres les conditions initiales :

cz(t) = qcos(\/vet) + ¢ sin(y/vet) —
cy(t) = kcos(y/vct) + K sin(/vct)

¢.(0) = g cos(0) + ¢'sin(0) — Ucvflij e + vy
¢y(0) = kcos(0) + k' sin(0)
d_c$ o . ’ Ucvbf _ Ang
a0 = —av/iesin(0) +¢/viceos(0) + =2rme’ =0
%(0) = —k/vesin(0) + k'\/v. cos(0) = 0
dt
=) v = o)+ PSS
k= ¢,(0)
B PR
T
E=0
Donc
2
ert) = (a0 = 2 Y contymn) — Y () -
(1) = ¢,(0) - cos(y/iit)

(Y

—ft
7%4_](26 + vy
Ucvbf €7ft
ve + f?
VeUp
cx(0) =q— c+f2+vb
¢y(0) =k
Ucvbf
¢\ e+ —F% o =0
K'\/ve =0
B oy f?
- Ca:(o) Uc+f2

) = u(0) = (e0) = -2 conty/t) = Y () = ey (1 - e )
- <cx(0) . U”lf ;2> cos(y/Tet) — V_ “”f 3 sin(Vt) — f% et 4 vy — vy + et
- <cx(0) - U“‘f ;) cos(y/vat) — 1\)/“:”;{ sin(/vat) + U“f ;e—ft



BC = \/(c; — bs)? + (¢, — by)?

= (00 = 255 ) eostymot - Y sint oy + eft)2+cy<o>2-cos2<¢v—ct>

ve + f? ve + f?

oy f? VO f | v f?
< (CI(O)_chrf? +vc+f2 +vc+f2> + ¢,(0)2

Ve + f2 Ve + f2

< max (J (V”_cvbf cx(o)>2 - cy(0)2;$ (”’f@f ) cgc<o)>2 + cy(O)Z)

La distance le séparant de sa balle est ainsi bornée. De plus le mouvement du chien

tend vers un cycle de période . Le chien semble se suivre une orbite elliptique autour

NG
d’une balle quasiment immobile.

co(t) ~ (cx(O) - vwf;) cos(/Vct) — 1\)/?_?1;]; sin(y/vct) + vy

Bctgmd((cxm) Y eostum) — LI i)+ 02 cost()

2.3 Balle en accélération

Supposons que la balle se déplace sur I'axe des abscisses (c,(t) = 0) et qu’elle ait une

élérati tant & o L t vy o by(t) = St + vyt
acceleration Cons ane—:a — =a v = = = Upl.
de? dt ’ 2 ’

2.3.1 Equations horaires :

2 2
) Lo =) [SE0) =0t vt — v )
d2e ? dt dt 2
=v,x(CB & &
dtQ d2C dZC
?21; = (b, — ¢;) ﬁ(t) = —c - ¢y(1)

13



d?c,

a a

e (t) = qeos(y/vat) + ¢ sin(/vat) + =t% + vyt — —

~ 3((]7(1/»]‘3, k,) € RZv ( ) ! (\/_ ) ! (\/_ ) 2 '
cy(t) = kcos(y/vct) + k' sin(/vct)

de,

T (1) + ve - ci(t) = vcth + vupt

Ve

E(t) = — /U sin(y/ct) 4+ ¢'\/ve cos(y/vct) + at + vy

de,

Or d’apres les conditions initiales :

1) = —kVuesin(v/uet) + K'/ve cos(/vet)

c:(0) = ()+qsm(0)+0+0—5€ e.(0) = _a
¢, (0) = kcos(0) + K'sin(0) o "
de, (O) v sin(0) + ¢'v/vecos(0) + 0+ v, =0 ¢ \/To+ v, =0
(O) v, sin(0) + k'y/ve cos(0) = 0 Ky/ve=0
= ¢,(0) + vg
- k;/:_ci(Ov)b
B>
K =0
Donc :
{c,,:(t) _ (01(0) + j) cos(+/at) — \/”Z_ in(y/oit) + 242 + gt — “
() = (0) - cos(/Tt)
2.3.2 Distance entre le chien et la balle :
eolt) — ba(t) = <c (0) + j) cos(y/Tat) — — sin(+/tet) + 2152 + opt — vj - S
= (e2(0) 4 ) coslyme) — “osin(ymt) — -

14



= BC = \/(cx —by)2 + (¢ — by)?

Up

o

-\ ((cw<o> + ) cos(y/it) — = sin(nt) - ) +¢y(0)2 - cos(/ict)

(%)

Nox

< (cx(O) + )2 + ¢, (0)?

La distance le séparant de sa balle est ainsi bornée et périodique de période NG
Ve
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