Une version faible du théoréme de Dirichlet

Propriété : Pour tout m >1 il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1 + k.2™

4 Pour m =1 on a bien une infinité de nombres premiers impairs...
Il en existe (3, 5...) et pour tout p premier impair on peut trouver un q impair avec q > p (il suffit de prendre
n’importe quel facteur premier de p! + 1)

4 Supposons m>1 et montrons le lemme suivant :

Lemme : Soit p premier impair et a,b tels que pged(a ; b)=1
Si p divise (a*2™" + bA2™") alors p=1(2™) (congru 4 1 modulo 2™)

Preuve du lemme : on ne peut pas avoir simultanément a=0(p) et b=0(p).
Sinon on aurait p qui divise a et b, donc leur pged qui vaut 1, absurde...

On peut donc supposer a#0(p) (quitte a changer a par b sinon).
Alors a(p) est inversible dans Z/pZ et en notant c(p) son inverse on a :

a(p) 2™ + b(p)"2™" = 0(p) et en multipliant par c(p)*2™" on obtient 1(p) + (cb(p))*2™" = 0(p)
On a donc (cb(p))"2™" = —1(p) et en élevant au carré (cb(p)) 2™ = 1(p)

L’ordre de cb(p) divise donc 2™ (¢’est donc un 29 avec 1<q<m) et ce n’est pas 2™ donc son ordre est 2™.
(En effet, si ¢’était 29 avec 1<q<m alors on aurait (cb(p))*2™" = ((cb(p))*29)" 2™ 9" = (1)"2™%! = | absurde.)

cb(p) est inversible mod(p) (il ne peut pas étre égal a 0(p)) donc son ordre divise I’ordre du groupe des
inversible mod(p) qui est p — 1.
On a donc 2™ qui divise p — 1 ce qui prouve bien que p=1(2™) et achéve la preuve du lemme.

Démonstration de la propriété pour m>1.
Notons pour tout m > 1, E,,, I’ensemble des nombres premiers de la forme 1 + k.2™

Prouvons que pour tout m > 1 on a E,;, qui contient des éléments, et, arbitrairement grands.

Soit My, = 1 +2°2™" et py, un diviseur premier de My, (pn est impair puisque My, est impair). En remarquant
que pm > 3 divise My, = 122™" + 222™" et que pged(1 ; 2) = 1 on peut appliquer le lemme avec a=1 et b=2 et on
obtient que p,=1(2™) ce qui montre que py, est dans E,, qui est donc non vide !

Pour tout m>1 on a clairement p,, > 2™ et pour tout r > 0 on a clairement E,,, inclus dans E,

Or Ep., étant non vide, soit py+; un des ses éléments, il est alors aussi dans E,, mais supérieur a 2™

Ce qui prouve que E,, contient des éléments aussi grands qu’on le souhaite, il contient donc bien une
infinité d’éléments.



