SESSION DE 1972

CONCOURS GENERAL
Composition de Mathématiques

(Classes terminale C et terminale E)

DUREE DE L'EPREUVE : 6 heures
Le soin apporté a la rédaction et a la précision des discussions sera un élément important
d'appréciation.

On considére dans tout le probléme, un plan affine euclidien (II). Soit, dans ce plan, un
repere R (O, €], €,) qui, dans certaines questions, sera orthonormé (cette précission sera
donnée chaque fois).

On désigne par M le point de coordonées z,y et par M’, de coordonées z’,1’, son image
M’ =T(M) par 'application T de (IT) dans (II) définie par les formules

' = ax + by
Yy =cx+dy

a,b,c,d étant quatre nombres réels.
On associe a l'application T la matrice :

A= ()

et on suppose que A est distincte de la matrice unité J :

7= (o)

et de la matrice nulle NV :

o o

o O
N———

I
1. On se propose d'étudier celles des applications T' qui sont telles que 1'on ait :
A2 =N

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier les nombres a, b, ¢, d
pour qu'il en soit ainsi.



2.

Déterminer :

¢ l'ensemble des points invariant par T ;

o l'ensemble des images M’ de M lorsque M décrit une droite.
Est-il possible que 1'on ait A% = N et A%+ N ?

II

On se propose d'étudier celles des applications T' qui sont telles que 1'on ait :

A?=17.

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier les nombres a, b, ¢, d
pour qu'il en soit ainsi.

Démontrer que les applications cherchées se composent :

a. de la symétrie, notée S, par rapport a l'origine O ;

b. d'autres applications dont 1'ensemble est noté U et que 1'on va étudier.

Dans ce cas b, déterminer 1'ensemble des points invariants ; démontrer que 1'image
d'une droite D est une droite D"; D et D’ peuvent-elles étre confondues ? Indiquer
des propriétés géométriques des segments MM'.

Etudier les composées U o S et S o U de S et d'une application U de 1'ensemble 2.

0 —1
et ot U appartient a U/, est une application de 1'ensemble . V étant donnée dans I/,
déterminer U dans U ; discuter.

Démontrer que 1'application V = U o U’ o U, ou U’ a pour matrice associée L0 )

I1I

On se propose d'étudier celles des applications T' qui sont telles que 1'on ait :

1.

A3=17.

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier les nombres a, b, ¢, d
pour qu'il en soit ainsi.

Calculer alors a et d connaissant b et ¢, discuter.

En posant M' =T (M), M" =T (M), indiquer la position de O par rapport au triangle
MM’ M".

Calculer a, b, ¢, d pour que le point K’'(1,—1) soit 1'image par T' du point K(1,1).

En supposant que le repére R est orthornormé, trouver et construire le lieu de M
tel que M et son image M’ par T soient alignés avec K'. Caractériser 1'ensemble des
droites M'M” et 1'ensemble des droites MM quand M décrit ce lieu.

v

Le repére R est orthonormé.



Les coordonées x et y prennent exclusivement des valeurs entiéres (positives, négatives ou
nulles). On prend, dans les questions 1, 2, 3:

On appelle P et @ les points de coordonnées respectives (1,—1) et (1,2).
On désigne par & l'ensemble des points M’ = T'(M) lorsque x et y varient.

1. Démontrer que :

a. l'ensemble des distances de deux points, distincts, de & admet un plus petit élément
strictement positif ;

b. il existe un point et un seul, appartenant a &, distinct de O et de P et dont la
distance au point O est minimal ; on désigne ce point par P; et ses coordonnées
par p et q;

c. il existe un point et un seul, appartenant a &£, d'abscisse strictement supérieure a 1
et dont la distance a O est minimale ; on désigne se point par (), et ses coordonnées

par p' et ¢’ ;
1 1 pp
-1 2 qq

d. chacune des matrices
est le produit de l'autre par une matrice 2 x 2 a coefficients entiers.
2. Démontrer que l'ensemble £ est égal a 1'ensemble des points N définis par :

ol n et n’ sont des entiers relatifs.
3. Vérifier que, pour tout point M (x,y) dont l'image M’ par T appartient & &, 1'on a :

OM?' = Az? + 2Bxy + Cy?

ou A, B, C sont des entiers relatifs que 1'on calculera.
Quelle est la plus petite valeur que 1'on peut donner au réel positif k£ pour que 1'équa-
tion :

Az? 4+ 2Bxy + Cy? < k

admette au moins une solution (x,y) en nombres entiers non nuls tous les deux ?
Donner, pour chaque valeur de k telle que 1'on ait : 5 < k£ < 9, I'ensemble des solutions
correspondantes.

4. Plus généralement, on donne l'expression algébrique :

f(z,y) = aa® — 2Bzy + vy?

oll a et ary — 3% sont strictement positifs. Démontrer que 1'on peut déterminer quatre
réels a, b, ¢, d de fagon que, pour tout point M(x,y) dont l'image M’'(x’,y’) par
l'application T' définie par :



' =ax + by
y = cx + dy,

l'on ait f(z,y) = OM?".
Traiter 1'application numérique suivante :

f(x,y) = 2922 — 262y + 10y>;
calculer a, b, ¢, d sachant que 1'on a :

ad —bc < 0, b=1, d <0

v
On suppose que l'on a:
a=0, b+ 0, c=1.

1. Démontrer qu'une droite A contenant O et de coefficient directeur m dans le repere R
est invariante par T si, et seulement si, m est racine d'une équation du second degré
que 1'on formera.

Lorsqu'il existe deux droites invariantes distincts A; et A,, on désigne par m, et my
leurs coefficients directeurs respectifs et par &, le repere (O,fT, E) défini par :

‘)_‘) —
Ji =€ +mye;
‘)_‘) —
Jo =€ +mye;

Lorsqu'il existe une droite invariante A et une seule, on désigne par p sont coefficient
directeur et par K, le repere (O, g7, g5) défini par :

g1 = el + peg
92 = €.
Par rapport a ces reperes K, ou R,, on désigne par X, Y les coordonnées d'un point
M et par X', Y’ celles de son image M’ par T'. Exprimer X’ et Y’ en fonction de X
et Y.
2. On considere la suite des points M,,, définie par son premier terme M, de coordonnées

x, =1, y; = 0 et par la relation de récurrence

M,,, = T(M,)

n n

ou n est un entier strictement positif.
Les coordonnées de M,, sont notées z,, et y,, dans le repere X.
a. Omn suppose d'abord que 1'on a :

b+d=1.



Calculer z,, et y,, en fonction de b et de n (on distinguera deux cas suivant que
b+ 1 est nul ou non). Le point M,, a-t-il une position limite lorsque l'entier n tend
vers l'infini ?

On suppose maintenant que R est orthonormé et que 1'on a :

b=-—1, ld| < 2

On posera d = 2cosa abec 0 < a < 7.

Calculer z,, et y,, en fonction de n et de a.

La suite des points M,, peut-elle étre périodique ?

Démontrer que les points M, appartiennent a une conique de centre O. (Il sera
commode de faire subir au repére R une rotation de mesure 7).

Lorsque cette conique est un cercle quelle est 1'application 1" correspondante ?
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