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Aux géométres quintéressent le triangle et le tétraddre,
il n’est nullement nécessaire de présenter ni’ MONSIEUR -
o TutsavuLt ni son livre: ils connaissent 1'activité incessante
1+ et féeonde que, depuis plus de quarante ans, il consacre
. A l’exploratioii de ce domaine et dont les fruits sont dissé-
" . minés dans de nombreuses revues. Le classement et la
"~ réunion en un volume des principaux résultats obtenus a
\ ." | propos de figures de I'espace et en particulier du tétraédre
¢ " sera, ‘sams aucun doute, . favorablement accueilli par tous
"' .~ *¢eux que charment les harmonies liant les points, les plans,
1" les, droites et les sphéres dont la naissance, due a la seule
: puissance créatrice de 'imagination disciplinée, témoigne de
e la richesse du berceau formé par quatre plans.

On a soutenu Pinutilité de se pencher sans cesse sur les
figures composées de trois ou quatre points_ afin d’en déga-
:** ‘ger de nouvelles . liaisons avec d’autres éléments géomé-

", . triques. Peut-on jamais affirmer qu’une chose soit inutile?
~.* .L'artiste qui ciséle son ceuvre ne se pose d’ailleurs pas cette
" question, il se plait dans Ieffort et défend I'honneur de
" "Pesprit humain, On a aussi essayé de ridiculiser I'appella-
.. tion « point remarquable » en disant « qu'un point est
y,-7;. dénommé remarquable parce qu’on I’a remarqué ». 1y a
2. " "cependant, tant de gens qui, comme de pauvres aveugles, -
1. ;- vivent des faits sans les remarquer; aucun de ces faits ne
serait donc remarquable,. et ne serait-ce dés lors pas un.
mérite d’unir 'observation et la logique? Enfin, & propos
':." de triangle et de tétraédre, on a parfois exprimé un certain
-y dédain pour.ce monde, en appuyant sur le fait qu’il porte ,
1" “geulement le sceau élémentaire. Quand se trouve-t-on dans
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. supeneur? Cette distinction parait dlﬁiclle a préciser. On
/ apprécie plutét les mathématiques par les quahtes de la
plume qui les écrit.

. Le lLivre de MONSIEUR TrEBAULT est utile, rassemble de
nombreuses propriétés d’éléments remarquables souvent
associés au tétraédre et, par des moyens classiques, fait de
la belle et bonne geometne. II' n’initie pas, il fait le point
“aprés une étape qui prolonge celle qu’a illustré¢e NEuBERG;
il convie le lecteur & é&tre curieux de connaitre les théories
développées par C. Servars dans ses mémoires sur le

. tétraédre et utilisées par Monsieur A. Marftion dans plu-
- sieurs travaux déja. Il serait vain de détailler par le menu

les apports personnels de I'auteur; 81gnalons toutefois le

curieux systéme de .sphéres qui s’introduit a propos du

, . premuier pomt de LeEmoINE.

Le livre n’étant pas un traité, on n'y trouvera pas un

. enchamement déductif des diverses questions qm en font

" Iobjet: Cette simple constatation n’enléve rien a la valeur

de louvrage. Celui-ci s’est imposé la mission de presenter

. la récolté, brillante souvent, poussée sur des oasis nées de

" la fertilité de I'imagination. Rechercher les maillons per-

~mettant de soumettre les faits isolés a une discipline d’en-

‘semble est un autre probleme dont la difficulté est certaine.

. Et s1 quelque géomeétre animé de l'esprit de synthése par-’

" vient & le résoudre, il ne pourra pas oublier que son ciment

- relie des matériaux heureusemment apportés ou rassemblés

par Les belles ﬁgures de la géométne dans Uespace de M. Tre-

T BAULT.

"9 Mons, le 15 mai 1953 ,

C : . - R. DEeavux,

o . ~ Professeur & la Faculté polyteehniqtie,
: Directeur de Mathesis.
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| Depuis plus de trente ans nous avons recherché systéma-
‘ ; tiquement les analogies existant entre la géométrie du plan
¥ " et celle de I'espace, particuli¢rement entre la géométrie du
‘ ' triangle et celle du tétraédre, pour mettre en évidence des
4 figures dont les propriétés ne semblent manquer ni de curio-
' sités ni d’élégance.

Les résultats obtenus ont été accueillis par de nombreuses
revues parmi lesquelles les Comptes Rendus des séances de
I’Académie des Sciences, Mathesis, fondée en 1881 par
P. Mansion et J. NEuBERG, les Annales de la Société Scien-
tifique de Bruxelles et The American Mathematical Monthly,
organe de The Mathematical Association of America.

Les dévéloppements sont presque toujours élémentaires,
de maniére & rester 4 la portée de ceux que cette partie de
‘ - la géométrie intéresse ou qui désirent s’y initier. Le nombre
", " des mémoires, articles, notes et questions originales forme

un ensemble important et nos amis ont souvent exprimé
le désir de voir ces travaux réunis. C’est pour répondre a

: ce souhait que nous avons entrepris d’écrire ce livre.
Il nous a d’ailleurs suffi de reprendre nos écrits en les
ordonnant et en les complétant parfois. Pour rester dans
_-les limites imposées, nous -avons écarté le rappel des pro-
- priétés. de géométrie plane ainsi que celles se ‘rapportant
aux ' tétraddres - spéciaux (équifacial, “orthocentrique, iso-
dynamique), que le lecteur ‘pourra consulter dans les traités
\ qui s’y consacrent (‘). T ;
Le premier chapitre intitulé Configurations fondamen-
.- . : R . \

\
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(*) En particulier, dans I'excellent ouvrage de M. N. A. Couwr, Modern
.. pure solid geometry. . ‘ -



;étraedres ;associés,- Sphére des douze points (ou de 3n
1 points), Sphére orthocentroidale, Sphéres de MIQUEL Ellip-
soides de STEINER, Quelques quadruples hyperbo]mdlques Il

: remes de, P ‘Sonpat, dont lemp101 est fréquent, et par’ R
!’etude de’ quelques ‘tétraédres - ‘'spéciaux. N
! ;) Le, second chapltre a pour titre : Spheres‘ assoczées daun
-tétraédre et'd un polygone gauche; les conséquences des pre- =~ .
tieTs paragraphes nous ont permn, en partlcuher, de défi- N

"J_.e troxs1eme chapltre Compléments d la géométne récente _
du, ?tei‘raédre, consacré aux premier et second points'de’
Lemoing; aux spheres de Tucker, d’ADAMs de Haceg, de
‘ Lucas,-relatifs & 'un tétraédre quelconque, contient beau-

“coup de curiosités comparables a celles qui sont contenues
_dahs I’étude relative a la sphére pE LoNGccraMPs au sujet .
. -de laquelle A. Bumr, & réception de notre manuscrit des-
4 tiné & I Ensezgnement Mathématique (1937), écrivait en ces
“termes : « c’est de la belle géométrie ». Ce chapitre finit
_-par une étude .sur lorthopole d’uné droite qul rappelle la -
. 'mémoire de G. FonTENE et incite le lecteur a se reporter o
f ‘aux beaux travaux de C. SeErvais et de M. A: Marmion =
= sur ce sujet.. : ' .
S La dernxere partle contient les enoncés de 81 questlons
,.ngma]es .qui ont été proposées aux lecteurs des revues . L
precltees depuls 1913, plusmurs d’entre elles ayant donné '
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5 ,falt entrer. le plus possxble de- cunosxtés, parfms présentées
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llnformer dés progrés réalisés dans cette partie de la Géo--
métne et lui faire passer quelques moments agréables. A
“% 0, Quil nous soit permis, ‘en terminant, de rappeler ici,
A .' d’abord la mémoire de RoBerT BouvAisT avec qui nous
%7, . avons travalllé pendant plus de vingt années: dont plu-
. -~ sieurs  passages portent la marque’ de sa collaboration;
" . ensuite, d’ exprimer notre gratitude & MM. A. Barriccroni,
R. Buancrarp, A. MarmioN, qui nous ont confié des
notes dont 'intérét rehausse celui du présent Recueil, et
envers la Maison VUIBERT qui a bien voulu en accepter

i’édltlon. ‘
: _ V.T.




: TERMINOLOGIE,
NOTATIONS ET RELATIONS METRIQUES

] .
o - T = ABCD le tétraé¢dre fondamental ou de référence (*).
a, b, c, o, ¥, ¢ les arétes BC, CA, AB, DA, DB, DC et aussi les recti-
lignes des diédres suivant ces arétes.
Ay, By, Cy, Al, Bl, Ci les milieux des arétes BC, CA, AB, DA, DB, DC.
A, B, C, D les mesures des aires des faces BCD, 'CDA,. DAB, ABC et
aussi celles des angles de ces faces avec la sphére circonscrite. V le volume
du tétraédre.
© 0o, LI, I, I, I I, I, I les centres de la sphére circonscrite, de la
sphére inscrite, des sphéres exinscrites dans les quatre tri¢dres tronqués
et des trois sphéres des combles.
R, 7, Fay Fuy Tey Tay Ty, Ty T3 les rayons de ces sphéres.
"G et Gq, Gy, G, Gq le centre de gravité (ou le barycentre) de.T et ceux
~ - des triangles BCD, CDA, DAB, ABC.
_ . Q le symétrique du point O par rapport 4 G (point de MongE).
.7 .. Mg M, M, M les mesures des médianes AG,, BG,, CG,, DG,.
‘ " ha, B, hey ha les mesures des hauteurs AA,, BB, CC,, DD,. -
- "Ry, Ry; R, Ra les mesures des rayons des cercles BCD, CDA, DAB,
ABC.. :
' K et L le premier et le second points de LEmoINE.
6 I'angle de Brocarp défini par la relation

e . __ab'c’ 4 be'a’ + ca’d’ 4 abe .
cotg 0 = 12V . '

- N . .

o

- t=G,G,G.Gy, tétraddre complémentaire de T.
- Ty = AoBoCoDy, tétraddre anticomplémentaire de T.
s, 'T'= A’B'C'D', tétratdre tangenticl de T. ‘
La notation (P, p) signifie: tercle (sphére) de centre P et de rayon p.
b Les coordonnées normales absolues z, y, z, t du point P sont les dis-
l tances P,P, P,P, P.,P, P,P aux plans des faces de T; elles prennent le

J \ A '
(1) Si ce tétratdre était désigné par AA,AA,, quelques-unes des notations

- subiraient des modifications adéquates. — Du reste, pour la commodité,
certaines notations pourront étre modifiées au cours-de {'ouvrage.
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gne + ou — suivant gu’elles sont dé méme sens ou non que les hauteurs
AA, BB, C,C, D,D. Des quantités proportionnelles a ces coordonnees
sont simplement. appelées coordonnées normales de P.

.. Les coordonnées barycentrigues de P ont proportionnelles aux ¢ volurmes - o

. des tétraédres PBCD, PCDA, PDAB, PABC ces volumes obéissent a la o
R régle des signes. On peut aussi les assimiler & quatre masses (positives, o
4 ““nulles ou négatives). qm’, appliquées en A, B, G, D, ont pour barycentre i
;2' Ie pomt P..Les coordonnées barycentmques absolues d’un pomt situé a

1\11

h ho hc ha’ ~dont la somme est éga,lef ’\.,‘_v

A

me%és par une méme aréte sont élts wogonaux quand lls . .U
i appoit a I'un des plans bigséctéurs du didre sui i
vant cette aréte.. Les-pians 1sogonaux de six plans passant par les dréte
et ] parlun méme point P, concourent en, un point P’ dit conjugué isogonal
kAN de P ou inverse létraédnque de P. Les coordonnées normales de P’ sont les -
fﬂ‘,“fmvexses de celles de P R PR R
¥ "",Deux poxnts situés ‘sur une aréte de T & égale distance du xmheu de ’
ette areté sont dits tsotomzques Soient a, et a,, b; et by, c, et ¢, a} et ai,,.
i &t bl cf "et ¢} six couples isotomiques surles arétes BC, CA, AB, DA, DB, * .
DC. Si les plans (DA &), (DB, b)), (DG, ¢), (BC, af), (CA b,), (AB c{) T
‘boncourent en un pomt P, les plans (DA a,), (DB, b,), (DC, ¢,), (BC; a)), .- -
""(CA bl), (AB, ca) concourent en un point P’ appel¢ réciprogue ou con]ugué P
« {sotomique de P. Les coordonnees barycentnques de P’ sont les inverses °
~de celles de P. Si les pomts o, b, e, ai, b}, ¢f sont dans t un méme plan =, -
Jles points ay b, Gy a;, b, c; appartiennent & un plan =’ qui est le plan SN
transversal réciproque de . . :
;On considére un tétraddre T ="ABCD orienté dans le sens des rotatlons ‘
posxtlves, dé borte .que du sommet A le sens de circulation BCDB sur Je o,
périmétre dé la face opposée est vu dans le sens contraire du mouvement
des - aiguilles ‘d’une montre. 1l en' résulte’ qu’il en est de ‘méme des
"cu;ctﬂatxons 'ADCA"..DABD CBAC ‘par rapport aux sommets opposés.
B G, D. 7 s ‘

ﬁ% L%s :mres des ,faces BCD ADC DAB CBA sont également posltlves
conv:ent ‘de les; désxgner par les: lettres A B, C, D déja émployées
i;om-’“‘ ésxgnei‘ les sommets opposés'de T.:.¢, "L, i ey .
%4, Les valeurs afgébhqﬂes de segments perpendlculalres au plan d’une’fa.ce: S
Ry du tétraddie; ‘serpnt. évaluées sur des axes équipollents_orientés du plan :
“de cette face vers le’ gomiet oppose Les valeurs A,A, B,B, C,.C"Dh

bauteurs de 'IZ seront donc posmves, ét l’on aura, a.la fqu,\.

1 P . e

,“

sv AA,.A BB,.B CC,C—DD,.D'
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m’¥ﬂﬁ*+aﬁ’=iz(aﬂ+a
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ac!= - — 558" +br+

,4”'.. " \

e = N T38

w+w+w+w_m

ﬁi_ﬁ, = % (02 +.c’? + a® _|_ a?— bt —

a_ﬁ’=R’+'Z'(am"|' bl?+.c .__

(a, +b"—|—c )

7 (@4 b+ c”)_
.(a,,_l_ b’"—-i— c’)ﬁ

(a4 b ¢ — (@ B+ 6|

S (a®+ a®).

R R e it

= L@+ a4 b+ 17— —¢).
= GA* + GB' + GC' + D",

’)+a"+ b’-l-c]

-

GA’ 4GB+ GC'¢ GD= % g(as + a™).

b,

QA'=R'+ 4 L@+ b4 ¢ —ar—b2—c"),
QB '=R'+ - (a’—l— b+ c’-—a”-—'b’h—c ),
'QC _R (a Bt ——b‘—c‘),
@ — b —c).

'{TG: — R’—— 4_. [3(a/’+ b2+ c’) + a2+ bl?_*_‘clg]'.

L ne=R— 2 [3(a" + b’+c”)+a"+ b'"'+ c’l,



0G; —‘R’ (a + b”+ ¢?), 0G,= (a”+ b+ c”)

R (a”+b”+c) 0G;= R*— 9(a+b’+c)

R’—IiéZ(a’ + a"),. | 00" = 40G" = 4R*— -41- S(a* + o).
.Ces formules seront utilisées dans le cours de I'ouvrage.

Abréviations.

"AFAS. Association frangaise pour '’Avancement des Sciences.

BB. Bulletin de I’Académie royale de Belgique (classe des Sciences).

M. Mathesis (de MansioN, NEuBERG, MiNEUR et DEAux).

NA. Nouvelles Annales de Mathématiques (de 1842 & 1927).

AM. The American Mathematical Monthly (fondé en 1894 par
- B.F. FINgEL). .

SB "Annales de la'Société Scientifique de Bruxelles.

IRM. Intermédiaire des Recherches mathémathues

-3/;- AMP, Archiv der Mathematik und Physik.

i SL Mémou-es (Bulletin) de la Socxeté royale des Sciences de Lnége
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PARMI LES .BELLES FIGUBES'DE;LA
- GEOMETRIE DANS L’ESPACE

CHAPITRE PREMIER

'CONFIGURATIONS FONDAMENTALES

Point de Monge.

1. HisToriQUE. — Dans un mémoire intitulé : Sur la pyramide triangu-
laire ('), MoNGE prouve que les plans menés par les milieux des arétes
d’un tétraédre perpendiculairement aux arétes opposées concourent en un
point Q, et que ce point coincide avec le milieu du segment joignant le
centre de gravité au centre de la sphére circonscrite au tétraédre. Dans
cé mémoire, le centre Q de I'liyperboloide des hauteurs n’est pas men-
tionné. Cette propriété fondamentale du point Q parait avoir été citée
pour la premiére fois par STeiNer (*): D'aprés Cuasies (°); MonGE et
HAcHETTE avaient déterminé les génératrices de cette surface du second
degré analytiquement. Il ajoute que pendant longtemps 1a seule démons-
tration de -cette propriété de I’hyperboloide a été la preuve analytique
‘initiale et que, lorsqu'il fut éléve de I'’Ecole Polytechnique, il en donna
une démonstration. par la géométrie pure qui devint partie du Cours
de géométrie de celtte Ecole. '

" 2. GENERALITES. . — Si les sommets d’un quadrangle gauche
.~ Q== ABCD sont les centres des 5phéres (A), (B), (C), (D), ceux d’un

, . quadrangle gauche Q'= A'B'C'D’ les centres des. spheres (A', R;),
(B, R}), (C, Ry, (D', R)), ces sphéres étant toutes arbitraires, et -
.+ . que 'on désigne par (AB), (BC), (CD), (DA) les sommes des diffé-.
%2 .7- " . rences des puissances des sommets AetB,BetC,CetD, Det A
:--* .. . du quadrangle Q pour les spheres (A’, R}) et (B',\R,),’ (B', Ry) et~
’ et '(C,9 R,’,), (CI’ R:') et (-D,’ R:l)’ (DI, R'Ii) et (A’z B:)r par (AlB' ’ .(B’C,)"

"

y .‘ o g Il
T (Y) Correspondance de UEcole Polytechnique, t. 2, 1811, pp. 263-266.
;;C' © .« (%) Journal de Crelle, t. 2, 1827, p. 97. .
N ‘Apercu historigue, p-241. L .

R 2
' .




, (D'A’) les sommes correspondantes pour les sommets” A’ et B, | i
5 Cloet: D'y D’ et A’ du quadrangle Q''pour les sphéres (A)
‘;Vet:(C)',‘l'(C) et (D), (D).et (A), on obtlent en grandeur

.(AB)+%BC%+ e+ ;11. o,
B+ (E0) +*(F'9')+(D’A')=,°; o

_1;23? R (AB“ R“%+BA” RI—(BB"—R), o
pms'uols autres égalltés analogdes pour lés | sommes (BC) (CD),

(DA), e’ procedant de proche ‘en’proche. Si ’on ajoute ces, quatre o
ke égahtés, ]es carrés dés rayons des sphéres (A, R}), (B’ R;), (C’ R)),

(D R)) dlSparhxssent amsi que, AA" BB”' CC” DD , ot ,] reste
T (AB)+(BC)+(CD)+<DA) - 5(AB' B”) o

-

Par analogle, o - N A
‘_1 (A'B’)+(B'C’)+(C'D’)+(D’A" Z(AB” A'B) e

‘dot la relatxon (1) - ) ‘ - e

Tnxom:ma. — S; les plans perpendwular.res menés par les mtlwux
“ des cotés dun quadrangle gauche Q = ABCD sur les cétés correspon-
~dants (ou opposés) d’un quadrangle gauche Q' = A’B'C'D’ concourent :
,&ﬁ .en un pomt O'; les plans perpendiculaires menés par les milieus des» -
z:,A;‘,g;’vi cdiés du quadrangle Q' sur. les cotés correspondants ( ou opposés) du
z;,rf k quadrangle Q concourent en un point 0.'
%% . Les plans menés par les milieux des cotés- AB BC CD DA du
R quadrangle Q: perpendlculalrement aux cbtés A’B’ B'C’ C’D' DA"
,' di quadrangle, Q «s¢'confondent. dvec les plans, radxcaux des sphéres
{A’ RY); (B',‘,lfl ), 4] R}),\(D’, R) passant par le pomt .0'.. Les dis-
AT 8 des pomts,A" et B au plan ; radical qui- passe par Te" ‘milieu’ de
AB étaqt égales 6& de algnes contrau'es il en est dé meéme des diffé®;
{“Ferices ded ;i{nSsanbes "da ces pomts pour,les sp‘héres (A, Rl) et (B'; R;).)
¢ ‘éf)résehfé"'l 4 puissance du’ point A ‘} pour la sphére (A'“ R.J;
vd6 18 Tothtions précédentés, IFiaRN

"}‘n}?,n\ areliyt
'

(AB) A Bf

L i

_(K‘B‘" R;')+BA" R. (BB”—R”);._

R.’ -

1
4



Si\ I'on ajoute les quafre égalités ainsi obtenues, on obtient
" (AB)+ (BC) + (CD) + (DA) = Z(&B* —AB") = 0.
" et en vertu'de ce qui précede, o ) ‘
" (2) (A'B)+ (BC)+ (C'D) + (D'A) =*(AB" —AB") = 0.
. Oi-, les plans pex"pendic'ulaires’ aux cdtés AB, BC, CD. du qua-
'drangle Q menés par les milieux des cdtés A'B’, BC/, C'D’ du quas

drangle Q' se coupent en un point O, par oli passent quatre sphéres
. (A); (B), (C), (D). Pour les spheres (A), (B), (C), on a déja

BT (A'B) + (BC) + (CD) =0,
" de gorte que, en vertu de (2), (D’A’) = 0. Le plan radical des sphére

- ‘drangles Q, Q' sont dits orthologiques par les milieuz des cétés cor-
. respondants; les points O, O’ sont leurs centres d’orthologte. .

", Si au lieu des ctés correspondants AB et A'B’, BC et B'C’, CD.
.+ et C'D'; DA et D'A’ des quadrangles.Q et Q', on associe les cotés -

* avec les symétriques des centres O, O par rapport aux barycentres
des sommets des quadrangles Q, Q'. t o

e * " cotés du quadrangle Q perpendiculairement aux cbtés opposés du
. quadrangle Q' passent aussi par un méme point’ Oj symétrique de
** O’ par rapport au barycentre G’ des sommets de Q". De m&me pour
0 le point O, symétrique de O par rapport au barycentre G des som-

. mets du quadrangle Q. , : ‘
o N R : , )
Qe TrtorEME. — Si les plans perpendiculaires menés par les milieuz

BTy

arétes du tétraédre T = ABCD sur les arétes correspondantes (ou

PP =Ab ,
2 jzldﬁs,:perpendiéulaireé' menés par les milieuz-des arétes. du tétraédre

T'Ji-‘_{_éiir_ les arétes correspondantes (ou opposées) du tétraédre\":I"
concourent en un point O. . . \ ‘ Y
30 Soient-Aj, Aj, By, B, Cy C{ et a,, aj, b, b, ¢, ¢; les milieux des
""" arétes BC, DA, 'CA, DB, AB, DC et B'C', D'A’, C'A’; D'B’, A'B’, D'C/
. " des tétraédres T et T'. Si les ‘plans perpendiculaires aux arétes du
"% ... tétraddre ‘T’ nienés par les ‘milieux des arétes correspondantes (ou

; LR , , .
Pi3T30 Y opposées) du tétraddre T concourent en un point O', les arétes.de
£°itar’ ces tétraédres forment les. quadrangles. gauches ortholegiques par

! .
\ K : POINT .DE MONGE . 3

¢ (D) et.(A) passe donc par le milieu de D'A’, et.0,= 0. Les deux qua- '

En effet, si le point O’ existe, les, plans menés par les milieux des y.:

'gsées) ‘du {étraédre T' = A'B'C'D’ concourent en un point 0', les -

. opposés AB et C'D’, BC.et D'A’, CA et DB, AB et D'C', et vice '
versa, les quadrangles Q et Q' se correspondent dans une autre ;
- arthologie par les milieuz des cétés opposés, les centres étant confondus

Ty
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-

les milieux des ardtes correspondantes (ou opposées); ABCD et

; A’'B'C'D’, ABDC et A'B'D'C’, ADBC £t A'D'B'C’.

Les plans perpendlculalres aux cdtés AB, BC, CD, DA du qua--
: drangle ABCD menés par les milieux ¢,, a,, c;, a; des cdtés corres-
' pondants du 'quadrangle A’B'C’'D’ concourent déja en un point O,

4 par lequel passent aussi les plans perpendlculalres aux arétes CA-
et DB du tétraédre T menés par les milieux b, et b des arétes corres-
pondantes C'A” et D'B’ du tétraédre T’, en raison de I'orthologie
des quadrangles ADBC et A’'D'B'C’. Le théoréme est donc démontré.

Autrement, les triangles a,b,c, et A,B,C, (ou ABC), c,ab; et C,A!B;
(ou DAB) sont orthologiques (‘). Les plans perpendiculaires menés
-par les points ay, b, ¢, sur les cdtés BC, CA, AB du triangle de la
face ABC.passent par une droite d, et les plans perpendiculaires
aux cdtés AB, DA, DB du triangle de la face DAB menés par les
. points ¢,, aj, by passent par une droite d,. Ces droites d,, d,, situées
ot dans le plan mené par le point ¢, perpendiculairement a I'aréte AB
“  du tétraédre T se coupent en un point O, par lequel passent de]é
cing plans menés par les milieux des arétes du tétragdre T’, le sixiéme,
mené par le point ¢ perpendlculalrement a I'ardte DC et qui contient
la droite d, passe aussi par le point O, et O, = O.

.Les tétraédres T et T’ sont orthologiques par les milieuz des arétes
R correspondantes les pomts 0, O’ sont leurs centres d’orthologr,e res-
v pectlfs o
>, 7,7 Silon remplace les arétes correspondantes par les arétes opposées,
7+ - comme nous 'avons fait pour les c6étés des quadrangles Q et Q’,
£7 7 les tétraddres T et T’ se correspondent dans une seconde orthologie
dont les centres se confondent avec les symétriques des points O
et O’ par rapport aux centres de gravité de ces tétraédres.

i . CororLrLAires., — 10 Si les triangles de trois faces du tétraédre T
; sont orthologiques auz triangles des faces correspondantes du tétraédre T',
. les triangles des faces restantes sont aussi orthologiques.
.’ © 20 Siles triangles des faces du tétraédre T sont orthologiques auz
- tiiangles dés faces correspondantes du tétraédre T', les deux tétraédres
sont orthologzques par les mtlbeux des arétes correspondantes (ou

5 ) opposées).

[

L (‘) Si les plans perpendnculmres menés par les sommets du triangle ABC sur
les coétés correspondants du triangle A’B/C’ passent par une doite d’, les plans
»'perpendlculalres menés par les sommets du triangle A’/B/C’ sur les c6tés corres-
i pondants du triangle ABC passent par une méme droite d. Les deux triangles
sont ortholog:ques les droxtes d, d sont leurs azes d’orthologie respectlfs

.
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30 Si les tétrasdres T, T’ sont orthologiques par les milieuz des
arétes correspondantes (ou opposées), ils sont orthologiques gauches (')
et réciproquement. ' ‘ .

Car les triangles des faces des tétraddres' T et T’ sont ortholo-
giques. Les axes d’orthologie des triangles A{B;C] et A'B'C/, ...,
et des triangles a,b,c, et ABC, ..., sont les ‘transformés des axes
d’orthologie des triangles ABC et A'BC, ..., A'B'C' et ABC, ...,
qui se confondent avec les génératrices de deux systémes d’un hyper-

bqlo‘ide, par les homothéties de module % dont les centres coin-

_cident avec les barycentres des faces des tétraedres T et T, et.

réciproquement.

AuUTRE DEMONSTRATION. — Pour les arétes opposées, I'équiva-
lence de ces deux propriétés peut également se déduire de la pro-
position (A) suivante : .
' Si quatre droites D; (i=1,2,3,4) sont hyperboloidiques, les siz -
plans P;, paralléles & deux quelconques de ces droites D, et D; et
équidistants de celles-ci. concourent en un point O et réciproquement.

La proposition directe résulte de ce que deux plans paralléles
menés par deux des droites étant des plans tangents paralléles & la -
quadrique contenant les quatre droites, leur plan médian passe par
le centre O de cette quadrique. Pour établir la réciproque, remar-
quons que les plans Py, Py, Py se coupent au centre O de la
quadrique Q déterminée par les droites D,, D, D,. Comme les
plans Py, Py, P;, passent par ce point, la droite D, rencontre les
symétriques de D,, D,, D, par rapport & 0, droites qui se trouvent
également sur la quadrique Q, et par suite D, se trouve sur Q.

Or le plan mené par le milieu d’une aréte AA; perpendiculai-

.- rement a l'aréte opposée de T’ est paralléle aux perpendiculaires

abaissées des sommets A; et A; sur les faces opposées de T' et &
égale distance de ces droites, ce qui, d’aprés la_proposition (A) et
sa réciproque, établit I'équivalence des deux orthologies, en ce qui
concerne les arétes opposées (*). '

49 Si les tétraédres ABCD et A'B'C'D’ sont orthologiques gauches
et si les points A,, By, C,, D, divisent les distances AA’, BB’, CC’, DD’
dans le méme rapport k, les tétraédres ABCD et A,B,C,D, sont ortho-

(1) Deux tétraddres T, T/ sont orthologiques ou orthologiques gauches'si les
pecpendiculaires menées des sommets du tétraédre T sur les plans des faces du
tétraddre T’ sont concourantes ou génératrices d’un méme systdme réglé
(STEINER, J. NEUBERG). :

(2) A. MarmiON, Mathesis, t. LXII, 342.



+.-Car les. faces correspondantes des tétraédres en cause sont ortho-
: iogxques. ) i

CAS rAn'ncumﬁn" point de ‘Monce. — ‘Si deux tétraé&re; .,|, B
T= ABCD ‘et T'="A’B'C'D’ sont confondus (A=A, B=B/, '
=c,D ___,D’) es entres d’orthologle par les’ mxheux des arétes.

b

clrconscrltes aux- Itéftiwsuédres et les centres d’orthologle par les milieux _
des arétes opposées avec les symétnques Q'=Q des pomts 0'=0

o ;rapport aux centres de gravité .G’ = G des tétratdres T'=T.

-On retrouve ainsi la détermination et la propnété fondamentale -

idu popt ") établies par MonGE (‘)

drmte donnée A’ menées par les sommets A B C, D du tétraédre T - sl
recoupent la sphere circonscrite en A,, B, C,, D et que l'on prolonge

_‘ G,,B,i GG _GD, _ 1 Lo

= = : . I

GB, . G, G, 2

les pomts A,,.B,, C,, D, sont situés dans un plah perpendiculaire & la 5
dro&te A et pas.';'ant par le pm.nt de MONGE Q' du tétraédre fonda- !

_ En effet; si 'on dé31gne par Q le symetmque du centre de la sphére '
1 (0, R) cuconscrlte au tétraedre T par rapport au centre de grawté G

; sommets ‘A’; B, C’ D’ du’ tétraédre‘T’ coincldent avec les pxeds dpb e
uteurs AAj, BB,., CC;, DD, du tétraddre T, les tétraddres T et T/ sont ortho- G
6giques gauc}les 6t, par suite, orthologiques par les milieux de leurs arétes corres- i N,
;yporidantes (ou opposéeu) a@rec O, O’ pour centres d’orthologie. Or, les- sphéres YL
décrites sur lés arbtes du téfraédre T commie diamétres se: rencontrent deux 2
_.par deux aux sommets du tétraddre T, ét le centre O’ d’orthologie se confond N
1 avec le centre.de la ‘sphére circonscrité au- iétraédre T'. En outre, les pmssances
du’ milieii de larete B,Ci, par rapport. aix spheres (B, BB,) et (G, CCy), sont . .-
égales et de sxg'nes contraires, car si la droite B,C) rencontre ces sphéres en BY, C”, .
les . milieux .des ‘segments” B,Cy' et B'C¥ ‘colncident. Le centre d’orthologie O sé . .
5. confond dond avec le centre radical des sphéres (A, AA4), (B, BBy); (C, CGy), »
(D, DD;) centrées aux sommets A, B, C, D et ayant pour rayons les hauteurs
dutétraédreT.,- : R L. N
tLes centres d'orthologle par les xmheux des arétes opposées co!ncndent avec

N ;
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NES B

; ' la s'ph;re o/, —I;— circonscrite au tét‘r,aédré t=G,G,G.G, se confond

. [P . o ) < r
4+ avec les transformées de la sphére (O, R) par ‘les homothéties

. 'A(q,"—%‘ .et“ Q, %)! . C . ‘
s ='[Le§".droités QG,, QG,, QG., QG, passeni donc respectivement
“ . par- les points A’, B’ €', D' diamétralement opposés aux
 sommets A, B, C, D sur la sphére (0, R) et les droites QA,,
'0B,, QC,, QD,, paralléles’ aux droites A,A’, B,B’, C,C", D,D’, .
sont orthogonales aux droites AA,, BB,, CC,, DD, et, par suite,
:  appartiennent 4 un plan passant par le point Q, perpendiculaire &
Yo 'la droite Al - ' '

5 - .

~, -..Cas pk'ryncm.mn. —_ Si la droite A est paralléle & une des arétes
** du tétraddre T, DA par exemple, les points D, et D, coincident avec
71 le sommet A et le milieu.de I'arété BC. Le plan mené par le point D,

: perpendiculairement a Paréte DA et, par analogie, les plans menés
" des milieux des autres arétes perpendiculairement dux arétes opposées

' . . passent par le point Q symétrique du centre de la sphere (O, R) par
* rapport au centre de gravité G du tétraddre fondamental (point

* dé MongcE).
: [ ' : s

'

\

A B

" 4. CoorpONNEES DU_POINT Q. — Soient P, (i=a, b, c,d) les
.., . projections orthogonales, sur les plans BCD, CDA, DAB, ABC des
v: .+ faces d’un tétraddre T,.du point P situé a distance finie sur la droite
S0 0GQ, tel que l'on ait OG: OP =k; O, G;, Q celles .des points
23+ 0, G, Q sur les mémes plans; A,, B, C{; D, les points o les hau--
Ao T .- teurs AA,, BB,, CC, DD, recoupent la sphere circonscrite & T, ~

... Le point O se projette orthogonalement sur. la droite AA, au
milieu o du segment AA, et I'on a, d’abord, ’

BT Y i O v
7 200,= —(&A+ KA), et GG.= %—AA;,. o

P , - ";'g'f'.‘,‘a--_:"‘"u" . "~‘,’::,".‘ “; : ,( . ‘: . \ 5

11 en'résulte, de proche en proche, " . i T O

pp,= L0000+ 58] -

4"‘) voen N N R 1] y ERN
‘:1 I'i,‘ 3,":;\ 1__-';___
e 2 k._.i '_'.‘_‘
ek (. .5,.;?‘,;_ Darisa )
S Gk DAAY 2k — A AL

N ".
RN

eyt

n
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it . COROLLAIRES. — 19 Le polume.du polyédre, ayant pour sommets
A,'B, C, D, A, B, C,, D, équivaut & trois fois celui du tétraédre T.

7 Car, d’aprés les relations (2), la somme algébrique des volumes des

" tétraddres ~T,= A,BCD, . T,=B,CDA,- T.=(,DAB, T,=D,ABC .

quivaut 4 deux.fois le volume du tétrasdre T. .

.

i.7 20°8i le centre de la’ sphére circonscrite ai tétraédre T est dans le. |
?,'plan d’une face, -la somme _algébrique des volumes des tétraédres, T, .
relatifs aux autres faces équivaut au volume du tétraédre T et réci-

. proguemens. = " . L -~ "
"30 Sile centre de la sphére circonscrite est sur une aréte, les tétraédres .

. Ty relatifs auz faces opposées auz extrémités de Paréte opposée sont
= - symétriques au tétraédre T par rapport & ces faces. , .
= . Dans ce tétraédre spécial, facile & construlre, le centpe de la sphére
circonscrite coincide avec le milieu d’une aréte, le point de Monge
- avec celui de I'aréte opposée et les médianes issues des extrémités .
% de celles-ci sont égales. S o
4° Lorsque les segments interceptés sur les hauteurs par les plans
"des faces et la sphére circonscrite sont égauz, le point de MONGE 'se
confond avec le centre d’une des sphéres quadritangentes du tétraédre T. ,
Cette remarque qui provient des égalités (2) s’applique, en parti-
" culier, au tétraédre équifacial.”” - - o

N

e B PosiTioN "Dy PoINT Q. — Les conditions nécessaires et suffi< -
5o santes pour que le point de MonGE soit intérieur ou extérieur au ‘

. tétraédre T sont que les extrémités A et A, Bet B;; Cet C,, D etD,
“des’ cordes interceptées par.la sphére circonscrite sur les hauteurs’ . -
“soient situées de part et d’autre des plans des faces correspondantes .

27 0u bien que les extrémités d’une de ces cordes soient-du méme coté
"iif'?f:du'plan de la face normale & cette corde. C :

[ 3K

”"‘..C(')_i,x.c'i;.r.unz."—~Poi4r que le point de MoNGE soit sur la surface du | .
tétraédre, daris le plan d’une face, sur une aréte, en un sommet, il faut

TP
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et il suffit successivement que: le pied de la hauteur issue du sommet
opposé, les pieds des deuz hauteurs issues des sommiets opposés auz’
deut faces se coupant suivant Uaréte considérée, les pieds des trois
hauteurs issues des trois sommets restants, soient sur la sphére cir-
conscrite au tétraédre. : :

Ces propriétés résultent encore des expressions (2) des coordonnées
normales absolues du point L. .

CONSTRUCTIONS DE CES TETRAEDRES spiciaux. — 1° Pour que
le point Q soit dans le plan ABC, il faut et il suffit que DD, = 0,
donc que les points confondus D, = D, soient sur la circonférence
ABC. Les tétraddres T correspondants, peuvent &tre construits dé
la maniére suivante : la face ABC étant donnde, prendre sur la circon-
férence ABC un point arbitraire D, puis, sur la perpendiculdire en
‘D, au plan ABC, un point guelconque D=£D,.

Le point Q coincide avec le point: de rencontre de la droite qui
joint le point diamétralement opposé au sommet D sur la sphére
ABCD au centre de gravité de la face ABC avec la circonférence
des neuf points du triangle ABC et la sphere G,G,G.G, intercepte
sur le plan ABC un cercle dont le rayon est le tiers de celui du cercle
- ABC. ‘ ‘ ’ S ‘ -
20 Pour que le point de MongE se trouve sur I'aréte AB du
. tétraédre T, il faut et il suffit que les points C, et C, soient confondus

ainsi que les points D, et D, sur les circonférences DAB et ABC.
Or, puisque le point Q est le transformé des points diamétralement
opposés aux sommets C et D sur la sphére ABCD par les homothéties

(G,, — %) et Gd,—% , il coincide avec les deux: intersections

des circonférences des neuf points des triangles DAB et ABC, soit
avec le milieu de aréte AB ou avec les pieds des hauteurs de ces

. triangles issues des sommets C et D qui, par suite, se confondent.
1l existe donc deux sortes de tétraddres possédant la propriété envi-

sagée. ‘ _

Dans le premier cas, prenons le symétrique C' du sommet C par
rapport au point Q. Les points D, et D, coincident avec P’orthocentre
du triangle ABG; la projection H; du point C" sur le plan DAB est
symétrique du’ point C, par rapport au point Q et, de plus, le point
H’ coincide avec Porthocentre-du.triangle DAB: Le tétrasdre ABC'D

_est donc orthocentrique. '

Dans la séconde hypothése, le point C’ désignant le symétrique
du point C par rapport & I'aréte AB, le méme raisonnement montre

-que le-tétratdre -ABC'D -est -aussi ~orthocentrique. D’ott les cons-
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ctmns smvantes du tetraédre T: un tétraedre orthocenmque .
ABC'D étant donné, le symétrigue C du sommet C', par rapport ay
miliew de aréte AB .donne un tétraédre ABCD de la premiére caté-
.orw le symétrique. C du sommet C', par'rapport a Paréte AB, donne ‘
un tétrasdre T de la seconde espéce. .

. Dans un: tétraédre T de la premiére catégorie, les faces’ BCD et
CDA sont rectangles en B et A,; le centre Q de.la sphére cu'conscrlte
“est donc au mlheu de l’aréte DC. :

-

COROLLAIRE. — Dans un tetraedre orthocentnque ABCD, sogent
A, B, C,, et a, b, ¢, les anticomplémentaires dans la face ABC et
les symétnques par rapport auz arétes BC, CA, AB des sommets A, B, C;
et ainsi de suite pour les autres faces Les pieds des hauteurs des
. tétraédres A,BCD, B,CDA, C,DAB et a, BCD, b,CDA, ¢,DAB, ...,

- tssues des sommets A,, B,, C,, ...,eta,b, c,, - .+, Sont vingt-quatre’
_points de la sphére circonscrbte )
C’est une application des propnetes des tétraédres partxcuhers du 2°,

.. 3° Enfin, pour que le point de MonGE coincide avec le sommet D, -
. il faut et il suffit que ‘les circonférences des neuf points des faces
’ABCD CDA, DAB concourent au sommet D du tétraddre. Les mlheux ;

ex.lge que le: sommet D se confonde avec les pieds.des hauteurs’

lssues des som{nets ‘A, B\C dans ces faces et le tétraéJre T est trirec-

ot
‘4 L .

% Tnéongmz. — St le pomt de MONGE d’un tétraedre T est sztué dans

: lan de la face ABC sur une aréte ou en un sommet de cette face
5 les hauteurs des’ faces DBC, DCA,-DAB issues du sommet D - sont
itudes dans un’ méme plan et les dzamétres des. cercles passant pa‘
som .'t D et circonscrits auz. ‘mémes faces dans up autre plan.? i
g2 e&_pxed ‘Dj“dé la hauteur DD, du, tetraédre étant'situé - sur: ia" it
\ dcu-conference "ABC, les pieds des hauteurs des tnangles, DBC, DCA; ©
DAB, issues du point D, sur les ar8tes BC, CA, AB, appartlennent a
a droite de Stmson du'point D,, pourle trlangle ABC ce qui démontre
'premlére partie. . .

Sx‘fon marque sur, les arétes DA, DB, DC des points arbltralres
g B, C; ‘téls ‘que l’on ait DA, = DB = DC;, les hauteurs et les
namétt-es des, cercles® circonserits des faces DBC, DCA; DAB pas-
‘sant par le pomt D ‘sont des’ couples de ‘droites isogenalés dans les
r;angles lsocéles DB C,, DC,A,, DA,B,, ce qux justifie Ia seconde .
i e du théoi'éme o

‘\‘ .




 DROITES D'EULER N 1

Droites d’Euler.

6. Par analogie avec la droite qui joint le centré du cercle cir-
conscrit 4 un triangle, au centre de gravité, on désigne par droite
d’Euvier OG d’un tétraddre T = ABCD celle qui joint le centre de
la sphére circonscrite au centre de gravité. = S
- La droite OG posséde d’autres propriétés fondamentales parmi
, « lesquelles nous en signalerons une qui suggére des développements °

importants dans les Chapitres suivants. . S
- Considérons une sphére (P) pour laquelle les puissances des som-
mets A, B, C, D d’un tétraédre T aient les formes kl*, km?; kn?, kp®, k
stant un coeflicient arbitraire, I, m?, n?, p* des quantités telles que-

les différences analogues a ,
!

AP —BP' = k(l—m?) -
_soient de mé&mes formes que les différences similaires a
AG'—BG = K@—m),
K étant un coefficient. Dés lors, le lieu du centre P de la sphére (P),
lorsque le coefficient k parie, est la droite  EvLer OG du tétraédre T.
"En §ﬁ'et, d’une maniére générale, si I}, m?, n’, p® sont remplacées
par des constantes arbitraires «, 8, 1, 3, les égalités telles que

AP'—BP’ = k(a—8)

prouvent que les plans menés par le point P normalement, aux arétes
. du'tétraddre T engendrent six faisceaux semblables de plans paral-
* lales, dans lesquels les plans médiateurs sont homologues. Le lieu
- du point P est donc un diamétre de la sphére ABCD et qui sera la
.+ ' droite OG si _ ‘

S a—B3 _a—y _ a—3

L ’ F—m* P—n l’.—-—p"

‘7. La droite ®EvuLer d’un triangle contient le centre du cercle

" circonscrjt et son conjugué isogonal, lorthocentre. Cette remarque

incite & désigner par seconde droite d’EULER 00’ d’un tétradédre T

. celle qui passe par le centre O de la sphére ABCD et par son ‘conjugué

isogonal O, par rapport au tétraédre fondamental, la premiére
-droite d*Evrer étant OG. o \
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TuéorEME. — Le tétraédre tangentiel T, = A ,B,C,D, et le tétraédre
"podaire T/ = A’B'C’'D’ du point O', par rapport au tetraedre T, se cor-
... respondent dans une homothétie dont le centre P est situé sur la seconde
droite &EvLer 00’ du tétraédre fondamental. ’

Car les plans des faces B’'C’'D’, C'D’A’, D’A’B’, A’B'C’ du tétraédre
" T’ étant perpendiculaires aux rayons OA OB, OC, OD de la sphére
: (0, R), les tétraddres T, et T’ sont homothethues et le point O’
-coincide avec 16 centre d’une sphére quadritangente du tétraédre T/,
' ~' ' tandis que le point O se confond avec le centre d’'une sphére quadn~
, tangente au tétragdre T,. =~ '
- sur la droite 00". ' . -
" Le carré du demi-axe non focal de la quadrique de’ revolutlon de
-foyer O, inscrite au tetraedre T, ayant pour mesure

" 3VR
SAsécA’

=

o _ e v
00, RcosA cosA.YXAsécA

O'A/ —
: : Donc le rapport d’homothétie des tétraédres T’ et T,
SEr _OA_ ON _ 3V
- o ()A RsecA cosA.EAsécA

’

- TatorkmE. — Les distances du centre d’homothétie P des tétraédres

T, et T, auz plans des faces du tétraédre T sont proportionnelles aux

“quantités

: "“sin?A " sin'B sin’C sin®*D
cosA’ cosB’ cosC cosD’

-;D’aprés les égalités (1); les coordonnées normales du point O’

du point O sont proportionnelles & cos A, cos B, cos C, cos D, les
coordonnees du pomt P sont proportlonnelles aux quantltés

',s_ecA.—cosA, sécB-—-posB, sécC——-cosC, séc D —cos D,

" ce qui achéve de démontrer le théoréme. :
Les distances du point P aux plans des faces du tétraédre P ont
pbur mesures
3VR _sin’A

- PP.= R.SAsécA—3V cosA’ ~°° o

" Ce centre d’ homothetle P des tetraedres T, et- T est donc situé

“étant proportxonnelles 4 séc A, séc B, séc C, séc D, tandis que celles .

il
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CoroLLAIRE. — Le point P se confond avec le centre d’homothétie du
tétrasdre T et du tétraddre déterminé par les plans paralléles d ceuz des
faces BCD, CDA, DAB, ABC menés par les points A, B,, C,, D,.

Tatorime. — Le centre de la sphére circonscrite au tétraédre tan-
gentiel T, est situé sur la seconde droite d’EvLer du tétraédre T.

Car le centre O, de la sphére A,B,C,D, est le transformé du
centre O’ de la sphére A’B’C'D’, situé au milieu du segmeént oo,
dans 'homothétie (P, k). Le point O, partage le segment 0’0 dans
le rapport o , '

. 0'0,:00, =2k + 1.
" CoroLLAIRE. — Si ['on désigne par (1) et t une sphére quadritan-
gente du tétraédre T et le tétraedre podaire du point 1 par rapport & T,
le tétraédre podaire t' du conjugué isogonal du point 1 pour le tétraédre t
est homothétique au tétraédre T et le centre d’homothétie est situé sur la
droite O ainsi que le centre de la sphére circonscrite au tétraédre t'.

1l suffit de considérer le tétraédre tangentiel comme tétraddre
fondamental dans le théoréme précédent. -

Plans associés & un tétraédi‘e. .

* 8. Une transversale A rencontre les c6tés BC, CA, AB d’un triangle
respectivement en 1, B, y. On sait que les isotomiques o/, §’, Y’ (autre-
ment dit les symétriques de «, B, y par rapport aux milieux des cotés
du triangle) sont aussi sur une droite A’ (transversale réciproque de A).
Nous avons étendu comme suit cette propriété a un plan associé & un
tétraédre (') : un plan = coupe les arétes d’un tétraédre ABCD respec-

. tivement en des points‘a, B, Y, A, i, - Les isotomiques o', B/, Wy Y

de ces points, par rapport auz milieuz des arétes qui les contiennent,
sont situés dans un méme plan =’ (transversal réciproque ou réciproque
de =). ! '

9. TutorEME. — Soient un tétraédre T=ABCD, un point arbitraire
M de Despace et un plan (P) qui coupe les aréles DA, DB, DC respec-

’

" tivement en a, B, v. Les plans (BC, M), (CA, M) (AB, M) rencontrent DA,

DB, BC en A’, B, C et si U'on pose




d,, dy, ds, d, les distances dirigées de D, A, B, C au plan (P) et si 'on
* écrit que la somme algébrique des moments des poids par rapport a
i plan (P) passant par le centre de gravité M est nulle, on a

-~ d+d,m+d,n+d‘p 0.

(Vi lent — z, —, — z, on obtient la relation (1). Inversement, si la
telation (1)-existe, la.somme algébrique des moments des poids 1,
y’n, p par rapport ‘4 (P) est nulle, et il en résulte que ce plan passe
ar le centre de gravité du systéme de poids considérés.

)

%, :CoROLLAIRE. ~— La condition nécessaire et suffisante pour que quatre
¢ plans (P), (P,5 (Ps), (Ps), qui rencontrent les arétes DA, DB, DC d’un
tétraédre T en (25 By )5 (asy ‘5:, Y1) (225 B2y ¥3)5 (s, 33, vs), sotent concou-
nts. est que les. _plans passant par les arétes BC, CA AB et par les
uotomtques ‘'de ces points sur les arétes DA, DB, DC concourent respec-
twement en des points M, M,, M,, M, situés dans un méme plan. .

caraCterlsent les pomts (“’ B, T)’ (aia Bh Ti), (“1, B:: Y!): (ab 6” Ys)
et Q le paint de concouis de (P), (P,), (Py), (Ps); M, M,, M,, M, les
a pomts obtenus comme il est dit dans I'énoncé. Demgnons par (%, p, v),
Oy s v,), (s 2y Va)s (Asy phay s) les rapports_analogues & m, n, p pour
les points M, M,, M;, M;: On constate que '~ °

.

. = Ty=1Ny = Ty= 1y EX
/. y=up Yy = Wy Yo = Wy Ys = sy

zZ _—T Yy zZy = 4y z, = Vg, Z3 = Vg3.

,Les relations :
S ety pa=t,
- ima+ony 4 pz =1,
o mzytny, + pr =1,
Yoo may - nyy + pzy =1,

qm‘exprunent que, (P), (Pg), (P,), (P,) passent par .Q, entrainent les-

suivantes . e .

aimyn k- p ity 2kt vp = 1, 7~am+wn+vaP— 1,
= LRI 7\lm+il-)n+vap—1 e

3 « . .
. : . . \

: n,p; leur centre de gravnté sera le point M. Dés lors, siI’'on dés:gne par

Sl l’on remarque, de plus, que les rapports d,: d,, dy: d,, d;: dy.

" Soient (z, Y, 2), (Tyy Yus 21)s (Tay Yy 22), (%3, Ys, ) les rapports qui 3



\

et réciproquement. Or, les derniéres relations expriment que les points
. M, M,, M,, M, appartiennent au plan qui détermine sur DA, DB, DC
des rapports m,.n, p, c’est-a-dire au plan transversal réciproque du
. plan A’B'C’ qui passe par les points de rencontre des plans (BC, Q),
(CA, Q), (AB, Q) avec DA, DB, DC. Les points M, M, M,, M, sont donc
coplanaires, et inversement si les points M, M,, M,, M, sont dans
un méme plan, les plans (P), (P,), (Py), (Ps) concourent en un
point' Q. 1/ ‘
Démonstration géométrique. — Par trois points quelconques il passe
une quadriqiie conjuguée & un tétraddre (car ces quadriques, forment
un systéme linéaire & trois paramétres). Si.Q est la quadrique conju-
guée & un tétraétre DABC et qui passe par les milieux de DA, DB,
'DC (et par suite aussi par les points & Vinfini de ces arétes) le point M
et le plan (P) sont pole et plan polaire par rapport & Q. En effet, «
sur I'aréte DA a pour plan polaire un plan passant par BC et qui
" coupe DA au point isotomique de « (conjugué de « par rapport au
milieu et au point a linfini de-DA). De méme B, y ont, pour plans
_polaires. les plans passant respectivement par CA, AB et par les
isotomiques de 8, y. Le plan (P) des points , 8, y a donc pour pdle

quatre points sont coplanaires et réciproquement.

. '40. TutoriME. — Si deu tétraédres T et, T’ sont homothétiques par

. ' T,=A,B,C,D, formé par les plans transversauz réciproques des plans

)
i

5 4PG I

* défini par la relation
! .
' Pu

)
t

- G désignant le centre de gravité dil'fétraédfe T. ./

ce]les,du point A sur les plans BCD, B’C’'D’, B,C,D,, on obtient
| AH,=HEH,=0—#:PP..

¥

=~ - Le tétraddre anticomplémentaire T” du tétra¢dre T est le trans-
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le point M ihtersection des. trois plans polaires. De méme (P,), (P,), -
(Ps) ont pour pdles M,, M,, My; si les quatre plans concourent, les

P rapport & un point P, k étant le rapport d’homothétie, le tétrasdre

" 'En effet, si I'on désigne par P,, P,; P,, P, les projections orthogo-",
. .nales de P sur les plans BCD, CDA, DAB, ABC, par H,, H}, H,, -

“formé de celui-ci par ’homothétie (G, — 3). La distance PP, de-

_— .‘d.es faces du'tétraédre T', par rapport au tétraédre T, se confond avec le ’
* transformé de celui-ci par Uhomothétie [w, — 2+ k), le centre w étant
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l’homothetxque P"de P dans l’homotbetle (G, — 3), au plan B"C”D”
- a pour mesure . ; .

3 ww___ 3 T
r/Pn__3PP —___9 T = — _ 9, .
PP g FH=— = A,

La dlstance du point P” au plan B, C D est done

PP, — P”P’ + AH,,=—(2+k).PP,= 2+" PP

De méme ’ ,
B \ P”P", 2 _'3- k P”PZ: P”P = '2'+3_k : P”i)f,
B N P'P,,= 2 + k5ime P'P".
s Dés lors, le tétrasdre T, est déjé\ le transformé de T" par ’homo-
thétie ( P’, 2 —g k), ensuite celui du tétraédre T par ]’homot'hétie_
[w, — (2 + k)], dont le centre est tel que wP'=—(2+k).wP, doi
FAN wP”_._ = _('1_?. o PP” = — 4-1:76
o =@+ k 1 —(B+Kk 3+ K
.. - autrement dit . o
N - . o St
3+k

N.B.—Le rapport ‘des volumes des tétraddres TyetT estégala — (2 + k)’
en grandeur et en signe. Quand le point P coincide avec le centre d’ une .
sphére tangente aux plans des faces de T, le point P’ se confond avec le
*  centre d’une sphére tangente aux plans des faces de T,. Lorsqué &k =1,
* les tétraédres T; T, sont confondus. Si k = — 2, les points A,, B, C., D,
coincident. Enﬁn, si k = —1, les tétratdres T et T, sont symétriques -
par rapport au point w tel que Pw = 2PG et leurs volumes sont égaux,
,mals de slgnes contraires. .
: 11 Tntonxms — Cznq plans étant donnés, les plans tranversaux
o récz.proques de chacun'd’euz par rapport au tétraédre formé par les
- . quatre autres sont paralléles. B .
. a) ANALOG!E EN GEOMETRIE PLANE. Soxent M, N, P les milieux
" des segments Az, Bg, Cy dont les extrémités «, §,~ comcxdent avec
.. les points de rencontre d’une transversale A avec les cotés BC, CA,
. AB d’un tnangle ; 7' I'un des sommets des parallélogrammes 73C3 s

Bva . Les ‘segments 73 et BC étant équipollents ainsi que les seg- -

‘. .
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ments Cy’, ¢'B, le triangle By§’ et le triangle XAY dont les sommets
X, Y coincident avec les points de rencontre de la droite de Newron
3= (M, N, P) du quadrilatére complet (Q)=(ABC, A) avec les
droites AC, AB sont homothétiques, de sorte que I'on a

AX:AY=+p :yB=pC:yB.

Dés lors, si 'on désigne par A,= (a, B, v:) la transversale réci-
proque de BC par rapport au triangle Afy, on obtient

AB=BC, Ar=1B, it Ay =BCirB,

et des relations analogues pour les transversales réciproques A,A.,
A’ de CA, AB, A dans les triangles Bya, C28, ABC. D’ou cette
proposition : dans un quadrilatére complet (Q) les transversales réci-
proques de chacun des céiés, par rapport au triangle formé par les trois
autres, sont paralléles a la droite de NEwTON. .

CoRroLLAIRE. — Les droites orthocentriques des quadrilatéres complets
ABC, A), (ABC, A’), ..., sont perpendiculaires respectivement d AL A, ..
» perp P ’

N. B. — Les cercles circonscrits aux triangles ABC, ABy, Byz, Cof -
concourent au foyer F de la parabole inscrite au-quadrilatére (Q) dont
I’axe est paralléle & la droite de NewTon . Il en résulte que les paralléles
a 5 menées par A, B, C coincident avec les conjuguées isogonales Az, By,
Cz des axes radicaux FA, FB, FC du cercle ABC, associé aux cercles Ay,
Bya, CaB. Donc, les transversales réciproques A, Ag, Ay, A et la droite 3
sont paralléles aux antiparalléles, par rapport auz angles en A, B, C du
triangle ABC, des azes radicauz du cercle ABC avec chacun des cercles ABy,
Bya, Caf, et ainsi de suite. . '

. b) Revenons au théoréme qu’il s’agit de démontrer en considérant
un plan (P) qui rencontre les arétes DA, DB, DC, BC, CA, AB d’un
" tétratdre T aux points a, 8, v, o', §/, ¥’ dont les isotomiques sur les
arétes correspondantes sont situés dans le plan réciproque (P’) de (P). .
Soient (P,), (P,), (Py), (P,) les plans réciproques des plans ABC, BCD,
. CDA, DAB par rapport aux tétraédres Dafy, Aaf'y’, B3y'd, Cyo'f".
Les traces du plan (P,) sur les plans DAB, BCD, CDA se confondent
avec les transversales réciproques A,B,, B,C,, C,A, de AB, BC, CA
par rapport aux triangles DAB, BCD, CDA, tandis que les traces du
plan (P,) sur les plans ABC, DAB, CDA coincident avec les trans-
versales réciproques B,C,, D,B,, C,D, de BC, DB, CD pour les triangles
ABC, DAB, CDA. Comme A,B, et B,D, sont paralléles ainsi que C,A,
et C,D,, les plans (P,) = \'A,B,; CA,), (P,) = (B,D,, C,D,) sont
paralltles entre eux de méme que les plans (P;), (P.), (Pp), par
_.analogie, ce qui achéve de démontrer le théoréme.
3
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CoroLLAIRE. — Les plans (P'), (P,), (Py), (Py), (P,) sont paralléles
au plan que décrit le péle du plan de U'infint par rapport a la surface de
SteiNer I d’équation tangentielle barycentnque

s=2% +3+Y+
ou , © apws —]—ﬁuws + Yuys + Buvw =0 ('). .

par rapport au tétraédre T et tangente au plan
(P)-—l:v—l— my+ nz+pt—

ce qui s’ expnme par:

W . FARtIAS \

;o ’ R
. . . '

‘, En eﬁet l’ quatlon tangentlelle du pﬁle du plan de l’mﬁm, ‘de:
coordonnées (1, 1, 1, 1) par rapport a la surface %, est

;»~'u(a+'x+a)+v(x+a+a)+ws+a+a>+s<a+a‘m=

On’ a donc, si z, y, z, t sont les coordonnées du pole, -

- 2P T z — t _ zty+t:= +t
Bt+y+3 7+8+'oz B3+a+p a+p+y 3e+p+y+3)
i - :c+y+z+t_$ e
, - 3 =1
a - )\’
s fztytaztt ' T
| a—)\(——-—‘?-\——:—‘ z’), ces ..

“ . - f' T

M Nous ln‘dlquons les deux formes de ¥ parce ‘que la premnére est plusom-
¥ mode pouf I’expression de la condition (1) et que ies dérivations pour I'obtention |
de Ié quatlon tangentlelle du péle doivent étre effectuées sur la forme entiére,

" ce qui n’est pas nécessaire pour obtenir le point de contact d’un plan, ce que nous -

" effectuerons plus loin. En eflet, pour déterminer le pole d'un plan tangent &
une suriace f (u, v, w, 8) = 0, on peut effectuer les dérivations sur I'équation
hon’ enhére, ‘par. exemp]e divisée par upws comme nous avons l’occasxon de le
faire pour ¢ le thisordme suivant (12). , .

i 3 Supposons donc que f soit multxphée par une fonctxon quelconque ‘de u, ¢,

3! ‘®, s, u:n p— LeAs dénvées ‘de, fo 'sont f’q; + o et quand on y  substitue les
Jaitt ‘u
';?'}“f'"" coordonnées d’un plan ‘tangent, lésquelles aonulent f, le second terme est

- nul et il reste des quatitités proportxonne]les aux f/, ce qui ne se produit pas
pour le pdle (i n plan quelconque, cas ol 1] faut prendre l'équahon sous formo
entiére. . :

v L . . . ¥
.

‘
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i aprés (1), 1e lieu du pole du plan de l'infini relatlvement A 3 -est
donc:

(w+y+z+t)( +m+7+%)*(§+%+'%*‘f,‘),=°
s (o), (Po), (P,), car le plan (P')

~ plan paralléle aux cmq plans (P'), (P
a pour équation

e +-_o

les coordonnées barycentnques de deux plans remproques étant
inverses. :

' CoroLLAIRE. — Les cing droites de NEwTton des quadrilatéres com-
plets formés dans chacun des plans par les traces des quatré autres sont
- paralléles @ un méme plan.

11 suffit de partlr de la propnete corrélative suivante :

- Etant donnés six points A,, si 'on considére les six cones quaquues
ayant pour sommets chacun des points et passant par les cinq autres,
ces cOnes passent par la cubique gauche déterminée par les six points
et par suite les plans tangents aux six cOnes qui passent par un des
points A, sans y avoir leur sommet ont leurs plans tangents en ce
point qui passent par une méme droite confondue en la tangente a la

.cubique gauche. Il suffit de prendre la polaire réciproque de la figure
précédente par rapport & une quadrique ayant pour centre le point A;
considéré pour obtenir la propriété relative aux dr01tes de NEwTon.

~ CoroLLAIRE. — Si lon désigne par =, m,, 'Nc, T les plam radicauzx
de la sphére ABCD avec les sphéres DaBy, Azf'y’, BBy'e/, Cyd/f’, les sec-
tions antiparalléles de ces plans dans les dngles triédres de sommets
. A, B, C, D sonit paralleles entre elles et la direction commune de leurs
Plans est celle des plans (P'), (P,), (Py), (P), (Py)-

- Cororraire. — Soient G et G,, G, G,, G., les centres de_gravité de T
et des faces BCD, CDA, DAB, ABC. Les siz points tels que le point de

‘rencontre G,, du plan (BC a) avec la droite G,G, sont dans un méme

plan dont le transformé par Uhomothétie (G, 3) se confond avec le plan - -~

. réciproque du plan (P).par rapport au tétraédre fondamental.

12. TutoriME. — Si un plan variable (P) passe par.un point fize Q,
son réciproque (P°), par rapport au tétraédre T, enveloppe une surface.
de la troisiéme classe et du quatnéme ordre coupant les plans des faces
du tétraédre suivant des coniques doubles tangentes aux arétes Sl le '

' ..p.omt Qe;tdl’m.ﬁm.,lasurfgce touche le plan de Uinfini en Q.



BPiir avoir son equatlon ponctuelle, soit UyV,W,S, un de ses plans
TR quatlon tangentielle de son point de contact est

02 V2L  w2) 1 52
.on+ bV+“ +S =0,

__Uﬂ_v_ae';wzo__s&= )
U .V W ERGH 0

0

2o t—, c’est-a- dlre que U,, V,, Wo, S, sont proportlon-

:Wo )

—.' y ++-, et comme —U—o L %‘; + + 0,1l vient

\/E—wo+ V9o + \/zzo+\/tto~o

sl — 10 En géometne plane, la condmon nécessaire et suffisante
ue.les transversales réciproques des coétés B/C/, C'A’, A'B’ d'un
hgle. T’ par rapport 4 un triangle T = ABC soient concourantes est
T, ét T/ soient clrconScnts a une méme comque Dans ces conditions

n y a pas en general d’analogie entre deux 1étraédres Te T
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circonscrits 4 la surface (S) de STEINER précitée. En effet, si le tétraé-
dre T’ est circonscrit & (S), les réciproques des plans de ses faces, par
rapport & T, sont concourants, tandis que les réciproques des-plans
des faces dé T pour T’ ne passent par un méme point que si les plans
des faces de T sont tangents a la surface (S') de T'. Cela provient de
ce que T et T’ ne jouent pas le méme réle par rapport & (S), car les
plans des faces de T sont des plans tangents singuliers & (S), et ceux
des faces de T/ des plans tangents ordinaires.

2° De méme que deux transversales réciproques sont les asymp-
‘totes d’une hyperbole circonscrite au triangle, deux plans réciproques
sont les plans asymptotes d’un cylindre hyperbolique circonscrit au
tétraddre. De ce fait, le produit des distances de chaque sommet aux deux
‘plans recxproques est le méme pour les quatre sommets,

Deux plans réciproques P et P’ sont conjugués par rapport aux six
couples de points formés par les milieux et les points a I'infini des arétes
du tétraédre T. Si I'on prend la polaire réciproque de cette figure par
rapport a la sphére circonscrite 4 T, on obtient six couples de plans pas-
sant par les arétes du tétraddre T polaire de T et rectangulaires, c’est-a-
dire les six couples de plans bissecteurs de T'. Les poles des plans P et P’
sont des points isogonaux de T' et, de la transformation par points iso-
gonaux, on peut déduire des propriétés correspondantes pour la trans-
formation par plans réciproques. -

De méme qu'il y a quatre couples de points isogonaux alignés sur un
‘point M et conjugués par rapport a ce point et & un plan P, il Y a quatre
couples de plans réclproques se coupant sur un plan P et conjugués par
rapport a ce plan et &4 un point M. '

30 Correspondant aux points doubles de la transformation isogonale
(centres des sphéres quadritangentes de T), les plans réciproques d’eux-
mémes sont le plan de l'infini et ses transformés dans les 7 involutions
(3 biaxiales, 4 centrales) qui conservent le tétraédre. De méme que sur les
droites joignant deux centres de sphéres quadritangentes, il y a une infinité
de couples isogonaux (tous les couples conjugués par rapport aux deux
centres), par chacune des 28 droites d’intersection de deux plans doubles,
il y a une infinité de couples de plans réciproques,les couples de plans
conjugués par rapport & ces deux plans doubles. Les droites d’intersection
de deux plans.réciproques forment le complexe du troisiéme degré des
génératrices des paraboloides conjugués au tétraddre.

4° De méme que sur une droite issue d’un centre de sphére quadntan- '
gente il n’y a aucun couple de points isogonaux autre que le couple double
‘formé par ce centre, .sauf si-la droite -passe par un autre centre de sphére
quadritangente, par une droite & I'infini il ne passe aucun couple de plans
réciproques autre que le couple double formé par le plan de I'infini, excepté
si la droite se trouve sur un des 7 autres plans doubles. Dans ce cas (plans
) para]léles aux faces ou 3 deux arétes opposees),ﬂ ¥ a une infinité.de couples
de plans réciproques paralléles,

'



(A’ +B’ + C’ -]- D’)uc’w.'r—AB(u2 + v’)wx cos ¢'—AC(w? + u’)vs cos b’

Y e . —AD(s*+ u?)ewcos a—BC(w? + ¢?)uscos a’

H \ ..

¥ ‘qul représente une surface de quatriéme classe. admettant les plans des
"faces et celm de Linfini comme plans tangents doubles '

‘Dé’nionstratwn géométrique. — Les plans réclproques perpendicu-
aires étant con]ugués par rapport a tous les paraboloides conjugués
4 T ainsi ‘qu’a l'ombilical, sont conjugués & tous-les paraboloides
-.'homofocaux aux paraboloxdes conjugués et p4r suite aux couples de

i tévolution conjugués 4 T. Ces couples de plans coupent les axes de
ces paraboloides (confondus avec les hauteurs du-tétratdre ayant
pour sommets les quatre foyers a distance’ ﬁme) en des’ couples de
_ points- symétriques par rapport a ces foyers.:

ceux qui leur sont homofocaux forment un L’ tangentiel. L’enveloppe
_. des plans qui leur sont. conjugués est donc la jacobienne (') de ce L?,
7. surface de quatneme classe contenant les droites-supports des dlx
couples de points du systéme. Ces dix couples sont, d’une part, les
six couples formés du milieu et du point & l'infini d’une aréte et,
d’autre part, les quatre couples de foyers des paraboloides de révo-
lution conjugués au tétraédre..

Cette ‘surface .de quatriéme. classe contient donc les arétes du
tétraddre. et les axes. des quatre paraboloides de révolution con]ugués

. au tétraédre.

- ":“ v

4 -

':""‘ ‘13. Tnéonﬁm:. < Sz Pon représente par h,, h,, h,, h, les mesures'
des hauteurs AA,, BB,,.CC,, DD, d’un tétraedre T et par d,, d,, d,, d,

: premwr, oh a la relation ~~ '
! k2 s, T "

DAy, D, A; B,, ‘A B,C, dés faces d’un tétraedre T, homothettque aug

AT A

g ""(') Volr Dlmnouk Sur les systémes lméazres de coniques ci de sw;[aces du
. gecond degré, BULLETIN DES SCIENCE§ MATHEMATIQUES, t. I (1870), pp. 348-358.

. ., e f ,' .~ —BD(s* 4 ¢*)uwcos b-—CD(s? + w)uvcos ¢=0,

* foyers (un & distance finie, un & l'infini) des quatre paraboloides de -

ST Les paraboloides conjugués au tétratdre forment un systéme .
*, - linéaire tangentiel & deux paramétres (ou L? tangentiel); par suite

“celles des distancés des plans BCD, CDA, DAB, ABG auz plans B,C,D,; %
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v

et les plans des faces du tétraddre’ T et par =, -celles et ceux du
tétraddre T,. Les distances d, sont considérées comme positives ou
négatives suivant que les sommets du tétratdre T et les plans cor-

" respondants des faces du tétratdre T, sont du méme cdté ou non des

faces correspondantes du tétraédre T; par exemple si le sommet A
et le plan B,C,D, sont du méme ¢dté ou non du plan BCD. Enfin,
désignons par V, V,, V,, V., V, les mesures des volumes fofsffus Tafofcfas

. TaTofofas FaToTelas TaToTeTa €1 leur appliquant la régle des signes suivant
~ leur orientation et en supposant le volume V du tétraédre- T positif.

Le rapport d’homothétie des tétraddres fofoffa=T et wdfofdfs a

pour valeur absolue ha ; par suité

h,—d,

: 2 ‘ a'_-'da8 - db :
(2) : %=&—F_)_=<1—E>' ,

Cette formule s’applique au cas ded,négatif et donne a V, le signe —
lorsque d, > h,. o ' R
La hauteur du tétraédre =.fffs relative au plan f, ayant. pour

mesure hb<1;-%£>, on a, d’abord?

VvV, - d, '
(3) .. ' V,_[i —h»<1—%>:|’

ensuite, d’aprés les égalités (2), ‘

Vi (g de_ )"
A" ( h, h,

En continuant de proche en proche, on obtient
) da db dc dd \ .

c’est la relation (1), d’ou provient lo rapport d’homothétie

do__dy_d.__dy

il SR

(4 k=1—
(4) =W h h

_..des tétraddres T, et T.

14. Tutorime. — Par'les sommets A, B, C, D d’un tétraédre T, st
Pon méne des plans paralléles & une direction arbitraire qui rencontrent
une droite donnée A en Ay By, Cy, Dy, Tes droites AA;, BB,, CC,, DD,
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percent les plans BCD, CDA, DAB, ABC auxz points A,, B, C,, D,
et Uon a

AA, BB
5 _z 2 2
®) + B CC, + DD3
Sl Pon désigne par a,B,y,3et 2/, B, v/, 3’ les traces sur les plans
BCD, CDA, DAB, ABC des parallé]es 4 A menées par les sommets
opposés du tétraédre T et celles de la droite A sur les mémes plans,
les égalités
AA_ o AA_ Aw
AA, A Aa
et leurs analogues raménent la relation (5) a la suivante :

Az“ :ﬂ _Y_ aa '
Az+ﬂ+ +28 =

Supposons que les sommets B, C, D du tétraédre T restant fixes
ainsi que la droite A et la dlrectlon (z) des plans paralléles, le som-
met A se déplace sur I'aréte AB. Les deux derniers termes de S sont
inchangés et en écrivant . :
a
_AB, A AW

B, — 4+ — hodl 8
Ac ¥ <AQ+B3> * g’

Bzal_ 2 21
B3 va + 3+

on constate que les trois termes apparus sont constants.

? est invariant (réciproque du théoréme de

En éﬁet, le rapport

TuaLks) ainsi que le rapport —— dans le triangle de forme constante
x

ABzx et leur produit AXB’ ne change pas. D’autre part, les droites
{2

Bz et L%A se coupent sur I'aréte CD en'un point fixe a et
1,1 4B 1
K;+B_;s Az aB

est une quantité constante. Enfin les vecteurs paralléles «/f' et Bp
restent dans un rapport constant lorsque le'pla'n ACD pivote autour

de I'a réte CD. Dé¢s lors,
3

les sommets B et C.sur les arétes AB et AC de maniére & amener Je .
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plan BCD 4 &tre paralléle au plan (z). Alors B,, C;, D, sont confondus

en un point Q et iﬁ’

se réduit & 'expression connue
3

BQ, CQ, DQ_,

BB, ' CC, ' DD,
les points'B,, C,, D, étant sur les cotés du triangle BCD "-

DEMONSTRATION ANALYTIQUE. — En se rapportant & un systéme
de coordonnées cartésiennes avec axes obliques, nous pouvons poser
D (0,0,0), A(a0,0), B(0,50), C (0, 0, ¢). Soient la droite ’
donnée par

= x, + A, y =1y, + rm, z =2y + An,
et le plan r, d’équation,
uz + vy + wz =0,

passant par le sommet D du tétraédre T. Alors D, est le point de la
. droite L pour lequel le paramétre ) satisfait

uzy + vYo + Wz, + Mlu 4 me + nw) = 0.
Puisque le plan ABC a pour équation )

' _"i+_3!_+i_—_-1’
a b c

nous avons, en posant DD,: DD, = p,

.1{ﬂ+@+%_(5+%+ﬁ>gﬂiﬂdj§ﬂ=1

pla b c/\ lu+4 moy -+ nw
Ainsi .

DD, _ 2o %o 2o (L My BY(USF Yok #5),
(G)DD, a+b+c <a+b+c>( >

‘ lq + my 4+ nw
" Les équations des plans ©, et BCD étant :
u(a:——a)-{-lvy-l-wz-—‘-O et.","é:"=0,

on a pour le point A,, I

u(z, — a) + Yo + wzo + Al 4 me + nw)‘= 0,

--.-{1}. Démenstratien par M. R.-GuriroTir.
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> .. de sorte que, et par analogie,
' ). A_M=—(£gz+i. 2o —a) + vy + wz.
‘ AA, lu + my + ne
¥ : ) gyo——- bz + m  uz, + v(y,— b) + wzo
S - BB, b i lu 4+ my 4+ nw
.(9) - ,‘._ —CZ+ n uxo+vyo+w(zo—c)
S CC, , " e ¢ lu 4+ me.4 nw

En additipnnant les relations (6) & (9), on obtient I'égalité

AA, —3_— lu 4+ my 4 nw!
AA (lu +me + nw)

- qu’il"s’agissait d’établir. -
1 5. COROLLAIRES — 10 Par les sommets A, B, C, D d’un tétraédre T,

. en A,, B,, C,, Dy, les plans passant par A,, B,, C,, D, et respectivement
i+ paralléles auz plans BCD, CDA, DAB, ABC détermment un tétraedre
. T,= AB,C,D, inversement égal au tétraedre T.

A En eﬁ'et si les droites AA,, BB,, CC,, DD, rencontrent les plans

BCD CDA DAB, ABC en A,, B,, C,, D,, d’aprés la formule (4), le -

: rapport d’homothetle des tétraddres T, et T est egal a

T 4_AsAs BB, GG, _DD, _
W AA BB;, CC, DD,

=1—2=—1,

- car la relatlon (5) entraine la suivante :

B,B, s
BB,+CC,+DD,' -

o, v : 4

i’ '\A i' . ~ '

L 20 La sorime algebnque des volumes des tétraedres A BCD B,CDA,
. C .DAB, D,ABC équwaut a deux /ou le volume du tétraédre T. A

- Cela résulte .clairement de'la relation (10).

30 Par les sommets A, B, C, D d'un tétraédre T st lon méne quatre -

_ " paralléles qui rencontrent un plan arbitrdire en A,, B,, C,, Dy, les plans
., passant par A,, B,, C,, D, et respectivement paralleles auz plans BCD,
CDA, DAB, ABC, forment ‘un tétraédre T, inversement homothéuque

au premier, le rapport d’homothétie étant égal & — 2.
En effet, si les paralléles AA,, BB,, CC,, DD, rencantrent les plans

. el nd
s -:.mm
Tt et Y

-
s

o
Tre Trail b

" si Pon méne des plans paralléles qui rencontrent une droite arbitraire A

St fal

Mo L

A Lt e T e N

ER R

!

..y
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BCﬁ,‘ CDA, DAB, ABC en A,, B, Cy, Dy, le rapp.ort d’homothétie des .
tétraddres T, et T est égal &. :

—AA, BB, CC, DD,
car, en vertu de Ia relation classique

"AA, BB,  CC, DD,
AA,+BB3+CC,+DD:,

qui équivaut & la suivante,

R - ZAA,-—A,A,=1
' N ' ! N AA3 ?
. on a légalité ‘ .
AA B.B c,C,-, D,D :
1My - Ay ByDs 4 Lalsy e 3
( ) ! . AA; + BB, + CC; + DD3 i .

' 40 La somme algébrique des volumes des tétraédres.A,BCD, B,CDA,
C,DAB, D,ABC équivaut a trots fois le volume du tétraédre T.
Cette proposition résulte de P'égalité (11).

. 16.SUR LES POINTS QUI DIVISENT DANS UN MEME RAPPORT QUATRE
" 'SEGMENTS ARBITRAIRES DE L'ESPACE.
Soient, en axes rectangulaires, (@i Yir ), (2> Yis 22), i=123,4)
les coordonnées de deux quaternes quelconques de points A, A} de
_ Pespace; M, les points qui divisent les segments A,A] dans un méme
rapport k = — 1. Les coordonnées de M, étant dés lors .

W kel yobky at
- S PR T+k Atk

le sextuple de la valeur algébrique du volume du tétraédre M,M,M;M,
_est le déterminant du quatriéme ordre dont les &léments de chaque
", ligne sont les nombres (1) et Tunité. Par suite, = .~ - :
@) B R MMMM, = o+ kel Lyt kyl - m kel AR
' Parléchange de toute ligne avec la colonne de méme rang, ce déter-
.~ “minant s'écrit. . 7 Coe 2
- z, + kay m+ kz, =, + kzy +k3‘: .

(3) . A;=y1+ky: y:-l-k;/;' Ys + kys i+ Ryl P
, z,+ kz, 7+ k3 z, + k2. i sk e
SRR B S5 SEEE B o SRS NN N . B

o
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et si Ton pose

T T, T oz,
. T -
= 1 1 1 1
c on a o
2 . (4) A= lzlxﬂaxd -+ ka‘:’z:xg-’l?;x‘,.—l- k’zlw:x',x,xd .
y . + Rl + Mg,
. Dés lors, (2) s’écrit ,
(8) (1+K) MMMM, = AAAA, + kSAIAAA,

' o FEZANAAH PEAIAAA 4 KL AJALAAL . :
= Sik = —1, (3) prouve que A = 0, et (4) devient la relation de Nru-
E“~ - - .BERG (M, 1922-288)
T 6 AAAA—SAAAA A+ SAAAA, !
. —IAAAA + AJAJAIAL=0. '
- - | Le second membre de (5) est divisible par 1 + k. L’élimination de s
- TAJAJAJA{ entre (5) et (6) donne, aprés suppression du factéur 1 + k, .
(7) 1+k . MMMM, = (1—Fk).AAAA— (1 — Rk AJALALA!

N . . . + kZA[AAA, + FPSAALALAL
) 17. Les valeursde k p.our lesquelles les quatre points M, sont copla-’
naires sont les racines de I'équation obtenue en égalant  zéro le
second membre de I'égalité. (7), car alors le volume M,M,M;M, est
nul (*). Cette équation est , . . . :
(8) K. AJAIAJAL+ K(SAAAA,— AJAIALA)) , ;
' + k(2 A(A,A,A"—— AAAA) 4+ AJAAA, =0 ;
1l existe, en général, trois plans propres partageant dans le méme
rapport quatre segments arbitraires de U'espace (R. DEaux).
Note. Il y en a deuz au plus si — 1 est racine de (8), donc ’s'i o
9) 2(A A A A, — AJAJASAY) = S AJAAA — TAAAN L ’ :
. ‘ou, sous une aui:re‘forme; si le déterminant-(3) est divisible par (1 4+ k)3, -
’ c’est-a-dire si "~ : o o /4
»;4. .’ . t z,-—zi Zg—xi 3:—-1’;; z‘_d . o v
S0y DY B—¥ B—Y h—ul_, . .
e , B —H m—zn n—z z—azl| ! ;

1 4 1 i

(') Pour k = '—-—,’,1, les quatre points M; sont dans le plan impropre. ’ i



PLANS ASSOCIES A UN TETRAEDRE 29

relation qui exprime que les extrémités B; des quatre vecteurs OB; issus
d’un méme point O et équipollents aux vecteurs A;A’ sont coplanaires.
Les deux autres valeurs de k sont racines de I'équation

(11)' k2 AJAJALAL + K(Z A A A AL — 2AJAJAAY) + AJAAA =0

obtenue en divisant'le premier membre de (8) par 1 + k, compte tenu
de (9).
Un plan au plus répond d la question si, ayant (9), équation (11) admet
la racine — 1, c’est-a-dire si »
(12) A1A3A3A5 + AJAJALAL = —2A1AJAGAL 4 ZA, SAJAL
= 2A1A2A3A5 + EA(AgAzA‘,

et le- k correspondant est donné par
"(13) k. AJALAGAL + AJALAA =0,

Il en est ainsi lorsque, (10) ayant lieu, le determmant (3) est divisible par

1 + k)*, donc sila dérivée par rapport & k de s’annule pour k = —1.
1 + k P
ou .
' z, T,—T) TZ—x T —.1:,,
(14) [ BT B B—%|_o
 z—zy zZm—z Z—3 *

0 1 1 1
Si & (14) on additionne quatre fois (10), il vient

Zy xz—-"?f ] T —
g [ 3/: B—Y B _ o
Zy zz—'zz B—32 H— 3% ?
1 A 1 1
‘et Pon a donc la relation entre volumes
AlBgB‘B‘ + B‘A2B1B5 + B‘BgAzB‘ —l"‘ B;BQBQA‘ == 0. ‘
Enfin, aucun plan propre ne répond d la question si I'on a (12) et, par (13)
(15) AJAIAGAL = AJAAA,, - o
¢’est-a-dire (15) et ’
‘ EA. AQA‘ {= EA;AQA'A‘ = 4A‘A,A’A‘

Les ralsonnements precedents supposent que (8) n’est pas une ldentlte

18; Cas PARTICULIERS. — a) Lorsque Jes segments A;Alsont parai-
" I¢les, ce qui donne, en prenant 'axe des z paralléle a.la direction de
ces segments, Y=Y %= z;, on retrouve la formule

A+ MMM,,ML ADA A+ k. AAMAL



(1 + k) M M Ma = (1 b 3k) . AiAzAaA‘

] *lorsque le tétrasdre T/ = A!AJAA] est, en outre, inscrit au tétraddre
+ _T A,A,A A‘, car, dans ce cas, . )

AAAN = —3AAAA,
T b Sik=1,1a formu]e (7) se réduit a
(16) . SM\M,M,M, = ZA,A;AJA; 4 ZAJAA A‘.

0 _ Les volumes des tétraddres transformés du tétraddre M M,M,M; par

i v - les homothéties (P, 2= 2), P étant un pomt arbitraire situé a distance

finie, sont équivalents, au signe prés, 4 la somme des volumes du second

" membre de I’égalité (16). Cette remarque génerahse une propriété
% relative 4 deux triangles coplanaires.

s :¢) Dans le cas ot le tétraédre T’, effectif, ou dégénéré en un qua-
‘ drangle plan A{AJAJA{ ou en une division rectiligne A = (A{, Aj,
A}, Al), estinscrit au tétraédre T, on obtient, suivant le cas, les relations
K (1+k)’.M,M,M,M =(1—k.AAAA,
C—(1—k) . AAAA K ZA A'A'A{,
(1+k)' M, M Ma = (1—k) . AAAA 4 F.SAAAA]

- “Lorbque k =1, les deux premiéres se réduisent &

O

. 8MMMM‘—2AA’

‘, andxs que, d’aprés la dermere, les pomts M, sont coplanaz.res ().

19, Si quatre parallélepzpedes AiBCDA’B CD) (i=1, 2, 3, 4),
constrults sur les segments A,C, comme diagonalés ont leurs arétes cor-
respondantes paralléles et si les. points M, divisent les diagonales A Ci
' dans lé-méme rapport k, entre les- valeurs algébriques V,, V,, V,, Vo
,,,V‘, \F ’V,,. Ve, Vo des volumes des tétraddres que déterminent les

‘points M; et quatre sommets correspondants des- parallélépt.pedes, on a

‘ N la relatwn oy
(1) A+ K Vo= =v. +k(V + Vot Vo) + 1V, +v., +v.,) + K,

.On rapporte la figure & des axes Oz, Oy, 0z paralléles aAB, A,D,,
AA’ Si (z,, y,, z,), (.t{, Yo z}) sont les coordonnées de A,, C, celles

() P Sx-:nnx_r,',Géo'mélne dé Direction, p. 2_66. T

S P

(A4 kP MMMM, = (1—k). AAAA‘. :

S S
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de M, sont , )
: : z+ kx’i, yi + kyi , itk -
14+ k 14k 1+
et 'on a ) ,
@) 6V,,,=—s(lr%cz)—)’a:,+km§ gt i m ke )

ou, en décomposant le déterminant sous la forme d’une somme, la
relation (1). :

COROLLAIREQ. — 10 Si les diagonales A,C} sont paralléles, on a
(3) Lo+ k)V, =V, 4+ kV,, '
et si, en outre, les points A, sont coplanaires, '
Vp,=-—V..
m ~1 + k <

Car si 'on prend Oz paralléle & AC,onay, =y,z==2e¢t légalité
(2) donne (3), avec k=+—1. - -
920 Il existe en général trois plans divisant quatre segments arbitraires
AC, de Pespace, dans un méme rapport k. ' )
En effet, les valeurs de k correspondant au cas o les points M; sont
coplanaires sont racines de I’équation cubique L :

(&) Vo B(Vo+ Vo Vo) + KVt Vak Vo) £+ Vo= 0.

N. B. — Si 'on compare la relation (1) & la formule

(5) (1+k)’Va ' '
' =(1—k)V.— (1 — k)Y, 4+ kZCIAAA + KA C,CCL
on obtient les égalités , ‘ ‘

6 V,4+ Vo + V,+ V.= ZCAAA,,

O V.4 Vo + Vo + Vo= ZAGCC, .
car les seconds meémbres de. (1) et.(D). doivent étre égaux quel que

"soit k. Les égalités (6), (7) expriment d’ailleurs une seule et méme

propriété puisque les points qui interviennent dans la seconde sont.

. dans chaque parallélépip¢de, les sommets opposés & ceux qui figurent
dans la premiére. -

Note. — Si ky, ic,, ks, sont les racines de T’équation (4), on a

’ (8) Teikoks = —%, Jegkes -+ Feshes + kealey = "‘,1— (Vo 4+ Va + Va),

_1_ _1_~_ _1___vb+vd+va'
CEwtEtET v,

’
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Dés lors, 19 le produit des rapports en lesquels les trois plans divisent les
segments AC] est égal au rapport, changé de signe, des volumes des tétraédres
A,AA5A,, CiCiCiCE;

20 Si les directions des arétes des parallélipipédes de (diagonales AC;

. varient, Uexpression V, + V4 + Vi, a une valeur constante qui, en vertu
N de (6), est ZCjA,A3A, — V,, et l'on a, par (8),

‘ ) s : Sé{AZAJAl =V, (1 —"1"" 1_ i)

SPHERE DES DOUZE POINTS

'20. DEériniTioN. — La sphére des douze points (0’) d’un tétraédre
- queleconque T =ABCD se. confond avec la sphére circonscrite au
‘ iétraédrp complémentaire t = G,G,G.G, et, par suite, avec les trans-
- formées de la sphére circonscrite (O, R) au tétraédre T par les homo-
théties' <G, —%); (Q %) Cette sphére (O’) passe donc par les
_ centres de gravxté G; des faces du tétraédre T, par les points z, 8, v, 2
_situés aux tiers des distances QA, QB, QC, QD a partir du point de
" Monce Q et les points situés sur les prolongements des droites QA,
OB, QC, QD aux tiers des distances du point Q & la sphere (O, R). Ces
%) douze points sont sur une méme sphére (0’), centrée au point O’ situé
au tiers du segment QO, dont le rayon a pour mesure le tiers de celle
du rayon R de la sphére circonscrite au tétraédre.

> La sphére (0 —3-> passe, en outre, par les projections orthogo-

nales des points a, f, 1, & sur les plans BCD, CDA, DAB, ABC, car
.* si 'on applique le théoréme de MEnELAUs au tnangle AQG coupé
" ‘par la transversale aG,, par exemple, on constate que cette droite
- passe par le point O’ et que les points « et G, sont dxamétralement

'opposes sur la sphere <O’ 2)

/
I

doﬁze pomts (0 s g auz plans des faces du tétraddre T sont égales,

“ interceptés sur les hauteurs correspondantes par la sphére circons-
2. crite (0, R)..
g En effet, puisque le pomt G divise les segments 00’ et DG, dans le

24, "i'ﬁéém‘ztun —— Les distances 0’0} du centre de la sphére des .

en grandeur et en signe, au siziéme des segments AA,, BB,, CC,, , DD,, '

’
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rapport — 3, on a
30'0, 4+ 00, = 4GG} = DH,,

G/ étant la projection du point G sur le plan ABC.
Or

DH, — L+ DD, + 00, ;

|3

par suite, et par analogie,

) 6’6—.',=%K7(., WF%@—“

(76:=%é‘07, mﬁ%ﬁn‘..

CoroLLAIRES. — 10 Pour qu’une hauteur du tétraédre T, par exemple
celle issue du sommet D, soit tangente d la sphére circonscrite (O, R), il
faut et il suffit que le centre O’ de la sphére des douze points soit situé
dans le plan de la face ABC.

20 Pour que deux hauteurs du tétraédre, par exemple celles issues des
sommets D et C, soient tangentes & la sphére (0, R), il faut et il suffit
que le centre O’ dé la sphére des douze points soit sur Paréte AB.

30 Pour que trois hauteurs du tétraédre, par exemple celles issues des
sommets D, C et B soient tangentes d la sphére (0, R), il faut et il suffit
que le centre O’ de la sphére des douze points coincide avec le sommet A.

Ces tétraddres particuliers sont faciles a construire en se donnant
la sphere (0, R), le point D, un point sur une tangente en Dala
sphere (0, R). Ils possédent des propriétés intéressantes dont la
recherche constitue de bons exercices auxquels nous convions le
lecteur. ‘ . :

40 Si une face du tétraédre est tangente & la sphére des douze points,
les arétes aboutissant au sommet opposé sont égales entre elles et réct-
proquement.

Car, si la sphére | O/, R st tangente 2 la face ABC en un oint
P 3 g P

qui coincide nécessairement avec Gy, on a, en vertu des relations (1),
%DD, —00,=0G,= %, et DD,=2R.

“La droite DD, = DH, se confond avec Taze 00,.du cercle ABC et
I’on obtient

DA = DB = DC,

et réciproquement.
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. 50 Si deux faces, sont tangentes & la sphéré des douze points, cmq
arétes du tétraédre sont égales entre elles et réciproquement.

En effet, d’ aprés le corollalre precedent si la sphere ( 0/, l; est

tangente aux faces CDA et DAB, nécessairement en leurs centres de
grawté G, et G,, on obtient

DB = DC = DA = AD = AB = A(,

et réciproquement.

N. B. — Ce tétraédre dans lequel les arétes AB, BD, DC, CA et les
arétes BC, DA sont les cOtés et les diagonales d’un losange gauche
ABDC est-un tétraédre bisymétrique particulier dont les plans de

. symétrie coincident avec les bissecteurs des diédres intérieurs suivant

- les arétes BC, DA. : .
60 Sila sphere des' douze pomts d’un tétraédre est tangente a trois
faces, elle touche aussi la quatriéme /ace et le tétraddre est régulier et

récr,proquement. )
" Car, d’aprés ce qui precéde, les six arétes du tétraddre sont égales’

_ et la sphére des douze points coincide avec la sphere inscrite au
tétraddre.

" AppLicATION. — Les seules hypothéses que 'on puisse faire sur
les posxtxons relatives des faces d’un tétraédre T et de sa sphére des

douze pomts (O , —l;—) sont les suxvantes

\ -

la sphére 0', n est tangente 4 aucune face ;

o:|',:Uo:

) est tangente a une face;

I:u

ia sphére o,

" Ja sphére <0’,
( ) est tangente & deux faces;
!a sphére (0 I;) est tangente aux quatre faces.

‘Dans les trlois‘premiéres hypothéses, les plans des faces interceptent

sﬁr la sphére | O/, R quatre, trois ou deux segments sphériques
Pt 3 pheriq

extérieurs au tétraddre, puisque quatre, trois ou deux des rayons.
; 0'G,, 0'G,, O'G,, 0’'G, de la sphére (O’,, 1;) sont obliques par,

rapport aux plans des faces correspondantes du tétraddre T. Per
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suite, il est clair qu’il existe toujours un tétraédre T, circonscrit 4 la

sphere ( O, %— et qui correspond au tétraédre T dans une homothétie

de rapport k> 1. La sphére inscrite au tétraédre T,, de centre O,
est transformée par cette homothétie de la sphére (I, r) inscrite au
tétraddre T, ce qui donne

R_1r  soit T=3k>3
3 r

Dans le dernier cas, les sphéres ( O, —1:3—{) et (1, r) coincident, ainsi

que les tétraddres T, et T, et I'on a
k=1 e B=3
r

Ainsi on a toujours R>3r et le rapport —fri des rayons des sphéres

circonscrite et inscrite & un tétraédre est minimum quand le tétraédre est
régulier. .

_ 70 Si la sphére circonscrite intercepte sur les hauteurs du tétraédre T
des cordes égales o " :
4+ AA, = *=BB,==*=CC,==*=DD,

le centre de la sphére des douze points se confond avec celui d’une des,
sphéres quadritangentes. :

Si ce centre est celui de la sphére inscrite, les points O, G, I sont
alignés et '
. 0G=3GI IG,= %.

Ces propriétés ont lieu, en particulier, lorsque le tétraédre T est
équifacial.” : SR

22. TrtorimME. — Les tétraédres A,BCD, B,CDA, C,DAB, D,ABC
ayant pour un de leurs sommets les symétriques-A,, By, Cy, D, des
points Aj, By, Gy, D, oit les hauteurs AA,, BB,, CC,, DD, du tétraédre T
recoupent la sphére circonscrite, par rapport auz plans des faces opposées, .

ot le tétraédre ABCD ont la méme sphére des douze points.~ - .
" Soient G, le centre de gravité du tétraddre A, BCD, (w,) et (w,) les
_spheres des douze points des tétraédres A;BCD-et ‘A;BCD.

-~ Les points G et G, partageant les segments AG, et A,G, dans les

rapports
PP AG _'AG,_3

- GG, GG,
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CONFIGURATIONS FONDAMENTALES
la droite GG, est péralléle a la droite AA, et est donc perpendiculaire
au plan BCD. D’autre part, les spheres (w,) et (w,) sont les trans-
formées de la, sphére (O, R) dans les homothéties (G, —5 et

. - %_), elles sont donc égales et la droite w,w, est paralléle a la

droite GG, et, par suite, perpendiculaire au plan BCD. Enfin, d’aprés
les relations'(1), les distances des points O’ et v, au plan BCD sont

, —2—) et (w,) sont donc

' symétriques par rapport au plan BCD et la sphére (w,), qui est symé- \

trique de la:sphére (wy) par rapport & ce plan; se confond avec la

sphere des douze points <O' s %—) du tétraédre T.

" CoroLLAIRE. — La droite ’EuLEr OG du tétraédre T et celles des
tétraédres T, = A,BCD, T,=B,CDA, T.=C,DAB, T;= D,ABC
concourent au centre O' des sphéres des douze points de ces cing
tétraédres. ' .

Car la droite qui joint le point de MonGe d’un tétraédre T’ au
centre O" des sphéres des douze points des tétraédres en question
passe par le symétrique du centre O de la sphére (O, R) par rapport
au plan de la face correspondante du tétraédre T et se confond avec
la droite d’EuLER du tétraédre Ti.

A

28. TarorikME. — Les puissances des sommets d’un tétraédre T par
rapport & la sphére des douze points (0', —?—) sont proportionnelles

auz coordonnées: barycentriques de Uanticomplémentaire du bary-
centre F des carrés des arétes opposées (').

.

~

{t) Silomn applique aux: so‘x'nmets A, B, ‘C,‘ D du tétraédre T des x'nasses pro-

* portionnelles aux sommes . - -

e, @ att b e by @3, a4 b 4o

".- des carrés des arétes aboutissant a ces sommets, leur bar‘ycentre E coincide avee

St e symétrique,

"0 des ;:arrés"des ardtes des faces opposées aux sommets considérés et appliquées .
. en ces sommets. . . :

par rapport au centre de gravité G du tétraddre, du barycentre -

F des masses proportionnelles aux sommes . )’

@bt B tdtta’ dte?+ b @Bt

Nous nommerons les points E et F, bt‘zryce'ntrc des carrés des arétes correspon-

. dantes et barycentre des carrés des aréles opposées.

e AN et T2
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En effet, si I'on applique le théoréme de STEWART au triangle AOG
et a la cévienne AQ’, on obtient

A0" = %_ [Ri4 200+ ¢+ @) — (@ + 87+ )],
ce.qui donne, d’une part, la puissance

@ P=R0 R Lt b+ )]

du sommet A du tétratdre T pour la sphére (O’, —I—;—) et, par permu-
tations circulaires sur les lettres a, a, b b, cc,les expressions ana-
logues des- puissances P,, P, P, des autres sommets par rapport a
la sphére (O’ ,-f—;—); d’autre part, la proportionnalité de ces puis-
sances avec les coordonnées barycentriqlies a, B, ¥, 5 de I’anticomplé-
mentaire du point F de coordonnées (a* + b’ + ), (b*+ * +a"), .
(cz + a4+ b'?), (a’ + B+ c’). ‘ ;
THEOREME. — Le péle du plan radical des sphéres (O, R) et (0’ ) %),
par rapport au tétraddre T, se confond-avec le réciproque ‘de Uanti-

complémentaire du barycenire F des carrés des arétes opposées.
Les puissances des sommets A,B,C,Ddu tétraédre T par rapport

a la sphére o, —g— étant i)roportionnelles aux quantités «, By s 3,

le plan radical des sphéres (O, R) et (O’, %-) a pour coordonnées

barycentriques a, £, ¥ 3 et son pdle par rapport au tétraedre T
coincide donc avec le réciproque (i , % , -1—, -%—) de I'anticomplé-
2 . Yy ¢/ :
_ mentaire du barycentre F des carrés des ardtes opposées du
tétraddre T. ' ’

. TakoRrEME. — Le plan radical des sphéres (O, R) et (O', %) se

confond avec le plan transformé de la sphére décrite sur le segment OG
comme diamétre par Uinversion (G, —q}), o, désignant le rayon de la
sphére orthoptique (G, o,).de Pellipsoide de STEINER inscrit au tétra-
édre T (')- S :

Si I’on désigne, par A, B!, C;, D}, et G| les projections orthogonales

(1) Au sujet de cette quadrique, voir le second paragraphe suivant.



A‘ B C, D et du centre de gravité du tétraédre T sur le
1, des’ sphéres (O, R)et (O —R—) on obtient, dfabord, en

3
4 0G. AA,_-g—OG AA!

"3
EOG.BB;, P _..g_oc ¢, P =

) M

8
G.DD;,
30

3 +P,+P,+P,)

(P,
~ 80G rn
(a® —I— a”) _ '
Z 120G 4GG.

re part, en vertu de la formule connue (')
a,—-——-Z(a +a"), . ‘

GG’.GO‘_—GG' 0(:._—_18 (a —I—a ——

nﬁmn. — Le centre radzcal des spheres ' ' .
CDAo, (B,) = CDAB,, (C.)=DABC,,, (D,)=ABCD,,

par: un sommet du tétraédre anucomplémentar.re A,B,C,D,,
nd avec le péle P, par rapport au tétraédre T, diu plan’
des . spheres ctrconscnte et des douze _points du  tétraédre

ntal !

.'_R _A__.(a +b’+c’)—- G.D,.G,D, —GD .2M,,
. DD, = DG, DG,_M,, + 1 (@ ‘*2:;'“
d

'

DD..DD - DD, 3M,._ 3M*—; (a+ B+ c‘)
o + [2(a"+ By oy — (a’+ B o]

'

g‘y'ér_.szs,-p. 47, !
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o dela puissancé du point D pour la sphére (D,) et, par analogie, celles

des puissances des sommets A, B, C du tétraddre T par rapport aux
spheres (A,), (Ba), (C,). Ces puissances étant proportionnelles & celles

des mémes sommets pour la sphére o, -,l} ,le centre radical des
- sphéres (A,), (Ba)s (Cs), (D,) coincide avec le pdle du plan radical des
. spheres (O, R) et <O’, —5_) par rapport au tétraddre T.

Cororraires. — 10 Si le téirasdre T est orthocentrique, le pole du

plan radical des sphéres (O, R) et (0', —11), par rapport au tétraédre T,
coincide avec Uorthocentre. . 3

. 20 Si le tétraédre T est orthocentrique, les azes orthiques des triangles
BCD, CDA, DAB, ABC sont situés dans le plan radical = des sphéres

(O, R) et (0’ ) _l?;_l_) qui coincide avec le plan &’ homologie des tétraédres T

" ot A,B,C,D, normal & la droite &'Evrzr OG.
Car la premiére sphére des douze points du tétraddre T appartient

au faisceau déterminé par les sphéres (O,R) et (0’ ,—%—), de sorte que

E:' . les traces du plan = sur les plans BCD, CDA, DAB, ABC se confondent
2. avec les axes radicaux des cercles circonserits et des cercles des neuf
points de chacun des triangles des faces du tétraddre T. * ,

30 Les sphéres (A,), (Bs), (C,), (Ds) concourent en Porthocentre H st
le tétraédre T est orthocentrique et le tétraédre A,B;C,D, se confond avec

le transformé du tétraédre T par I’ homothétie ‘Q, — —32—) dont le centre Q

divise le segment OH dans le rapport Q0:QH =——-'3:2.. ‘
Pour constater que les sphéres (Ay), (Ba), (Cs), (D,) passent par
’orthocentre H du tétraédre T, il suffit d’observer, par exemple; que
les ‘droites AD,, BD,, CD,, situées dans les plans BoCoDo, CoDoAy,
D,A.B,, sont perpendiculaires aux hauteurs AA,, BB,, CC, qui
concourent au point H. D’autre part, on a
. HO'—R'__. 3
OA, =— 22— =2 =—HA
? 2HA, 2
24. Tutorikme. — Le tétraédr:é t, = Q.Q,Q.Q dont les sommets
coincident avec les points de MoNGE des tétraédres

T,=ABCD, T,= B,CDA, T,=C,DAB, T, ="D;ABC
est le transformé du tétraédre podaire t' = 0/0.0.0,, par rapport au
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tétraédre T, du centre O’ de la sphére des douze points de ce tétraédre T

par Uhomothétie (G, 3).

Les points de Monge Q, Q,, Q,, Q,, Q. et les centres de gravité
G, G, Gi, G/, G| des tétraédres T et T, se correspondent dans des
homothéties (O, 2) et les droites QQ,, QQ,, QQ,, QQ, sont perpendi-
culaires aux plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T.
De plus, d’aprés le paragraphe 4, les distances des points Q, & ces
plans sont égales & %A,,A,, —;—B,.B,, % G.Cor % D,D,. Or les dis-
tances du poiny O’ aux mémes plans sont égales & im, %B_B,,

— . ) 6
% CC,, % DD,: et le théoréme est démontré. -

TutorkMe. — Le conjugué isogonal 0" du centre O de la sphére des

douze points du tétraédre T est aligné sur les centres des sphéres (0, R)
et (o) circonscrites aux tétraédres T et t, et il divise le segment Oo dans
le rapport de —2 a 1.

En effet, le point.O’ divise le segment OG dahs le rapport de 3 a 1
et le centre w de la sphére 00,00, partage la distance GO dans le
rapport de 1 & 2; les points O, 0" sont symétriques par rapport au
point w. Si I'on apphque la réciproque du théoréme de MENELATS,
d’une part, au triangle GwO’ coupé par la transversale 00’, d’autre
part, au triangle GOo et a la transversale O'w, on constate que la
droite 00’ passe par le point O et que

0"0:0%=—2:1.
Il en résulte, en outre, que les droites 082 et O"0’ sont paralléles et
que 0Q = 20"0. ‘
25. Lemme. — Les points O, 0., 0,, O;, O; sont les transformés des
" points G, G/, GJ, G, G} par Phomothétie (9, l) ! '
Car on a, d’une part, 3
| GG, _ GG _ GG _ GG, _ 1.
Q0. 0o, 0Q, Qo, 2’
et, d’autre part, d’aprés les mesures des distances du point de Moxce
et du centre de la sphére des douze points d’un tétraddre aux plans
desfaces, 9o, _00;_00 _00;,_ 1
' 00, QQ, QQ, Qq, 3’
00, 00,_00;,_00,_2_ Q0

GG, GG, GG, GG, 3 QG

ce qui donne

PRI P RN
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1l faudra distinguer deux cas dans I’application de ce Lemme selon
que le point O’ ne sera pas ou sera sur la surface (S) lieu des points
dont les projections orthogonales sur les plans des faces de T sont
coplanaires (Surface de SARrTIAUX), ou suivant que les points O; ne
seront pas ou seront coplanaires.

PremiER cas. — Le point O' nest pas sur (S). THEOREME. — St les

points A;, By, C;, Dy, P des droites 0Q,, 0Q,, 0Q,, 0%, 0Q sont tels

que

0A,_ OB,_ OC,_ 0D, OF_

_ 0G, O0G, OG: 0G, 0G

le tétraédre Ty = A,B,C;D; est le transformé du tétraédre t' = 0,0,0.0;
par Uhomothétie h= <Q, %E) dont le centre Q partage le segment oo’

dans le rapport
0Q _ 3k _,
Q0' 3k—4

En effet, il résulte des relations

00, = %GG{,, PA, = k.GG/,

que

3 3k
PA,=k.-200,=%- 00,
3 2 a 2 a

Le tétraddre T, est donc le transformé du tétraddre ¢’ par I’homo-
thétie & dont le centre Q est le point de la droite OG pour lequel

P _ 3k 3k
2 QP _ ok pP=2".Q0.
Mais on a, en grandeur et en signe,
QP=op—0Q=k.0G_0Q=§4’.‘,oo"_-0Q ;
=% (0q+q0)—0Q
d’odt '
3k—4 3k
P=("——1- - /
®=(=7 )-0Q+7- 00,
et, en vertu de la relation (2), -
(3k— 4).0Q = 3k. QO'.

Tatonime. — Le conjugué tsogenal O"-du centre 0 de.la sphére des
douze points d’un tétraédre. T coincide avec le symétrique du point o’

_ par rapport au centre de la sphére () circonscrite au tétraddre t/ et il
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t sdue sur la droite 00, des centres des sphéres circonscrites aux
raedres T et T;; il partage le segment 00, dans le rapport

oo _ 4 |
00, 3k——- 4
3 La symétrie des pomts 0’ et 0’, par rapport au point w, provient

ce que ces deux points sont les foyers de la quadrique de révolu-
non mscnte au tetraédre T dont la sphere (w) est la sphére princi-

0 IATA A

AR

-

< D’autre: part le pomt o, étant le transforme du point w par I’ho-
thétie k, les points 0,, 0’, O sont sur les cbtés Qu, w0’, 0'Q du
ngle QmO et, en vertu de la réciproque du théoréme de MENELAUS
2 Hour le point O" situé sur la droite 0O, il suffit de démontrer que

Q0, w0' 00 _
i 0O, 000 0Q
“il résulte des relations déja connues
- o_ o, 0Q 3k
(3 Q' _3k  or=_—go, 2Q_ 3k
). 2’ “o Q0T 3k—3

qu’'on a aussi ;

Qo, _ 3k WO _ 1 00_2(3k—2)

Ow 2—3k 00 2°' 0Q .3k

ce qui démontre la seconde partie du théoréme.

"+ Enfin, la derniére propriété se déduit également des formules (3)
par application du théoréme de MENELAUS au triangle QO00, coupé
* par la transversale 0'wQ". On a, en effet,

00 wQ 00,_

0Q .0, 00

00 _ 2(3k—2) '_o_Q_=- 2
0Q 3%k—4 w0, 2—3k ‘
: 00 4 |
s 00, 3k— 4’ o
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sommets les images du point O’, par rapport aux plans des faces du
tétraddre T. '

CoroLLAIrEs. — 10 Le point 0" est aligné sur les centres des sphéres
(0, R) et (o) circonscrites aux tétraédres T et b, et il divise le segment
Oo dans le rapport de —2 a 1.

Car, dans ce cas,

J— OP:0G=00:0G=2,

et, d’aprés la relation (4),
0'0:0%=—2:1.

20 Le point 0" coincide avec le centre de la sphére circonscrite au
tétraddre ' ayant pour sommets les centres des sphéres des douze points

des tétraédres T, _ .
Car le centre de la sphére circonscrite au tétraddre t' se confond

avec le point O, puisque, dans cette hypothése, k= —g—

SeconD cas. — Lorsque le centre O’ de la sphére des douze points
est situé sur la surface de Sartiavux du tétraddre T, les points de
Monce Q, des tétratdres T, sont dans le plan transformé du plan =
de Simson, par rapport au tétraddre T, du point O’ par ’homothétie
(G, 3) et le point 0" est a I'infini dans la direction perpendiculaire
au plan =. Le point O’ coincide avec le foyer d’un paraboloide de
révolution inserit au tétraédre T.

SPHERE ORTHOCENTROIDALE

26. Démnnition. — Par analogie avec le cercle orthocentroidal
d’un triangle (TUCxER), nous appelone sphére orthocentroidale d’un’
tétraddre T la sphére (1) décrite sur la distance GQ du centre de gra--
vité au point de MoNGE comme diamétre. '

THEOREME. — Si les médianes AG,, BG,, CG,, DG, d'un tétraédre
. T = ABCD recoupent la sphére circonscrite (0, R) en A’, B, C,D et
que Uon porte sur les méd_ianes E:K, G,B, G.C, G,D les segments )

GA = %KT}‘ GB = %—'E,,, GO = -;—6_6 G.D = %D'G'd

les points A", B', C", D" sont situés sur la sphére (') décrite sur le ség-
ment GQ comme diamétre.
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En effet, si le point M est le milieu de la corde DD, par exemple,  ,

on obtient, de proche en proche, en grandeur et en signe,

1

MG = ;(DG GD)—i(D’G,,+G,,G GD)——(DG—ZG,,G)'W

DG__GG

0= ——

puis, d’aprés les hypothéses,
GD'=D'D'—DG= _23_D'GJ— D'G,—G,G = D'zGd— G,G = MG,

‘ce qui prouve que le point D’, et par analogie, les points A’, B", C’
sont situés sur la sphére (') décrite sur GQ = OG comme dlamétre

TrtorimE. — Les puissances respectives des sommets du tétraédre T,
par rapport d la sphére orthocentroidale (T'), sont égales auz huitiémes
du double de la somme des carrés des arétes aboutissant a ces sommets
diminué de la somme des carrés des arétes des faces opposées.

Par application du théoréme relatlf au carré de la médiane DI‘ du
trlangle DGQ ce qui donne

2D + ._2_' — DG* + D,
on obtient ’expression

(DG + DQ'—GQY)

P —Dr— GQ
4

de la puissanct\a du sommet D du tetraédre T pour la sphere (I'), dans
laquelle il 'sufﬁt d’introduire les valeurs connues

9 3 1 2 3 N B p?
16M\ 1(:,'[_(a + b4 ) —a— b —¢Y,

DQ'=R*+ (a”+ b*+ *—a’ ——b’—c)

DG'=

a—i:: = R*— — /2
Q'=0G'=R 162(a‘+a),

= ilﬁ(a” + b4 ) —a— b —¢,

pour avoir
P,
7

_et des valeurs analogues pour les puissances des autres sommets du
tétraddre T, par rapport & la sphére (I‘) aprés des permutations cir-
culaires convenables sur les lettres a, a’, b, ¥/, ¢, ¢'.

. 0

- -
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~ CoroLLAIRE. — La somme des puissances des sommets du tétraédre T,
par rapport d la sphére orthocentroidale (1), est égale au quart de la
somme des carrés des’arétes.

TutorimMe. — La sphére circonscrite, la sphére des douze points
et la sphére orthocentroidale du tétraédre T appartiennent & un méme
faisceau. ~

Car le rapport des puissances d’un sommet quelconque du
_tétraédre T pour la sphére des giouze points (O’ , —g— ‘et pour la

sphere orthocentroidale (T) est égal au rapport 00': 0I'=8:9 des
"distances du centre O de la sphére circonserite aux centres O’ et I’
de ces sphéres. '
N. B. — Nous rencontrerons plus loin d’autres propriétés de cette
sphére (I') en I’associant a divers éléments du tétraédre fondamental
et nous la retrouverons, en particulier, comme un cas spécial d’une
autre sphére plus générale. ' ' ‘

ELLIPSOiDES DE STEINER
' Sphéres Orthoptiques.

27. A. ELLIPSOIDE CIRCONSCRIT. — 1. Cest Uellipsoide (E;) pas-

sant par les sommets du téirasdre de référence T = ABCD et tangent

en chacun d’euz au plan paralléle d la face opposée.

La quadrique (E,) passant par les sommets, son équation bary-

centrique s'6cnit

' B(ay By Y» t)= 0
o ® est un polyndme homogéne du second degré sans termes carrés
© clest-a-dire de la forme &=2SAa8 ou

AsB + Bay + Cad -+ Dgy + EB2 +Fy3.

Au point M(zxo, Bos Yos 3,)-de (E,) le plan tangent admet pour équa-
tion i

(1) Ao+ Aao+ By 4 Byo -+ Cagd + a3 + Daoy + Dbro
| Eap+ Eg + Fyod + Fy3y=0.

Pour M confondu avec A, Bo = Yo = 3, =0, ap==0et (1) devient
AB+By+C=0,
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,: plan paralléle 3 BCD si A B = C. 1l en résulte que I’équation de
- (E,) s’écrit

(2) (a) AR 5)Ea3+“7+a3+‘5¥+.35 +‘76=O
- ' 2. Centre. — Les équations du centre sont

~ ' P = )= b, = b}
Lo qui donnent

o= 5 =y= 3.
Le centre de (E,) est donc le centre de gravité G de T.

, 3. Sphére orthoptique. — Elle est centrée en G; elle sera donc
- complétement déterminée par son rayon ¢ dont le carré s* est la
somme des carrés de trois diamétres con]ugues deux & deux de (E,).
Soit GA I'un d’eux; les deux autres seront conjugués dans I’ elhpse (),
section de (E,) par le plan central paralléle a BCD.
Commiengons par calculer le carré r* du rayon du cercle orthoptique
de la section BCD, [elhpse (3)]; circonscrite au tmangle BCD et d’équa-
tion :

@ =0

g-—:l C,, étant la trace de AG sur le plan BCD, soit gE un demi-dia-
métre conjugué de gB dans (y). L’équation de gE paralléle & CD s’écrit

4 . 23—y—3=0.

i prendre pour ces coordonnées
1 ‘ 2( V3—2)

3 3(\f 3y3—1)

(qui sont absolues).

On a done
. ___’__1_ .
ou
@)' = m41E——w+vw4v

ion (dans le tétraédre T)
SN _..r . N A' . 'r-—-b.._.o

E est un point dont les coordonnées vérifient (3) et (4) On peut -

.on remarqpe que (7) et (I) sont homothethues Le plan AgB d’équa- .

e,

e hé BB U
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par G. Les équations de A sont:
y—3=0,
() 3x—p—y—2=0.

En adjoignant a ces équations, I'équation (2) de (E,) on obtient
pour l'une des extrémités E’ du diamétr

e A les coordonnées bary-
centriques absolues

1 1-—2\/2, 5(24+ 1, 2: 1,

4 4
D’ou . .
GE” = —;-(2a’ + 2 —¢?).
Or B = —%(Za’;{- 21— ).
Si donc K est le rapport d’homothétie de (') & (y)yona
K= 2
8
: 9 1 / '
et Rf=—§r’=—4-(a’+b’+c’).
D’ou
o = GA*+ R?
— _g 1 ’2 /2
= 16 3 (a + b2+ ?)

(c—i—b’-—l—a” a—|—b 4 )
__._(a-|-b'+c +a”+b”-l—c”‘)—--?%5 (a + a*).

Notons ce résultat, obtenu chemin faisant :

_ Dans Pellipsoide de STEINER circonscritlerapportd’ homothéne —3/—2 )

des sections faites par une face et le plan central qui lut est paralléle ne
- dépend pas de la.face et est le méme pour tous les tétraédres.

28. B.. Erripsoipe inscriT. — Il est tangent auz faces en leurs

~ centres de gravité. I1se déduit doncde (E,) par 'homothétie G,— 1 ,

ou : Iellipsoide (E,) de STEINER inscrit est le complémentaire de (E,).
Son équation barycentrique par rapport & T-est-donc. -

. Zp— @R =0 '
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) ; dans I’équation de E, a par § + v +3—24, B par
- a2, etc.), G est le centre de (E,) et de sa sphére ortho-
dont le rayon o, vaut le tiers de . Donc '
33 I o= 4—18 =(a* + a?). |

A — Dans un ellipsoide et iia(zs Pautre la grandeur de la sphére
hoptique ne dépend que de la somme des carrés des arétes de T.

f'me des puissances d’un point arbitraire M, par rapport aux
dcrites sur les arétes d’un tétraédre T = ABCD, comme dia-

: 2> Jont le centre coincide avec le centre de gravité du tétraédre T.
Lorsque k = 0, la valeur ‘

1 1 jasiaom .
- G‘=—3—‘—4—\/32(a’+a’)

jlde GM représente la-mesure du rayon de la sphére orthoptique de
Tellipsoide de STEINER inscrit au tétraédre T. .

CoroLLAIRE. — La sphére orthoptique de Uellipsoide de STEINER
‘inscrit au tétraddre T est le lieu des points dont la somme des puissances,
par rapport auz sphéres décrites sur les arétes, ou sur les bimédianes,

. comme diamétres, est nulle.
Car, en raison du théoréme relatif au carré de la médiane appliqué
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aux triangles MA,A}, MB,B], MC,C;, on obtient ,
3, (i 07— 5.
i

S - Y AA"”
= 6MG"—-1—2(a’+ o =2Z<MG?—A_'A;>.
. 8 . [l /
Si le tétraddre T est orthocentrique, la sphére orthoptique (G, 3,) de
, Pellipsoide de STEINER inserit coincide avec la premiére sphére des

douze points qui constitue donc le lieu envisagé dans le corollaire

précédent. .
Si k= S(a*+ a?), la valeur

o=+ V3E@ + o)

représente la mesure du rayon de la sphére orthoptique (G, o) de

Pellipsoide de STEINER circonscrit au tétraddre T. .

CoroLLAIRE. — La sphére orthoptique de Uellipsoide de STEINER
circonscrit au tétraédre T est le liew des points dont la somme des puis-
sances, par rapport aus sphéres décrites sur les arétes, comme diamétres,
est égale & la somme des carrés des arétes. '

. 80. Tutorime. — Les sphéres S; décrites sur les cercles orthoptiques
des ellipses de STEINER inscrites auz faces BCD, CDA, DAB, ABC du
tétraédre T, comme grands cercles, rencontrent les sphéres décrites sur
les médianes, comme diamétres, suivant quatre cercles situés sur la

* sphére orthoptique (G, o,) de Vellipsoide de STEINER inscrit.
En effet, un point M étant commun & la sphére S, et & la sphére

(G.’,, %-‘-) décrite sur la médiane DG, du tétraédre T, comme

diamétre, par application du théoréme relatif au carré de la médiane
GM du triangle MG,G;, on obtient, de proche en proche,

o = LEar + 23T 5.6 = 7 [z +-l§)
1 (et b+ 1 A .‘,,_, '
_—4—( 9 ] '+4 '—Zéz(a-“_aA)—a“
car le carré du rayon du cercle orthoptique de Pellipse de STEINER,
de centre Gy, inscrite au triangle ABC, a pour mesure -

1 2 2 2
Ié(a + b+ &)



LLAIRES — 1o Les plans perpendiculaires auz médianes du
T menés par le pomt de MoNGE se confondent avec les plans

: ghhtes analogues pour les autres plans.

$‘transformées de la sphére (G, o,) par les homothéties (A, 2),
» 2), (D, 2) font partie des faisceauz F, déterminés par la
a,) et ohacune des sphéres S,.

AQ=BQ=CQ=DQ=R,

1

QA”— 4o} = R*— 13

S(a*+ a?) = QG' —¢?,

de sorte que la sphére (A' 23,) appartlent au faisceau F, formé par les
héres (G c,) et S,, et ainsi de suite pour les autres sphéres.

= o Mi— A3ty
.16 1
[2(' a’+ b+ ) —a'— b*— ¢,

— Les puissances des sommets du tétraddre. T, . par rap-
vt la sphére orthopuque (G 3)'de Uellipsoide de STEINER circonscrit,
nt égales et de signes contraires aux quarts de la somme des carrés des
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En effet, on obtient, par exemple,
== == 9.9 . ; 1 -
DG’ —s*= DG'— 0 = ; Mi— 1556 S(@ 4 o) =— 7 (@4 B4,

et ainsi de suite pour les puissances des autres sommets.
Tutorime. — La sphére circonscrite (O, R), la sphére des douze
points (O’ ) %) , la sphére orthocentroidale (I') et la sphére orthoptique

(G, o,) de Uellipsoide de STEINER inscrit au tétraédre T appartierinent
@ un méme faisceau F. s
Car, en vertu des expressions obtenues des puissances P, et P,

_ des sommets du tétraddre T, par rapport aux sphéres (O', %)

et (G,q), ona

1.1_4
9°12° 3
et la sphére (G, o,) fait partie du faisceau F des sphéres (O, R),
(O’, —?), (I') que nous avons déja rencontré.

N. B. — En transformant cette configuration de quatre sphéres
par une homothétie (G, 3), on constate que les sphéres (O, R),
(G, o) et les sphéres (O,, 3R), et (I'y) circonscrite et orthocentroidale
du tétraddre anticomplémentaire T, du tétraédre T appartiennent
au transformé du faisceau F par cette homothétie. Nous retrouverons
ces faisceaux par la suite. ' .

P,:P, = =00': 0G,

[l

SPHERES DE MIQUEL

-82. TutortMeE. — Si Uon choisit arbitrairement un point sur
chaque aréte d’'un tétraédre T=ABCD, les quatre sphéres passant
respectivement par chaque sommet et par les points situés sur les trois

-arétes adjacentes ont un point commun’(').

. Démonstration géométrique par J. NEusERrc (*)..1. On connait cette

- proposition de la géométrie plane: Si trois circonférences passant

(") Aucuste MiQuEL a énoncé ce théoréme comme une conséquence d’un
théoréme plus général dans un article inséré au tome I11 du Journal de LioyviLLe,
1838 — 485 a 487. Ce théoréme a aussi été publié par S. Roserts dans les Pro-
ceedings of the London Mathematical Society (t. XII, 1880).
- (2) Mathesis, 1884 — 17.
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point D.
* Réciproquement, si trois cz.rconferences passant par un méme point D
se coupent encore, deuz d deuz, auz points a, b, ¢, il existe une infinité

de triangles dont les cotés passent par a, b, ¢ et dont les sommets sont: .

sur ces circonférences. Tous ces triangles sont semblables entre eux; le
plus grand d’entre eux a ses cdtés perpendiculaires aux cordes Da,
Db, Dc; le plus petit se réduit au point D et ses cﬁtes sont dirigés
suivant Da, Db, De. .

2. Si l’on soumet la figure précédente & une transformation par
rayons vecteurs réciproques, le pole P étant extérieur au plan ABC,
celui-ci se change en uné sphére passant par P, et les droites AB,
BC, CA sont remplacées par trois cercles se coupant en P. Par consé-

quent : Etant donnés sur une s'phére trois petits cercles passant par un @

méme point P et se coupant deuz d deuz en A, B, C, trois autres petits -
cercles Abc, Bca, Cab passant ‘respectivement par A B, C et se coupant
encore deuz & deux aux points a, b, ¢ situés sur les premiers cercles, se
rencontrent en un méme point D, .

La ﬁgtIre sphérique-a, sur la figure plane dont elle provient, I'avan-
tage ’uné symétrie parfaite; elle présente six cercles se coupant,

trois & trois, en huit points, et deux & deux en six points. \

3. Considérons maintenant un tétraédre T == ABCD. Soient a, b, - ‘l

¢, @, b, ¢ six points marqués arbitrairement sur les arétes BC, CA,
AB DA DB, DC et a B,7,8 les quatre sphéres Aad’ bc, Bb’ca, Cc ab,
Da’ b'e.

. "Les spheres q, (5, 1 rencontrent le plan ABC suivant troxs clrconfé-
rences Abc, Bca, Cab qui se coupent en un méme point D/, 1. De
méme, les sphéres a, B, ¢ se rencontrent en un méme point C’ de la
face DAB Soient encore B/, A’ les pomts analogues des sphéres a, v, 3

et ﬂ’ Yo iCe '

Sur la sphére 8 les cercles a b’C’ b’c’A’ cda'B’ passent par un '

méme point D; donc les cercles YA'C’, ¢'B/A/, a'C'B’ qui passent par
les points d’mtersechon Y, ¢, a’ des premiers cercles et se coupent

. sur ces cercles, deux & deux, se rencontrent en un méme point Q, 2.

. Mais les cercles YA'C, ¢ ¢B’A’;a’C’'B’ sont situés sur les sphéres By s,
" donc lés. quatre sphéres se_coupent en y. .

- 4. Réclptoquement Soiént donndes quatre sphéres a, B, 1, 3 pass 3

sant par uh méme point Q et se'coupant, irois d trois, auz points A’, B/,
€, D; il existe une infinité de tétraédres dont les faces passent par
A, B, C’ D’ et dorit les sommets sont sur les quatre sphéres.

’ ‘ |

par les: sommets A B, C d'un triangle se coupent deus & deux auz :
poinls a, b; ¢ sur. les cétés, ces circonférences concourent en un méme . =g

<
i
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" En effet, 'menons par D’ un plan quelconque,' rencontrant .les
‘sphéres «, B, y suivant trois cercles qui se coupent, deux & deux, en g,
- b, ¢; par a, b; c faisons passer les cotés d'un triangle ABC, dont les

¥ sommets se trouvent sur les trois circonférences; les plans ABC/,

. BCA/, CAB'’ se coupent en un point D de la sphére 3. Car les droites

: AD, BD, CD passent par les points a’, ¥, ¢ ot se coupent les deux
. cercles (AbB’, AcC’), (BcC!, BaA’), (CbB’, GaA’) suivant lesquels deux

_.méme systéme que DA). -

) . des plans ABC/, BCA’, CAB' rencontrent I'une des sphéresa, §,v; donc,
4+ d'aprés 3, la sphére Da’t/cdA’'B'C’ passe par Q et se confond avec 3.
“< . Lorsque le plan ABC reste fixe et que le triangle ABC se déforme
*  dans ce plan, le point D décrit, sur la sphére,3, un petit cercle dont
%!, - le plan est paralléle & ABC. Car la droite DA, par exemple, intersec-
tion des plans mobiles ABC’; ACB’ qui engendrent autour des axes
cC’, bB’, des: faisceaux homographiques, appartient & un\hyperbo-
loide déterminé; elle s’appuie aussi sur les cercles fixes bD’c, QC'B’
qui sont dés lors deux sections cycliques non parallles de I'hyperbo-
* loide; par suite, la sphére 3 qui coupe I'hyperboloide suivant un pre-
mier cercle QC'B’, doit le rencontrer suivant un second cercle dont’
le plan est paralléle & ABC. Ce cercle est le lieu cherché du point D,
sous la condition que le plan ABC reste fixe. '

Le maximum du volume ABCD, sous la méme condition, a lieu
lorsque AB, BC, CA sont perpendiculaires & D’a, Db, D’c, et le mini-
*mum se réduit & la corde QD’. :

. Supposons maintenant que le plan ABC tourne autour de D';
Paréte DA du tétraddre engendre une série d’hyperboloides ayant
en commun la section circulaire’ QC'B’ et la génératrice” QD'J(de

Soient A,, B,, C,, D, les secondes extrémités des diamétres menés
par Q. Les faces du tétratdre A B,C,D, passent par A’, B, C', D’
et sont perpendiculaires & QA’, QB’, QC’, QD’; ce tétraddre est un
maximum maximorum. ‘ :

Par une transformation homologique, on parvient & étendre les
, théorémes qui précédent, 3 des coniques passant par deux points
fixes; et & des surfaces du second degré ayant une conique commune.

COROLLAIRE. — Si les points a, b, ¢, &', b, ¢’ sont dans un méme
plan (P); les sphéres . . : .
(we)=Aa’be, ° (w,)=DBb'ca, (u)=Cc’ab, (w)=Da'd’c,

~ se coupent en un point M .situé dans le" plan (P). Les quatre autres
intersections de ces sphéres prises trois a trois sont sur la sphére (O, R)
© eiréonscrite au tétraédre T. '




oint de Miquer M de ce quadrllatere
part les sphéres (m,), prises trois A trois, déterminent

élilient a ]a sphére (O, R). .
ﬁn, les points M, se confondent avec les symétnques du point M

deu:b}) deuz, (5) et (w.) en a kur BC, (mc) et (m,,) en b sur CA, (w,) et
)i’en ¢ sur AB les pomts A,, B,, G, dzametmlement opposés auzx

: ‘plan du triangle ABC mtercepte sur les sphéres (m )s (ws)s ((o,.)
'irms'cercles Abc, Bea, Cab concourants, (32), de sorte que les trois
phéres se rencontrent en un second point P extérieur au plan ABC.

omts ‘A, B, C sur les cercles Abc, Bca, Cab coincident avec les pro-
ectlons orthogonales des points A,, B, C, sur le plan ABC; les
01tes ,bic,, cia;, a/b; étant perpendiculaires sur BC, CA, AB aux
b, c, les droxtes BC et B,C,, CA et C/A;, AB et A,B, sont
Orthogonales o

Les projections orthogonales a,, b, c des points B et C sur B,C,,
Cet Asur CA,, A et B sur A,B, coincident donc avec les points ol
‘les sphéres (w,) et (w,), {w,) et. ’wa) (wa) €t (w,,) se rencéntrent sur
les droites B,C,, C,A,, AB,.

Dés lors, les cercles A,b,c,, B,c,a,, C,a,b, situés, d’une part dans le
*'plan A,B,C, et d’autre part sur chacune des sphéres (w,), (w,), ()
concourent en un point qui se confond nécess.nrement avec le point P,
ce qui achéve de démontrer le théoréme.

‘ :'(- . CoRoLLAIRE. — Si quatre sphéres (wa), (wp), (0), (wa), passant par

s i ' 1

bautre part, les points aj,’ bj, ¢; diamétralement opposés aux’

PR S

SN

S

B NI R



-

' SPHERES DE MIQUEL 55

les sommets A, B, C, D d’'un tétracdre ABCD, se coupent deuz @ deux
sur les arétes BC, CA, AB, DA, DB, DC, les points Ay, By, C,, Dy
diamétralement opposés aux sommets A, B, C, D sur ces sphéres sont
coplanaires avec le point de concours des quatre sphéres.

Cette proposition est implicitement contenue dans le théoréme
précédent.

84. GinEraLisaTIONs. — 1. Modifions légérement les notations en -
considérant_quatre sphéres (1) (03)y (ws), (wy) qui passent par les
sommets A,, A,, A;, A, d’un tétraddre T = A,A,A;A, et se coupent
deux 4 deux aux points a,, @ s, al, a, a; sur les arétes ALA,, AA,,
AA,, AA, AA,, A,A,; ces sphéres concourent en un point P.

Les droites AgA;, AsA,, AsAg, A A, qui joignent un point arbi-
traire A; de lespace aux sommets du tétraddre T recoupent les
spheres (v,), (1 = 1,2, 3, 4), aux points &, {, Y, 3.

En vertu du théoréme de MiQUEL appliqué au tétraédre AgA AA,,
par exemple, les spheres Agafy, (w1, (), (ws) concourent en un
méme point qui coincide nécessairement avec le point P commun
aux quatre sphéres (w;). Or, comme les sphéres Agapy et Ag3:3 sont
aussi circonscrites au tétraédre A4aP, ces deux sphéres sont confon-
dues. 11 en est de méme des sphéres A3 et Aglys, de sorte que
les sphéres Agaly, A3, ABy3, Asxy3 coincident en une méme
sphére (w;) passant par les points A; et P.

D’autre part, si I'on observe que les plans perpen&iculaires aux
droites AzA,, AsA;, AsA, A A, passent par le point Ag diamétrale-
ment opposé au point A, sur la sphére (w;), on peut ajouter que la
sphére (v;) est décrite sur le segment AgAg joignant le point A; 2
Pintersection des plans considérés, comme diamétre. D’ou cette
proposition qui constitue une extension du théoré¢me de MiQuEL:

On considére un tétraédre T==A,AAA, et quatre sphéres ()
passant par les sommets A,, Ay, Ay, A, et se coupant deux & deux sur
les arétes. Les droites AgA,, A, AAs AA, qui joignent un point
arbitraire Ay de Uespace auxz sommets du létraédre, recoupent les
sphéres (w;) en des points a, B, Y, 3 situés sur une sphére (ws) passant
par les points A,, Al, P et décrite sur le segment AgA; comme diamétre.

Plus généralement, si Pon considére des points arbitraires As,
A, ..., A, nétant un entier quelconqué, les droites qui joignent le
point Ag aux points Ay, A, A,, A, A; recoupent les sphéres corres-
pondantes (my), - - -» (ws) en des points situés sur une méme sphére ()
passant par les points Aget P, et ainside suite, de proche en proche,
pour les points A;, . .. Finalement, les droites qui joignent le point A,
aux points Ay, Ay oo A,_, recoupent les spheres (wy), (0s), --+»

\
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(u,,_,) en des points situés sur une sphére (w,, qui passe par les

points A, et P.

AA), ..., (AJA,_,, ..., AA)) en leurs points de rencontre avec les
i sphéres [(m5 ) eeey (m,)] . {(w,._,) ..y (w,)], concourent aux
Y.+ points A ..., A, dlametralement opposés & Ag, ..., A, sur les
‘ sphéres (m,), cony (W)

. 35. Lorsque le point A, est situé & l’mﬁm dans une direction
;o donnée, les droites A,A,, A A,, ..., A,A,_, sont paralléles et la sphére

E»S'. (w,) dégénére en un plan qui passe par le point P commun aux sphéres ,

- '- T (w4)y (wa)y ooy ("’n—i)

CoROLLAIRE. — Si des droites paralléles de direction arbitraire
issues des sommets A,, A,, Ay, A, d'un tétraédre A,A;A;A, recoupent
des sphéres de MiQUEL (w,), (ws), (ws), (wi) auz points A}, A, A A

" ces quatre points sont dans-un méme plan avec le point de concours des

e quatre sphéres.

R Cette hypothése particuli¢re pour laquelle n =5, peut se démon-

.- : ° trer'directement de ]a maniére suivante.

e Si les sphéres (), (wg)y (ws), (ws) se coupent deux & deux sur les
arétes A,A,, AjA,, A\A,, A A, AA,, AA;en ay, by, ¢, aj, b, ¢, le
plan des droites paralléles A,A’; A,A;, par exemple, coupe les sphéres
(ws), (ws) suivant des cercles AjA,a,, AjAsa, qui' rencontrent la
droite AjA; au méme point a,. Il en résulte que le plan AJAjA{ coupe
les spheres (w,), (ws), (w,) suivant un systéme de trois cercles concou-

. rants Asbic,, Ajc,a;, A,a,b, dont le point de concours se confond

nécessairement avec le point commun aux sphéres (w,), (wi), (ws),

'
i

quatre sphéres (w,), (), (ws), (w4)-

2. Tatorime. — Les points A}, A;, ..., A, diamétralement oppo-
sés aux sommets A,, A,,..., A, du polygone gauche AA, ... A, sur
les sphéres correspondantes (w), (ws), - .., (wa) sont situés dans un

oo méme plan qui passe par le point de concours P de ces n sphéres.

“ D’aprés le théoréme (33), on constate en effet, de proche en proche,
L\ que les groupes de points (A}, A;, A; A}), (A), A, o Ag)y .
o (A}, Ajy - .., A)), sont situés dans un ‘méme plan passant par le point

A.'com'mtfn aux sphéres (w,), (s), fee ().

. ) . . . [ [ Y
~ i 4

D’autre part, les plans perpendiculaires aux droites (AAs, ...,

extérieur au plan A,A;A, et par suite avec le point de rencontre des .

3hey Y,

B R P e LR MAEE VDS Y: T X

. . s
B A

s
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36. TugoriMe. — Si un quadrangle gauche a ses ctés opposés
. égaux deux & deux, il en est de méme de ses angles opposés, et réci-
proguement. '

En effet, si les cotés opposés MN et PQ d’un quadrangle gauche
MNPQ sont égaux ainsi que les cdtés opposés NP et QM, les triangles
MNP et PQM sont égaux, de méme que les triangles QMN et NPQ,
ce qui donne les égalités angulaires

(1) (NP, NM)=(QM,QP), (MN, MQ) = (PQ, PN).

Réciproquement, étant donné un quadrangle gauche MNPQ dans
lequel les angles opposés (1) sont égaux, si I'on méne des 'plans per-
pendiculaires aux cotés QM, MN, NP, PQ de maniére que les vec-
teurs Q—I\TI, MN, ﬁ, —P_(i aient tous le sens des normales intérieures
aux faces ABC, BCD, CDA, DAB du tétraddre T déterminé par ces
plans, ou tous le sens des normales extérieures, les diédres oppo-
s6s BC et AD de T sont égaux, de méme que les diedres opposés AB
et CD. Par suite, Jes tri¢dres (A —BCD) et (C — DAB) ont leurs
trois diddres égaux chacun & chacun, ce qui donne les égalités angu-

laires

(AB, AC) = (CD, CA),  -(AC, AD) = (CA, CB),

et P'égalité des triangles ABC et CDA. Or, d’aprés une_ propriété
connue, les mesures des cotés QM et NP étant proportionnelles a
celles des aires des faces ABC et CDA, on a donc QM = NP, et par
analogie, MN = PQ. C

" CoroLLAIRE. — Les perpendicbulaires élevées aux sommets M, N, P, Q
de ce quadrangle gauche sur les plans des deux cbtés aboutissant & ces
sommets sont les génératrices d’'un méme hypérboloide, et réciproquement.”

En effet, pour que les perpendiculaires A, A, Ay Agen M, N, .
P, Q aux plans (MN, MQ), (NP, NM), (PQ, PN), (QM, QP) soient
hyperboloidiques, il faut et il suffit que les projections orthogonales
sur le plan d’'une face quelconque du tétraddre t = MNPQ des per-
pendiculaires aux trois autres faces soient des droites concourantes
et que cette propriété existe pour trois des faces. Or, les projections

des droites A, A, sur le plan MNP passent au point N, diamétrale-
mernt opposé au point N sur le corcle MNP et la projection de la
droite A, sur le plan MNP se confond avec la trace sur celui-ci du
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plan mené par la hauteur QQ’ “du triangle MPQ perpendlculalre-
. - ment au cdté MP. Comme, par hypothése, :

2) MN = PQ, NP__QM

les hauteurs NN’, QQ’ des trlangles MNP, MPQ sont symetrlques
par rapport 4 la medlatnce du coté MP et NN passe par le point N,.
Mémes conclusions pour les projections des droites (d,, A, 4,),
(Ams Any Ap) sur les plans MPQ, NPQ.

Réciproquement, si les projections des droites (A A, 4,) surle
plan MNP concourent en un point N,, celui-ci est dlametra]ement
opposé au point N sur le cercle MNP et les égalités (2) résultent des

" suivantes:

Q' —QP'=NP'—NM’, ' MQ'—MN' = PN'— PQ,
' par addition et soustraction des ‘membres correspondants. :

'

' 37. Application au tétraédre. — Si I'on désigne par M et P, N et Q
les angles opposés d'un quadrangle gauche MNPQ et par M’ et P/,
N’ et Q' les supplémentaires de ces angles obtenus en prolongeant

un de-leurs cotés, si M = P et N = Q, on a aussi

(3 M+ P=P4M=180=N+Q=Q+N, :
tandis qil’oﬁ ne peut avoir simultanément les égalités Z
M+P=180=N+Q et M +P =1800=N Q. i
En effet, la diagonale NQ du quadrangle gauche détermme les S
triangles MNQ, NPQ dont la somme des angles est égale & 3600, et &
comme une face.d’un triédre ‘est plus petite que la somme des deux 3
autres, on obtient, d’abord, .
Q< (QM, QN) + (QN,'QP), N < (NQ, NM) + (NP, NQ),
ensuite _ :
c ‘ 'Q+N<180°—-M+180°——-P N
. et finalement : ' v‘ ' "
M4 N+ P+ Q < 3600. : !

D’ou cette proposition: Un tétraédre ne peut avoir deux couples‘
‘de diédres supplémentaires, ni deuz couples de diédres extérieurs sup-
plémentaires, tandis qu’il peut avoir deuz ou trois couples d’un diédre
intérieur. et d’'un diédre extérieur opposés supplémentaires.

\
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38. THEOREME. — Sotent kg, hay Ay My Ao X, des nombres arbitraires
que nous attribuons auz arétes BC, CD, DB, AD, AB, AC d’un tétra-
édre quelconque ABCD; A, B, €/, D' les points des plans des faces
BCD, CDA, DAB, ABC dont les coordonnées barycentriques sont pro-
portionnelles aux nombres ) attribués aux arétes de cette [ace. Les
droites AA’, BB, CC', DD’ sont quatre génératrices d’'un méme hyper-
boloide. Elles sont concourantes s -

(4) -~ . ' )\1)\; = 7\27\; = )\§)\;,

et réciproquement. :
Les droites AB’, AC’, AD’ rencontrent respectivement les arétes

CD, DB, BC en des points B’, C’, D" tels que

BC'_w  CD'_%n DB\

op_ % DB W BC W .
et les droites BB’, CC’, DD’ sont donc, concourantes en un certain
point A”. 1l en est ainsi pour les droites analogues correspondant

aux trois autres faces du tétragdre.

Par suite, la droite AA", par exemple, rencontre les droites AA’,
BB’, CC, DD’ qui sont quatre génératrices d’'un méme, hyperbo-
loide. :

Désignant par Bj, Ci, D’ les intersections de CD, DB, BC avec
"BA’, CA’, DA’, on a .

BCl _ )\ CDi_ % DBy
cD_ i DB 2 BC
La condition nécessaire et suflisante pour que les points B” et Bj
coincident ainsi que C’ et Cj, D’ et Dj, est donc que I’on ait

~
e

)‘i)‘: = ‘/\51; = 7\3)\;.
Dans ce cas, les droites AA’, BB/, CC’, DD’ sont concourantes.
; s

CoROLLAIRES. — 10 Silon attribue d chaque aréte du tétraédre ABCD
Paréte opposée (ou son inversé), on obtient en général quatre droites
AA’, BB, CC/, DD, $yperboloidiques. -

Car, dans chacun de ces cas,

(5) )‘i =a et 7\; = a, Ay = v et - 7\4 = b,

A=Cc et =g
1. 1 s 1 s 1
(6) . )\, =; et )\: = 4;., N =-b_; et \; — ,3_’
’ )\3 = ‘1-, et )\é = —1;- .
[ c
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Dans les deux hypothéses, si les relations (4) et (5) ou (4) et (6)
ont lieu, le tétraédre T est isodynamique et les droites AA’, BB/, CC/,
DD’ sont concourantes, et réciproquement.

De plus, si 'on désigne par A’, B, C/, D’ les centres des cercles
inscrits aux faces BCD, CDA, DAB ABC d’un tetraédre zsodyna-
mique T, et par (B}, C}, D}), (C B AL), (Dg, ), (Ab, BS,CH)
les centres des cercles ex-inscrits aux mémes faces on obtlent les
quaternes suivants de droites concourantes :

Le quaterne (DD, AD}, BDj, CDg), et ceux relatifs aux sommets
A, B, C; les quaternes '

' (DD, AC;, BA, CB:), (DD, Aé’f‘, BC;, CAL)
et leurs analogues pour les sommets A, B, C;le quaterne (ADY, BC,

CBY, DA}), ‘et ceuz relatifs aus couples‘d’aretes opposées (CA, DB)
) (AB DC); les. quaternes

(ADS, BA ,CBL, DC),  (AD., BCh, CB’C, DA’{,),

"

L (AB" ‘B CDC, DA’) (ABj},; BAL,.CB{, DA}),

' . et leurs analogues pour les deua: autres couples d’ arétes opposées; sont
©'f- " 'formés de droites concourantes, et récv,proquement
s Car, en changeant les mgnes des nombres a, a’, b, ¥/, ¢, ¢’ dans les
¢t . égalités aa’ = bb' = ¢ qhi caractérisent le tétraédre isodyna- -

mique T, pour trois arétes d’umne face, ou concourantes, pour deux
arétes opposées, ou pour deux couples, ces égalités se conservent.

. 20 Les hauteurs d’un tétratdre quelconque T sont hyperboloidigues ;
elles sont concourantes si le tétraédre est orthocentnque
En effet, d’aprés le théoréme précédent, si I'on pose

L % M=A.Dcosa, J=A.Bcos¢, i,=A.Ccos?,
L “am=B.Ccosa, )‘,_C Dcosc ')\;_B D cos b,

les coordonnées barycen;mques des points A, B’, C/, D’ dans les
. faces _.BCD CDA, DAB, ABC sont proportlonnelles aux nombres

(Bcosc, Ccos b, Dcosa), (Ccosa’, Dcosb, A cosc),
(Decosc, Acos b Bcosa'),. (Acosa, B cosb Ccosc),

T [}

i cest-a-dire & ceux qm représentent les coordonnées barycentnques

. " des'pieds A,, B,, C,, D, des hauteurs du tétraédre T dans les mémes

w faces Par suite, les droites AA’, BB/, CC’, DD’ se confondent avec,

“ " les hauteurs AA,, BB;, CC, DD,. du tetraédre T qu1 sont qdatre
génératrices d’un méme hyperboloide. '

Si les égahtes (1) ont heu, les hauteurs AAh, BB,, CC,., DD, sont

~




QUELQUES QUADRUPLES uv‘mnnopoﬁin‘xqui-:s 61

concourantes et le tétraddre T est orthocentrique. Dans ce cas,

d’apres les égalités (1) et (7), on retrouve, en outre, les égalités carac-

téristiques ‘ ‘ ‘
cos a cos a’ = cos b cos b’ = cos ¢ cos ¢,

\ .
entre les cosinus des di¢dres opposés de ce tétraédre particulier.

30 Si Pon porte sur les perpendiculaires élevées extérieurement (ou
intérieurement) auz plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC d'un
tétraédre T, aux centres A,, By, C,, D, des cercles inscrits a ces faces, des
segments AA,, B.E:, (_],—C:, D,D,, proportionnels respectivement aur
rayons de ces cercles, les droites AA,, BB,, CC,, DD, sont quatre géné-
ratrices d’un méme hyperboloide. :

En effet, les distances du pied A, de la hauteur AA, du tétraédre T
- aux arétes BC, CD, DB ont pour mesures h, cotg a, h, cotg ¢, hacotg b.
D’autre part, si’on pose AA, = mr,, r, étant le rayon du cercle ins-
crit au triangle BCD, la droite AA,rencontre le segment A,A, en un
~ point A, qui partage celui-ci dans le rapport

AA, _ ha

Apfls 77 =k
AA,  hadmr,

.

et dont les dis£ances aux arétes BC, CD, DB ont pour mesures
kr,(m cotga + 1), kry(mcotg ¢ + 1)y  krg(mcotg v+ 1)
Le point A; a donc ‘ .
N=a(meotga+1), r=c(m cotgc + 1),
7 = b/(mcotg ¥’ + 1),

pour coordonnées barycentriques dans le triangle BCD, et 'on obtient
de méme les coordonnées barycentriques

()\” 7"17 7\3)’ ()\,17 7‘;!'7‘3)) (A'S, )\u 7\3)

des points By, G5, Ds analogues au point A, situés sur les droites BB,,
CC,, DD,, par rapport aux triangles des faces CDA, DAB, ABC. La
démon- tration s’aché¢ve en invoguart fe-théoréme précédent (38).
_ 4o Les droites qui joignent les sommets A, B, C, D, d'un tétrasdre
T respectivement au sommet d’un tétraddre orthocentrique dont les
trois autres coincident avec les projections orthogonales du premier
sur les fdces des triédres (A), (B), (C), (D) sont quatre génératrices
d’'un méme ‘hyperboloide. ' ‘

En effet, pour qu'un tétraddre D'A'B'C’ dont les sommets A,
B, C, D’ coincident avec les projections orthogonales d’un point D,
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’

wit (D) soit orthocentrique, il faut et il suffit que I'on ait
" gt . ’ . 2 »
. (1) DIAlﬂ + BIICI/2 — DIBII’ + C//Al/‘ = D'C’ + A'B".

Qr, on obtient d’abord, en grandeur et en signe,

B'C” = D'B" + D'C" — 2D'B".D'C” cos (x — a),

ensuite
D,A”Z + DIB//“ _|__ D/CIlz — _Illﬁl/2 + l}_/fg]/’ + 2DIBII. Drct/ cos a/
- =D'B” + CA"” + 2D'C". D'A’ cos I’
= D'C"” + A’B” + 2D’A".D'B cos ¢,

enfin, d’aprés (1), la relation

\

D'A":. D'B": D'C" = cos a’: cos b': cos ¢,

¢ dont il résulte que le point D', et par analogie les sommets A’, B/, C’
de tétraédres orthocentriques dont les trois autres sommets sont
les projections orthogonales de A’, B’, C’ sur les faces des triédres
(A), (B), (C) respectivement, décrivent chacun une droite fixe pas-
sant par D, A, B, C. Ces droites rencontrent les faces BCD, CDA,
DAB, ABC aux points A,, B,, C,; D, dont les coordonnées barycen-
triques par rapport aux mémes faces sont proportionnelles aux

r. nombres

v 9 (B cos ¢, C cos b, D cos a’), (C cos a, D cos ¥, A cos ¢),
@) (D cos ¢, A cos b, B cos a), (A cos a’, B cos b, C cos ).

D’autre part, si 'on pose

3 N =A.D cos'a’, 3=A.B cos ¢, 5, =A.C cos b,
) M = B.C cos a, 2\ ="C.D cos ¢, 2 =B.Dcos ¥V,

et que l'on attribue ces nombres % aux arétes BC, CA, AB, DA,
DB, DC, les coordonnées barycentriques des points:A,, B,, C,, D,,
proportionnelles aux nombres (2), le sont aussi aux nombres (3),
et les droites AA,, BB,, CC,, DD, sont quatre génératrices d’'un méme
hyperboloide. '

Cas PARTICULIERS. — Si le tétraédre T est orthocentrique, les droites
- AA,, BB,, CC,, DD, sont concourantes, et réciproguement.
Car, dans cette hypothése,. les nombres

M=A.Dcosa,ds=A.Bcosc,n=A.Ccos ¥,
, - M =B.Ccosa,2=C.Dcos ¢, .s=B.D cos b,

dont on détefminéfa le lieu sur les faces DBC, DCA, DAB du triédre

T

E

-
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proportionnels aux coordonnées _barycentriques des pieds des
hauteurs d’un tétraédre quelconque, par rapport aux faces BCD,
CDA, DAB, ABC, comparés aux nombres (3), permettent de dire
que les droites AA,, BB,, CC,, DD, se confondent avec les isogonales
des hauteurs de T dans les triedres (A), (B), (C), (D), puisque, pour
ce tétradédre particulier, .

cos a cos @ = cos b cos b’ = cos ¢ cos ¢
La proposition provient aussi de ce que
)\’ )\1’ = )\gl; = )\3)\2.

Lorsque le tétraédre T est équifacial, les droites AA,, BB,, CC,,
DD,, se confondent avec les hauteurs, et réciproquement..
Dans ce cas, en effet, :

cos a = cos a’, cos b= cos b, cos ¢= cos ¢

N. B. — Nous nous bornons au cas ou les points A, B', ¢, D
sont intérieurs aux triedres (A), (B), (G), (D), laissant au lecteur
le soin d’examiner les autres cas. '

HOMOLOGIE, BILOGIE, ORTHOHOMOLOGIE

89. Derinitions. — Deux tétraédres T = ABCD, T = A'BCD
tels que les droites AA’, BB, CC’, DD’ s¢ rencontrent enun point Ssont
dits homologiques. Les plans des faces opposées aux sommets A et A,
B et B, C et C', D et D’ se coupent suivant quatre droites situées
dans un méme plan (P). Le point S et le plan (P) sont le centre et le
plan de 'homologie. (T, ).

Si, de plus, les perpendiculaires sur les ‘plans B'C'D’, C'D'A,
D’A’B, A’B'C/, issues’ des points A, B, C D, concourent en un
point Q, les perpendiculaires menées des points A’, B, C/, D’ sur les
plans BCD, CDA, DAB, ABC passent par un méme point Q. Les
tétraddres T et T’, homologiques et orthologiques & la fois, sont
appelés tétraédres bilogiques, avec les points S et Q, Q' .pour centres

d’homologie et d’orthologie. _ ‘
Enfin, deux tétraddres T et T” dont les plans des faces sont per-

pendiculaires sont dits tétraédres orthohomologiques.
Ces tétrasdres ont donné lieu & quelques remarques récentes.

40. Trtonims. — Deus tétraédres T=ABCD, T = A'BCD ayant
une face commune BCD, les perpendiculaires en A auz faces CDA,

N
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o ACD ADB du tétraédre T coupent les plans dés faces A’'B'C’, A'C’ D’
A D'B' du tétraédre T/ en (A, A, A.); et Uon obtient de méme des

- bl YA . e
: - : . " . Uy
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DAB ABC du tétraédre T coupent les plans des faces A’CD, A'DB;
" A'BC du tétraédre T' en A,, A,, A,, et les perpendiculaires en A’ auz.
faces A'CD, A'DB, A'BC du tétraédre T’ rencontrent les plans des
faces CDA,; DAB, ABC du tétraédre T en Aj, A}, Aj. Les perpendicu-
laires menées de A et A’ aux plans A|A,A; et AJA; A;, respectivement, -
se coupent eh un méme point du plan de la face commune BCD. ‘

Si nous désignons par §, v, 3 les angles des plans A’CD, A'DB, A'BC -
avec le plan BCD, la perpendiculaire du sommet A du tetraédre T
au plan A,A,A, a pour équation en coordonnées normales

-

Py ' — z : — -t
sinc cotg(c'—p) sind cotg(¥'—v) sinacotg(a—3) ’
J - * \ . .

. . 1 .
et cette perpendiculaire coupe le plan BCD en un point A” dont les
coordonnées normales, par rapport au tnangle BCD, sont propor-

uonnelles a

. cotg(c—-ﬁ), -.c.:otg(b'—Y);’ 'cotg(a—-b).

Symétriquement, la perpenéiculaire du point A’ au plan A{AJA]
perce le plan BCD au méme point A”.

CoroLLAIRE. — Si le tétraédre T est orthocentrique et que A’ se
confonde avec Porthocentre H, le pomt A" coincide avec le centre de gra-
vité du tnangle BCD. .

Car si on désigne par B, C,, D, les pieds des hauteurs du trlangle
BCD on a, d’abord, : -

y’ 2 t
tangB AB tang C,AC ™~ tang D,AD

pms, dans le mangle D AD,

. DD yl z’ t,
H=e ——-1 t —
- T tangD,AD’ * BB, CC, DD,
et le pomt A” (y’ 3 2y t’ ) comclde avec le centre de gravité du tnangle
BCD . . -~ v
4. TnEonﬁME — Etant donnés deu:z: tétraédres ' homologiques
s T= ABCD, T' = A'B'C'D', lés perpendiculaires en A aut faces ABC,

v \ /

. pomts (B,,, B., B,), (Cas Cys Cu), (Do, D,,, D.) relativement aux sommets
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B,C, D du tétracdre T. De la méme maniére, en partant du
tétraédre T', on détermine les points (AL, A, AD), (Bo B., B)), (C,
C;, Co), (D, D}, D) sur les plans des faces du tétraédre T.

Les perpendiculaires auzr plans AjAA,; B.B.B,, c,c.Cc,, b.D,D,,
issues des points A, B, C, D, concourent en un point Q.

Les perpendiculaires aut plans AjACAG, B'B;B., C.C.C;, D.D;D,,
menées par les points A', B/, C', D', concourent en un point Q.

Les points Q, Q' sont homologiques dans Uhomologie (T, T').

Les droites AD, et A,D,, par exemple, passent par le point
T,,= (AD, AD’), et la suite proportionnelle

TadA p— TadAc — TadAb '
TadD Tach TadDb ’

montre que les droites AA, et D.D, sont paralléles. Elles sont per-
pendiculaires 2 laréte . AD et aux perpendiculaires p,, p,, abaissées
respectivement des points A et D sur les plans A,AA, D,D,D..
Les plans (AD, p,) et (AD, py), normaux a la direction A A;, = D.D,,
coincident, et les droites p,, p. se coupent. Si I'on désigne par p,, p,
Jeurs analogues, deux quelconques des droites pq, Py, Pes Pa» NOD Situées
dans un méme plan, ont un point commun Q; elles sont donc concou-
rantes. On obtient pareillement la propriété du point Q'. La troisiéme
partie résulte du théoréme (41), d’aprés lequel les droites AQet A'Q,
- BQ et B'Q/, CQ et C'Q’, se coupent en des mémes points du plan

d’homologie (P) des tétraddres T et T. '

N. B. — Leés points Q et Q' sont situés sur les perpendiculaires
au plan (P) abaissées des conjugués isogonaux S, et S{ du centre
d’homologie S des tétraédres T et T’ par rapport & ces tétraédres
respectivement.

42. D’une maniére générale, la perpendiculaire AX menée d’un
point Q= A’ de coordonnées normales (z,, ¥, %, %), par rapport
au tétraddre T, au plan A,A A, qui a pour équation '

Ay y — . z ‘= t - !
cos¢ . 1 cosb , 1 cosa’, 1 T
= + =

© &y Y x, ETE t

. coupe le plan BCD en un point P’ de coordonnées

¥ == ‘B3VC 5
) cosd 1 A,B C,D
z, Y Ty Yy Zy t
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Cas PARTICULIERS. — 10 Si le point Q est sur la surface
A + B + LDy
x y z t

de Sarrtiaux du tétraédre T, Ja droite AX = AQ’ est paralléle au
plan BCD qui est perpendiculaire au plan A,AA,.

20 Les équations des perpendiculaires BY, CZ, DW menées des
points B, C, D sur les plans B.B,B,, C,C,C,, D,D,D, sont de méme
forme que celle de AX. Donc, la condition nécessaire et suffisante pour
que les droites AX, BY, CZ, DW soient quatre génératrices d’un méme
hyperboloide est que Uon ait, d la fois,

cos b’ _1_ ' __cos b 1

cosc'_{_,i __cosc

1
=002, =2y +-,
Ty Y, Y z, x C % z z,
cosa 1 cosa 1
—t—=—+ =
z, t, t, z,

c’est-a-dire
T, =Y, =3 =1.

Le point Q coincide avec le centre de la sphére inscrite (I, r) au

tétraédre T et les droites joignant les sommets de celui-ci aux points:

de contact de la sphére (I, r) avec les faces opposées sont des géné-
ratrices d’'un' méme hyperboloide.
Ces droites sont concourantes si

a a' b / c c
‘ COS — COS — == COS — COS — = COS -— COS —,

2 2 2 2 2 2
‘et le tétraédre T est isogone.

Cororraires. — 1. Dans un tétraédre quelconque T = ABCD, les
perpendiculaires en A sur les faces CDA, DAB, ABC coupent les plans
bissecteurs ICD, IDB, IBC en A,, A., A4, et ainst de suite pour les
autres sommets du tétraédre. Les perpendiculaires menées de A, B, C, D

sur les plans A,A A, B.BB,, C,.C,C, D,D,D, passent par les points -

de contact A", B’, C", D" de la sphére inscrite au tétraédre avec les faces

opposées. ¢ Y a
Car g = 5 Y= 5 3=7, et les coordonnées normales du
oint A’, par rapport au triangle BCD, sont proportionnelles &
point A’, par gle BG prop :
cotg =, cotg -b-; cotg 2.
2 2 2

2. Dans un tétraédre 6rthocenttique T —EABCD, d’orthocentre 11,
les perpendiculaires en A auxz faces ACD, ABD, ABC coupent respec-
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tivement les plaris HCD, HBD, HBC en (Ay, A,, A,), et ainst de suite
pour les autres sommets. Les plans AAA, BBB, CCC, D.D,D.
ainsi obtenus sont perpendiculaires auz médianes.

C’est une application du corollaire (40).

43. TETrAEDRES BILOGIQUES. 1. THEOREME. — Si deuz tétraédres
T = ABCD et T,=A,B,C,D, sont bilogiques, le centre P d’homologie
et les centres d’orthologie Q et Q, des tétracdres T et T, et des tétraédres T,
et T sont sur une méme droite perpendiculaire au plan = d’homologie.
(V. TugBauLrT).

. Le plan = passe par les points

B’ = (AB,AB,), C =(AC,AC,), D' =(AD,AD,).

Les hauteurs h,, hy, hy, b, du tétraédre A B'C'D’ sont des généra-
trices d’un méme hyperboloide (H). Le plan ABQ,B’ normal par
hypothése a la droite C,D, contient la hauteur hy; la droite AQ, ren-
contre donc h, et par analogie ks, hy; elle est une directrice de T’hy-
perboloide (H). : ,

Ainsi le plan AA,Q,k, qui projette orthogonalement la droite AA,Q,
sur le plan d’homologie = = B'C'D’ passe par le point Q’ et par ana-
logie par le point Q. Les plans projetants des droites BB,Q,, CC,Q,,
DD,Q, jouissent de la méme propriété et les points Q, Q,, P sont sur
une méme droite perpendiculaire au plan . Le théoréme est done
démontré. .

9. Tutorime. — La droite PQQ, est une directrice commune des
hyperboloides des hauteurs (36) et (#6,) des tétraédres T et T,.

Car la droite PQQ, coincide avec I'intersection des plans (A, QA)),
(B, QB,), (C, QC,), (D, QD,). Le plan (A, QA) contient la hauteur AA,
du tétraédie T et est tangent & Uhyperboloide (J6). Par analogie, les

. plans (B, QB,), (C, QC,), (D, QD,) possédent la méme propriété qui
s’applique, symétriquement, au tétraédre T, et & I’hyperboloide (6,).

3. TutorimEe. — Les tétraédres T, T, et le tétraédre Ty= A,B,C,D,
ayant pour sommets les points

A,=(QA,, QA), B,=(QB,, Q.B), C,=(QC,, Q.C), D,=(QD,, Q,D),

. sont deuz d deux bilogiques; les centres d’orthologie respectifs sont les
points Q, Q,, P. Le centre dorthologie de Uun des tétraédres coincide
avec le centre d’homologie des deuz autres. Les trois homologies ont le
méme plan = d’homologie. Deux quelconques des tétraédres T, T,, T,
déterminent le troisiéme. :
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 Eneflet,le point Q, est le centre d’homologie des tétraédres T, et T,. ’

‘Le plan d’homologie est le plan = = B'C'D’; car les triangles homo- .
logiques Q;AB, QAB montrent que les points (AB, AB,), (QA,, QA),
(QB,, Q,B) sont alignés. Les tétraédres T et T, sont orthologiques; le.
point:Q est le centre d’orthologie de T. Le point P est le centre d’or-
thologie de Ty; car Pintersection'B,C, des plans Q,BC, QB,C; est per-
» - pendiculaire au plan ADA,D,; la droite AA,P est donc normale &
- B,C; et par analogie & C,D,, D,B,. Par suite, la perpendiculaire ..
abaissée du sommet A du tétraédre T sur la face correspondante '
B,C,D, du téiraddre T; passe par le point P. "

"« 4 Tutorime. — Les faces de Uun’ quelcongue des tétraédres bilo-
~ giques T, Ty, Ty ét le plan d’homologie = forment un pentaédre complet
- orthocentrique; Uorthocentre coincide avec le' centre d’orthologie cor-
respondant au tétraédre considéré. L .

Car les faces a, 8, v, 5 du tétraédre T et le plan = forment un pen-

taédre complet. Le plan AA,PQ est normal aux plans a= BCD, = et

a leur intersection (a, 3) qui est I'aréte du pentaédre opposée au

sommet A = (B, y, 3). Le plan A,B,Q normal & Paréte CD = (q, B)

. passe par le sommet opposé (Y, 3, =) = (AB, AB,); donc le point Q

est commun aux plans menés par les sommets du pentaédre norma-
lement aux arbtes opposées. - A :

N

. 5. Cas PARTICULIER. TuEoREME. — Si'le tétraédre T et son tétraédre
. tangeniiel T’ sont bilogiques, le tétraédre T est isodynamique, et réci-
proguement. ‘ ’

. Puisque les tétratdres. T et T’ sont homologiques, par hypothése,
. :-.les plans BCD et B'C'D’, CDA et C'D’A’, DAB et D’A’B’, ABC
» - et A’B'C’ se coupent dans un plan =, D’autre part, les plans A'B'C
", " et D'A’B’ rencontrent I'aréte AB en un méme point C,, ¢e qui donne,
- dabord, | R ' s 3

ensuite, et par analogie, _ . g

a -~ éq’=bb’=‘cc.’."w /

L7 . Réciproquement, si le tétraddre T est isodynamique, il résulte

des conditions (1) que les centres A,, By, C;, A, B;, C; des cercles

! d’Arorronius des faces du tétraddre T relatifs aux arétes BC, CA,

. AB, DA, DB, DC sont situés dans un méme plan = (plan de LEMOINE)
qui rencdnt:.re,‘h 1a fois, les plans BCD et B'C’'D’, CDA et CD’A/,

'
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DAB et D’'A'B’, ABC et A'B'C/, ce qui achéve la démonstration du
théoréme. '

CoroLLAIRE. — Le second point de LEMOINE L® d’un tétraédre
,sodynamique T est situé sur hyperboloide des hauteurs, et récipro-
quement.

Car le point L se confond avec le centre d’homologie des tétraédres
T et T' qui sont de plus.orthologiques. '

44. TETRAEDRES ORTHOHOMOLOGIQUES. THEOREME. — Dans deuz
tétraédres orthohomologiques T = ABCD et T'= A’'B'C'D’, le centre
d’homologie S appartient aux surfaces de SarTIAUX (Z) et (T), et ses
plans podaires relatifs auz deux tétraédres sont paralléles au plan
d’homologie (P). ' .

Par hypothése, les plans des faces homologues des tétraédres T et T
se rencontrent dans le plan (P) et les droites AA’, BB/, cc, DD’
joignant les sommets homologues concourent au point S.

Lorsque le plan (P) se déplace parallélement & lui-méme, le point S
est un centre d’homothétie de tous les tétraédres T’ correspondants;
Pun de ces tétraddres se réduit au point S, et le plan (P) devient alors
un plan podaire relatif au tétra¢dre T. Donc le point S appartient &
la surface () de SarTiaux du tétraédre T. -

" A cause du rdle symétrique des deux tétraédres T et T', le point S
est aussi sur la surface (2') de SArTiAux du tétraddre T’ et le plan
" podaire du point S relatif & T' est encore paralléle au plan (P).

CoroLLATRE. — Le centre d’homologie S des tétraédres T et T se
confondavec les foyers des paraboloides de révolution inscrits auz tétraédres
T et T', dont les azes focauz sont normauz au plan d’homologie (P).

TutoritME. — Les symétriques du plan d’homologie (P) par rapport

. auz plans des faces du tétraédre T (ou T') déterminent un tétraédre
T,=A,B,C,D, (ou T, =A{BC{Dj) dont le centre d’'une des sphéres
tangentes aux quatre plans des faces se confond avec le centre d’homo-

. logieS. - -+ o ' .
" En effet, si le plan (P) rencontre les arétes AB, AC, AD du
- tétraddre T en B,, C,, D, la symétrie de ce flan avec ceux des faces .
AB,C,, A,CD,, A,D,B, du tétraédre T, par rapport aux plans ABC;

'+~ 'ACD, ADB montre, d’une part, que le point A’ coincide avec le centre

" d’une sphére tangente aux quatre plans des faces du tétraddre T, et,
d’autre part, que les plans A’ B,C,, A'C,D,, A’D,B, qui sont perpen-
diculaires respectivement aux»plahg ABC, ACD, ADB, bissectent

[

(') CL p. 163. . o L
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N

les diédres du tétraédre A,B,C,D, suivant les arétes B,C,, C;D,,

Le sommet A’ du tétraédre T" coincide donc avec le centre d’une
sphére tangente aux quatre plans des faces du tétraédre A;B.C,D,.
Dés lors, le point A’ étant équidistant des plans A,B,C, = A,B,C,,
A,C,D,=A,C,D,, A,D,B,=A,D,B,, la droite AA’, et par analogie,
les droites BB’, CC’, DD’, concourent au centre d’une sphére tan-
gente aux quatre plans des faces du tétraédre T, qui se confond néces-
sairement avec le centre d’homologie S des tétraédres T et T’. Pour
des raisons analogues, le point S coincide aussi avec le centre d’une

sphére tarigente aux quatre plans des faces du tétraédre Tj.

)

CoroLLAIRE. — Le centre S d’une des sphéres tangentes aux quatre
plans des faces du tétraédre T, (ou T}) appartient auz surfaces (3) et (X').
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Tuéorime. — Si deux tétraédres orthocentriques T = ABCD et
T' = A'B'C'D, dont les plans des faces sont perpendiculaires, se cor-
respondent dans une homologie de centre S, le plan d’homologie (P)
partage en deuz parties égales la dis

orthocentres H et H' dans U'homothétie (

tance des transformés de leurs

Désignons par p et p’ les projections orthogonales du point S sur
les plans perpendiculaires BCD et B'C'D’; par g celle du point r
sur le plan BCD, située dans le plan (P), et par m et m’ les symé-
triques du point S par rapport aux plans BCD et B'C'D".

Le plan du triangle rectangle Smm’ contient la droite pg; le point ¢
coincide avec le milieu de mm’ et, & cause des symétries invoquées,
le plan (P) passe par ce point.

D’autre part, le centre d’homologie des tétraédres T et T’ étant
situé sur les surfaces de SarTiauX de ceux-ci, les plans podaires = et =’
du point S par rapport & T et T’ sont paralléles au plan (P). De plus,
d’aprés un théoréme connu, les plans = et =’ coupent les droites SH
et SH’ au tiers de leur longueur & partir du point S. Les p

et m’ coincident doncavec les transformés dans ’homothétie (S,

des points de rencontre des plans paralléles & = et =’ menés par les
orthocentres H et H’ des tétraédres T et T’ avec les droites Spet Sp'.
Si I'on désigne par n et n’ les transformés des points H et H' dans la

mémé homothétie (S, —2—) , il en résulte que les droites mn et m'n’ sont

paralléles au plan (P). Ce plan, qui passe au milieu du segment mn?/,
bissecte donc nr', ce qui achéve de démontrer le théoréme.
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CororLaire. — Lorsque le centre d’homologie S est situé dans le
plan (P), celui-ci passe au milieu de la droite HH' des orthocentres des
tétrasdres T et T'.

N. B. — Ces théorémes constituent une extension au tétraédre de
celui de P. SonpaT relatif &-deux triangles orthohomologiques "

QUELQUES TETRAEDRES SPECIAUX

Aprés les tétraddres équifacial, orthocentrique, isodynamique,
involutif, dont les propriétés sont devenues classiques, il y a ceux
que P'on pourrait réunir sous la rubrique : Autres tétraédres spéclauz,
dont voici quelques exemples pris parmi les plus curieux.

45. TETRAEDRES TRANSMUTABLES. — Définition. Quand les arétes
d’un tétraedre T = ABCD vérifient les inégalités
1) b —dl<a< b4, [b—cl<a' <b+ec

et celles quon en déduit par des permutations circulaires, les
arétes opposées peuvent gtre permutées pour former un tétraédre
T" = A"B'C'D’, de volume V' ou un quadrangle plan dans lequel

BVICI/ —_ a/’ CIIA” —_ b” AI/BI/ ='cl’ DIIA” —_ a’ DIIBII .= b, DIICII = c.

1. Le TETRAEDRE T’ EST EFFECTIF. — Premier exemple. Etant
donné un triangle ABC dont les cotés BC, CA, AB ont pour mesures
a, b, c, les cercles d’Arorronius (A), (B), (C) des triangles CBA,,
ACB,, BAC, ayant un sommet commun avec le triangle anticomplé-
inentaire-A,B,C, du triangle ABC recoupent les médianes AA,, BBy,
CC, de celui-ci en Ay, By, C, et I’on obtient les égalités

AA,.AA, = 2AA, . AA, _2(AA 4+ AALAA)
—2(AA}+AB)=b+¢,

puis, par analogie,
BB,.BB,=c¢+4, CC,.CC= a*+ b
Si I'on pose . '
P4 d=d? tat=Db @+ b=c?

‘i1 est possible de construire un tétratdre T = ABCD d’artes opposées

(1) Mathesis, 1895, pp. 265-268.
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BC—-aetDA-—-a CA=bet DB=1V, AB=cet DC=(. En

2 effet, on a, d’abord, par exemple,

—d|<alb+¢
ou ce qm revient au méme
@ Vet+a—ya+ b’<a<\/c +ad+Va+ 8. (3)
Or, I'inégalité (3) est évidente et Iinégalité (2) équivaut aux

‘suivantes : v

vca' fbii\;r »bzr =<le—bl  etafortiori <a
a a

D’autre part, il est clair que

|b—ecj<a' < b+ec.

Enfin , .
(4) IV —d|<ad b+, o (5)
car l'inégalité (5) est évidente tandis que I'inégalité (4) équivaut aux

smvantes !
\/la"-{—c(\/c—I-a——\/a—}-b2 .
— ic——bl C+ b) <‘c_b,<\l/b2+c‘2.
Ve +a +Va + b =
ConcrusioN. — On peut donc echénger les arétes opposées a et a’

et, par analogie, les arétes b et ', ¢ et ¢’ du tétraédre T et obtemr
ainsi un second tétraddre T' = A”B”C”D"

CoroLLatre. — Les tétraédres T et T” sont orthocentriques.
Ca'r Ca4d —-b’+b”-c+ —a+b’+c'

SECOND EXEMPLE. THEOREME — Avec qualre segments rectl,hgnes
ayant pour mesures a, b, ¢, d, on construit les tétraédres
T,= 0,AB,C,, T,=0,A,B,G,,’ T,=0,A,B,C,, T,=0,AB_C,,
‘trirectangles en O,, 0,, O;, O,'et a'i}ant pour arétes
(0,A, =4, 0B,=b, 0,C;=c), (0,A,=Db, 0,B,=c¢c, 0,C,=4d),

- (OaA; = C, O,B, = d, O;Ca = a), (O‘A‘ = d, O‘B‘ =a, O‘C‘ = b).

On peuii toujours construire avec les segments rectilignes .

\, OA=B,C,, OB=A,C,, OC=A,B,
BC=B(C, CA=CA, AB=AB,
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un tétrasdre T = OABC dont les arétes opposées sont rectangulaires et
dont les faces sont des triangles acutangles.
1l suffira, par exemple, d’établir les conditions

) BC -+ CA > AB > [BC — CA,
(2) ~ OA+4OB>AB>|0A—OB]

Or, les triangles ABC et OAB ayant pour cdtés , .
a,=BC=\b+2,  =CA=\/@+td, ¢=AB=yd+¥,
4, =0A=\a@+ &, b=0B=\V+d, ¢ =AB=\/a"+ ¥,
on a, d’abord, ‘ . . ‘
VEFE+\VeF+a >atb>Va+ P =AB,

I\/b’-{" c’-—'\/c’-{— a’|=' (a+ b)“a-—b' < 'a__ bl < \‘/;q_'?;
Vi + Vet a

ensuite, A

. \,/a’+d*+\/b’+d’>a—|—b>\/a’+b’,

- : b).la—b| prRIIT

Va4 &E—\ b+ &= (@t <la—b|< Va*+ b
v \ | N7 AV la—b] <\

Les conditions (1) et (2) étant remplies et, par analogie, celles rela-

tives aux autres segments, le tétraédre T = OABC est complétement
déterminé. Les arétes opposées sont rectangulaires, car

f

BC+0A =a*+ b+ ¢+ d*=CA’+ OB*=AB*4 OC’, .

et les triangles de ses faces sont tous acutangles, le carré d’un quel-
conque de leurs cotés étant plus petit que la somme des carrés des
deux autres.

Avutres propriETEs DU TETRAEDRE T =O0ABC. TuforEME. —
La somme des carrés des aires O, A, B, C des faces du tétraedre T est
.égale & la demi-somme des carrés des aires des faces des tétraédres
T,, Ty, Ty, Ti. 7

D’aprés un théoréme connu, dans un tétraddre orthocentrique T,
on a

4(0° A+ Bt 4 C) = (aal)? + (bbi) + (aucl)™
Dans le cas présent, A

(aa}) = (0" + c?) (a® + di)’ (b} = (@+ ). (b + ),
(el = (@ + ) (¢ + &)
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de sorte que

W+N+W+G_2®BC+OCA+OAB .
+OAQ+Oma+OBQ)
£(0,B,C; + 0,C,A} + 0,A,B})

=(0,B,C; + O,C,A] + O,A,B} + A,B,C}),

I

R
2

car, dans le tétraédre trirectangle O,A,B,C,,

OBG+OCN+0AN=ABG

TutorimE. — Les bihauteurs qui correspondent auz arétes opposées
OA et BC; OB et CA, OC et AB du tétraédre T sont respectivement égales
aux hypotenuses des trois triangles rectangles ayant pour cétés de
Pangle droit les hauteurs 0,0] et 0,0, 0,0! et O 203, 0,07 et 0,0, des
triangles 0,B,C, et 0,B,C,, 0,C,A, et O CA,, OA B, et 0,B,C,, et réci-

proquement.

Car, en désignant par 845 20, ¢ les plus courtes distances des arétes = _
OA et BC, OB et CA, OC et AB (bihauteurs) d’un tétraédre ortho-
. centrique OABC, on sait que

430 = (a4 P B{?) (@ — 4 ) + (@l + b — ) (al — b2 + ).
Dans lg cas‘actuel, cette relation se réduit aux suivantes :

| bt a‘d?

B4 ta a4 d*

et des permutations circulaires convenables sur les lettres a, b, ¢, d
donnent les formules analogues pour &}, 32.

3 - B= = 0,07 4- 0,07,

TatortmE. — Le carré du volume V du tétraédre T équivaut a la
somme des carrés des volumes V,, V,, V,, V, des tétraédres T,, T,, T,, T..
Le volume du tétraédre orthocentrique T étant égal au sixiéme du
produit de deux arétes opposées par Ieur plus courte distance, on
obtlent en vertu des égahtes (3),
\b!ca a2d2 )

2 __ 2 (p2 2 2 .
30V mate = (B (@ 8- (I L
- o ’b’c! + b202d2 + aibﬁdﬂ + c’ald’, .

ce qui revient &
(4) ' Vi=Vi+Vi+ Vi+ Vi

et la proposition est démontrée.
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N. B. — L’égalité (4) constitue une extension du théoréme de
PyTtuacore relatif & un- triangle rectangle au tétraédre orthocen-
triqie OABC dans lequel on constate que les faces ABC, OBC, OCA,
OAB sont égales aux bases A,B,C,, A,B,C,, A;B,C,, A .B.C, des tétra-
&dres trirectangles T,, T,, T;, T, qu’on lui associe.

Plus généralement, étant donné un tétraédre orthocentrique
T = ABCD, d’orthocentre H, dont les faces sont des triangles
acutangles, si on le borde des tétraédres

T,=A,BCD, T,=B,CDA, T.=CDAB; T,=D,ABC

trirectangles en leurs sommets A,, B,, C;, D, situés sur les.hauteurs
AA,, BB,, CC,, DD, du tétraédre T, on obtient les propositions’
suivantes : { .

~ TutoriMe. — La somme des carrés des aires des faces du tétraédre T
est égale a la demi-somme des carrés des aires des faces des tétraédres T,
Car dans chacun des tétraédres trirectangles T, les carrés des
aires des faces BCD, CDA, DAB, ABC sont égaux & la somme des
carrés de celles qui se rencontrent aux sommets A, B, C,, D,.

Tutorime. — Le carré du volume V du tétraédre T équivaut d la
somme des carrés des volumes V, des tétraédres T,.

Si I'on désigne par D,, D, les points ot la hauteur DA’ du triangle
BCD rencontre le cété BC, le cercle BCD et la sphére (O, R) circons-
ccrite au tétraédre T, le triangle DD',A,,. rectangle en A,, donne

(5) A’A} = DA'.A'D, = _;_ DA’.A’'D, = A'H. A'A,

car A,A’ = 2A’H, A, étant le point our la hauteur AA’ recoupe la
sphére (0, R).

D’autre part, 'les tétraédres T, T,, HBCD ayant une hase
¢ommune BCD, leurs volumes sont proportionnels & leurs hauteurs
AA, AA,, AH et, en vertu des égalités (5), le volume du tétragdre T,
est moyen proportionnel & ceux des tétraédres T et HBCD. La méme
‘relation a lieu pour les tétraédres T,, To, T, et les tétraédres T et
HCDA, T et HDAB, T et HABC. Donc -

V24 Vi4 Vig Vi=V.(HBCD 4 HCDA 4 HDAB + HABC) = V?,
et le théoréme est démontré.

AUTRES PROPRIETES DU TETRAEDRE T”. GENEraLiTEs. — Les
droites joignant le sommet D d’un tétraddre T,= DA,B,C; aux
milieux A, B, C des cétés B,C,, C;A,, A;B, déterminent un tétraédre
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lettres I, m, n; ces bimédianes sont les transformées des ar8tes DA,,
DB, DG, du tetraédre T, dans les homothéties de centres A, B,
Cet de rapport —% :
1° Soient 0y, 03, 05 les-angles des faces des tri¢dres égaux de sommets

. D et G des deux tétraddres T, et GA, B,C,. 11 résulte des relations

S

. * B = DB} + DC3—2BD,..DC, cost
B,Ci=2DB. 4 2DC,—4DA"
et de'leurs analogues que

1) 4mncosbi—a —a?, 4nlcosO,=b‘—-b’ 4lmcos 9, = c*—c.

Le volume V du tétraédre T étant le quart de celui du tétraédre T,,

@ v_ izmna—-

A est le sinus des tnédres egaux D (A B,C,), G (AB,G), de telle

sorte que

(3) A’ =1— cos’ 0, — cos® 9, — cos® 6, -} 2 cos 6, cos b, cos 6.

298i I'on désigne par 0,, 0,, 6. les angles des couples d’arétes opposées
BC et DA, CA et DB, AB et DC du tétra¢dre T, en égalant deux

" expressions de Paire du parallélogramme B,CB C on obtnent la

relatlon
B.C, .B;g; sin b, = _;__B,B’, .C,C}sin 0,
et il en résulte que '
. / sin 0, . bY si o
. (4) sing, = 5‘.‘_‘.’5_319;_, sini 6, = 28’15 O ginp, = cc;;: (]

30 Si d,, d,, d. sont les plus courtes distances des argtes opposées
précitées du tétraédre T, on sait que '

(5) | -V = %- aa'd,sin 6, = _16_ bb'd, sinp, = % cc’dc sin §,,

et I'on en déduit, par fapprqchement dvec les relations (4), que °

(6). ‘ A L ff‘ S;n 9‘ .= dbs'i,f. 0, — dc si‘n 9? —_ A.

T= — DABC. dont on (iesxgne les bimédianes A,A, B,B;, c ,C{ par les’

QAZ [( ‘“)(b"—b’)(c —c)cose,cose,cos%] ;!
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Or, d’aprés un théoréme connu,
2

" " sin, sinf,sin 6, = _i_,,

si )’ est le sinus du triédre supplémentaire du triédre D (A,B,C,).
Donc, en vertu des égalités (6), .

(8) dd,d, = AN lmn. .
‘40 Lorsciue 0,=0,=20,=86, :

. ' , 1
9) §2=$=i=_i&—='_1— [17-(3—-200s9)cos’0]’.

Il m n sinG sind
Dor’xc, si le tétraédre T, est trirectangle en D,
) do=1 d=m d=n
Lorsciue'le tétraddre T= ABCD est orthocentrique et que

on a
aa’ _ bb e 6V

P = - - ‘—:_";
sinf, sin®, sinb; A

dans cette hypothése, les rayons
6V 6V 6V

TR T PT

~des cercles circonscrits aux faces DB,C,, DC,A,, DA,B, du tétraddre T,
sont inversement proportionnels aux médianes DA =a, DB = v,
DC = ¢’ de ces faces. S
\ A'pplication au tétraédre T'. 1l résulte de ces propriétés que nous -
venons de démontrer que les bimédianes a,af, b,bi, c,c; du tétraddre T”
sont égales a celles A,A;, B,B;, C,C du tétraddre T et forment au
centre de gravité G” du tétraédre T’, un trizdre dont les faces sont
égales aux suppléments des faces 0y, 0, 65 du tétratdre G (AB,C).

“Donc si V¥ et A" sont le volume du tétraédre T" et le sinus du triddre
G'albic], il résulte des formules déja démontrées, que .

A" =1 — cos® §, — cos® B, — cos® §; — 2 cos 0, cos 8, cos Os.
‘ A? — A" = 4 cos 8, cos 0, cos 03,
1) Vi—Ve— % Prin?(A?— A™) ='-;i Pm?n? cos 8, cos 8, c0s 0,

I/

.1%_4 (a— a?) (b — B) (¢ — ).
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Dans le cas particuiier ou 8,4+ 0+ 0, ==,

(12) " A*= 4 cos 8, cos 0, cos b, V= % Imn (cos, cos,cos6;)* .

2. Le TETRAEDPRE T” DEGENERE EN UN QUADRANGLE PLAN A’B"C'D”
— Dans le cas particulier que nous venons d’invoquer, et si les
_tétragdres T et T” sont transmutables,

' 1

"—0 V'=0, Vi=_—_—(a”? 2) (b2 o\ 12 5
(13) A ’ ) —144(7 - a?) (b — %) (c*—¢*),
le tétraédre T” dégénére en un_quédranglé plan A"B"C'D".

EXEMPLE REMARQUABLE. — Il s’agit du tétraédre T =ABCD
associé a4 un tétraddre équifacial T,==DA,B,C, dans lequel les

faces 6, — B,DC,, 6, — C,DA,, 8, = A,DB, sont les angles A, B, C . '

du triangle formant la face ABC du tétraédre T ainsi que les angles
A,, B, C, et A,, B,, C, des triangles A,B,C, et A,B,C,. Les arétes
opposées DA, et B,C,, DB, et C,A,, DC, et A,B, étant égales entre
elles, le tétraédre DA,B,C; dont les sommets A,, B;, C, sont confondus
avec ceux du triangle anticomplémentaire du triangle A,B,C, est

trirectangle en D et son transformé GABC par 'homothétie (G,,, %)

est trirectangle en G. Les médianes AG,, BG,, CG, du tétraédre T
sont donc rectangulaires deuz d deux en son centre de gravité G.
Soient m,, m,, m, les médianes AA,, BB,, CC,; du triangle ABC. On

a I’ensemble des relations ,
(14) DA,=B,C,=2a, DB,=C,A,=2b, DC,=A,B,=2c,
(15) AAi= LDA,=a, BB{= 7 DB~} CC=3DC=c
(16) DA =a'=2m,=AA, DB= ¥ =2m,=BB,
s DC = ¢ = 2m,= CC,. o
Voici d’autre part, les propriétés suivantes du tétraddre T
12 On a les relations ’
a4 b4 *=3(a*+ b 4 o),

Vi= % a*b*c® cos B, cos 0, cos 0; = E%Z (q”—a’) (b2 —b?)(c*—¢?).

La premiére relation se déduit des égalités (14) & (16); les autres,
qui proviennent des formules (12) et (13), expriment aussi que le
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volume du tétraédre T est double de celui du tétraédre équifacial cons-
truit sur le triangle ABC.

20 Les parallslogrammes B,C,B{C], C,A,C/A;, A,B,A{B; sont équi-

" palents au triangle ABC et une de leurs hauteurs est égale @ une des

hauteurs de ce triangle.

En effet, dans le cas actuel, les angles 6', 0., 0; des diagonales de
ces parallelogrammes étant égaux aux angles A, B, C du triangle ABC
ou & leurs suppléments, il résulte des égalités d’aires

% B,B!.C,C!sin 6, — % be sin A = aire ABC,

que la hauteur C{C{ du parallélogramme B,C,B{C| relative & la
base B,C, est égale & la hauteur AA’ = & du tnangle ABC.
30 On a la relation
A4 B* 4 C = 11D?

\

entre les carrés des ar,res des faces du tétrasdre T opposées aux sommets
A, B, C, D.

D’aprés un theoréme connu, dans tout tétraédre,
4(A® + B* 4 C* + D?) = (ad sin6,)* 4 (b¥' sin e,,)" + (cc' sine,)
Or, dans le cas présent, .

4D = 4B,C,B{C;{ = aa’ sin b, = bb’ sin 6= cc smec,

donc

A*4+ B4 C'4 D*= 12D

40 Les plus courtes distances des arétes opposées sont égales a la moitié
de la hauteur DD, du tétraédre T (ou au diamétre de la sphére inscrite
au tétraédre DA,B,C,).

En effet, en vertu des relations (6),

A al 3V 1

dl= = — == " =—DD =d =dc'
® sinh, sinA  besinA 2 o N
D’autre part, le tétraédre DA,B,C, est equlfaclal la hauteur DD,
vaut deux fois le diamétre de la sphére inscrite.

50 Les angles 0,, b,, 0. des arétes opposées du tétraédre T sont égaux
respectivement & U'un des angles formés par les médianes AA,, BB,, CC,
avec les cétés correspondants BC, CA, AB du triangle ABC et on a la
rélation

cotg 6, + cotg6, + cotg 0.=0.
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Cela résulte de ce que, en vertu du 19,

N. B. — Les hauteurs B,By, C,C{, AA{" des parallélogrammes
B,C,B/C;, C,A,C/A,, A,B,A{B] relatives aux bases B,C, CA], AB;
ont pour mesures
BB — LB/ sing, = Lasino,=2, co=2, Aar=2.

2 2 m, m, m,
6° Le parallélépipéde (P) dont chacune des faces contient une aréte
du tétraédre T est équifacial et circonscrit & la sphére inscrite au té-
traédre T,= DA,B,C,. ‘ '

En effet, les hauteurs du parallélépipeéde circonscrit (P) sont égales
aux plus courtes distances des arétes opposées du tétraédre T et le
centre de symétrie de (P) coincide avec le centre de gravité G des
tétraddres T et T,. Or, celui-ci se confond avec le centre de la sphére
inscrite au tétraédre équifacial T, dont le rayon est le quart de la
hauteur DD,, ¢’est-a-dire la moitié des plus courtes distances d,, d,, d,
des arétes opposées du tétraédre T. ' o

70 Si Pon permute les arétes opposées DA et BC, DB et CA, DC et AB
du tétraédre T, on obtient un quadrangle plan A"B"C'D" dans lequel

BIICII= 2m¢’ CIIAII= Zmb’ AIIBII= 2m¢, D!IAII= a’ DY/BII= b’ DI/CII =‘c’

et dont le sommet D" coincide avec le barycentre des sommets A', B', C',

et réciproquement.
D’abord, les relations (1) sont vérifiées, car on a

|’ —¢/|=|BB,—CC,|< AB4-B,A—(CA+AC,) < |[AB—AC|< BG,...
[b—c|=|BA,—AB|< AA,=DA=d,... o
De plus, D - -
e ‘ 01+0:+03=A+B+C=7c.
. N. B. — Cette propriété constitue un complément au probléme
des transmutations des éléments d’un triangle; en construisant le

quadrangle A’B'C'D" avec les cOtés et les médianes d’un triangle
acutangle ABC, on obtient au moyen des transmutations prévues le

-tétraddre spécial T= ABCD.

\

46. TETRAEDRE 150GONE GENERALIsE. — 1. Si Fon considére un
tétraddre ¢ = a’b'c’d’ cirdonscrit & une sphére (i) tangenté aux plans
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ved, dda,ddt,a'b'c ena,b,c,d, tel que les droites ad’, b¥/, cc’, dd’
soient concourantes (tétraédre isogone), et que I'on transforme les
¢éléments de cette figure par polaires réciproques relativement a
une sphere (F), de centre F, la sphére (i) devient une quadrique de
révolution Q dont le foyer principal coincide avec le point F, les
tétraédres ¢ et t=abcd deviennent respectivement un tétraédre
T = A’B'C’'D’ inscrit & la quadrique Q et son tétraédre tangen-
tiel T = ABCD. Le tétraédre isogone ¢’ et le tétraédre isodynamique ¢
étant homologiques, il en est de méme de leurs polaires réciproques
. T’ et T, et réciproquement.

D’autre part, les sommets A,, B,, C,; D, du tétraédre podaire T,
du.point F par rapport au tétraédre T étant les inverses des sommets
a, b, ¢, d du tétraédre ¢ par rapport & (F ), le tétraddre. T, est isody-
namique comme ¢, et réciproquement. Le tétraédre T; du second
foyer F’ de-la quadrique Q est également isodynamique, car il est
homothétique au tétraédre dont les sommets sont lés inverses de
ceux du tétraédre T, dans une inversion de pdle F. D’ou cette pro-
position : ‘

Si un tétraédre T circonscrit & une quadrique de révolution Q est
komologique avec le tétraédre ayant pour sommets les points de contact
des plans des faces du premier avec la quadrique, les tétraédres podaires
des foyers T et F' de celle-ci, par rapport au tétraédre fondamental,
sont isodynamiques, et réciproquement.

2. Silon désigne par a,a’, b, b/, c, ¢’ les mesures des arétes BC, DA,
CA, DB, AB, DC de ce tétraédre spécial T et celles des diédres sui-
vant ces arétes, par « et o/, § et B, y et ' les projections orthogo-
nales du foyer F de la quadrique sur les arétes opposées BC et DA,
CA et DB, AB et DC, on obtient, de proche en-proche,

BC.Fe.DA.Fd=— 9% .DA,.BC, =2A-B.C.D p, B,

sinasin a’ 9Vv?
=k.DA,.B.C,=k.DB,.CA,=k.D(C,.AB,
car Fa=D,A sina,  .Fa'=B(, sina’. -

Par suite, les produits FBC.FDA, FCA.FDB, FAB.FDC des aires
des triangles ayant pour sommet commun F et pour bases deux arétes
opposées du tétratdre T sont égaux, ainsi que les produits des sinus des
angles sous lesquels deux arétes opposées sont vues du point F.

Enfin, si 'on représente par (z, ¥, 2, t), (¢, i/, Z, 1) les coordonnées
normales absolues des foyers F, F’ de la quadrique Q par rapport
au tétraddre T, par A”, B", C’, D’ les projections orthogonales des

, points A’, B, C’, D’ sur les plans BCD, CDA, DAB, ABC, et que I'on
’ 7
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pose
. xr =yy =@ =t =1,
on constate que
xt(x—l- .'12,) AN = )\._]3__‘_15: = L’B(t + t') . D'D'/,
yz(y +y').BB'=1.B.Ci =2y (z + 7).C'C,

car les i)oints A/, B’, C’, D’ divisent les distances des sommets corres- ’
pondants des tétraédres podaires des points F et F’ dans les rapports-

z:7,y:y,z:7, t: 1.

Dés lors, les trois produits de quatre des coordonnées normales
absolues des points de contact'A’, B’, C', D’ de la quadrique Q avec les
faces du tétraédre T, convenablement associées, sont égauz entre eu:

47. TETRAEDRES BILOGIQUES PARTICULIERs. — Il s’agit, par :_:A
exemple, du tétraddre particulier T= ABCD pour lequel les per- '

pendiculaires abaissées des centres des sphéres (I, r4), (I, r), (Is 7o),
(14 rs) inscrites dans les tri¢dres tronqués sur les plans des faces
opposées sont concourantes, de sorte que les tétraédres T et
- T,= LLLI, sont bilogiques. -

1..Si les perpendiculaires abaissées des points I, et I, sur les plans
. des faces BCD et ACD se rencontrent, le plan qui les contient est
perpendiculaire & I'aréte CD; par suite la droite L], est perpendiculaire
2 CD et, se trouvant dans le plan bissecteur extérieur du diédre CD et
perpendiculaire  son aréte, elle est perpendiculaire au plan bissecteur
intérieur de ce diddre CD. Comme la droite LI, se trouve dans le plan

bissecteur intérieur du diédre AB, les plans bissecteurs intérieurs. . -

des diédres AB et CD sont perpendiculaires ainsi que les droites 1.1,
et 1,1, qui leur sont respectivement perpendiculaires et I'intersection
de ces deux plans bissecteurs, qui passe par le centre de la sphére
inscrite (I, r) au tétraédre T, se confond avec la perpendiculaire
commune aux arétes opposées LI, et I.I, du-tétraédre. T,. Ces pro-

priétés ayant lieu pour les autres couples d’arétes, on en déduit cette

proposition: ' . . . .

Le tétraédre T, est orthocentrique, son orthocentre étant confondu
avec le centre de la sphére inscrite au tétraédre T. ’

Par suite, comme les droites AI, BI, CI, DI sont aussi perpendi-
culaires. aux plans des faces du tétraédre T" = A"B"C'D" dont les
sommets coincident avec les points de contact de la sphére (I, r) sur
les faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T, les tétraédres T, et T
sont homothétiques et le tdtraédre T" est aussi orthocentrique, son ortho-
centre H' étant le transformé du point 1 dans cette homothétie.
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En conséquence, des égalités

(1) DA™ =D 4 IA™ —2ID".IA" cos (=—a) = 2r*(1 4 cosa),
B/C” = 2r*(1 + cos '), Wi=2r’(1+ cos b),
C'A"™ =27 (1 + cos b)), D'C™ = 2r*(1 + cos c),
A'B” = 2r*(1 + cos¢),
résultent les relations '
(2) cos a + cos a’ = cos b + cos b = cos ¢+ cos ¢
entre les cosinus des diédres du tétraédre T, lesquelles entrainent
nécessairement les égalités
W’-I—’W’=E’-’f_\7ﬁ .{_.—]5'—’]—3—"2 — AB” 4 D,
Coordom:zées du point H". — Les coordonnées tétraédriques nor-

males du point A" par rapport au tétraddre T sont telles que

14 cosd _1+cosh _1+4cosa_ 1

—— = —

r

_——— =

x z
et les hauteurs A"H’, B H’, C'"H", D’H" du tétraédre T' ont pour
équations ]

y—r(l4 cos ¢’) = z—r(1 4 cos b) t—r(1 4 cosa),
a:——-.r(1+cosc’)=z——r(1+cosa’) : t—r(1 + cos b),
z—r(1 4 cos ¥)=y—r(1+ cosa) t—r(1+ cosc),
z—r(1 4 cosa) =y—r(1+ cosd) )

o~

I
n
~
—
-
+
[«}
=]
7}
R/

Ces quatre droites passent par H" et les coordonnées de ce oint sont
q passent par p

1+ cosc’ + cosb'4-cosa), Y= % (14 cosc’ + éosa’ + cosb),

x=_r_
2.
2= —;— (14 cosb’ 4 cosa’+ cosc), t= 7;—(1-{— cosa-+ cos b cosc).

~ 2. Puisque les plans BCD, CDA, DAB, ABC sont perpendiculaires
aux rayons A'I, B, C'I, D'I de la sphére {1, ), les -plans menés
par les points I, L, I, L parallélement aux premiers, sont tangents
a la sphere (I, ) circonscrite au tétraédre T, homothétique au
tétraedre ‘T", et I'orthocentre H’ de ce dernier est sur la droite 1,1
qui coincide avec les droites ’EULER des tétraédres T, et T'. . '
Les -ceritres d’orthologie de ces tétradédres sont donc ‘confondus
avec les ceritres 1et 1, de ‘leurssphérés"circonséﬁtes‘.- -
D’autre part, les distances du centre S d’homothétie des
tétraddres T, et T’ aux plans des faces du tétraédre T étant propor-
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'f’ - tlonnelles Arg, Ty Ty Ty 1€ pomt S coincide avec le conjugué isogonal, .
¥ ''par rapport au tétraédre T, du centre de lellipsoide de NaceL de

ce tétraddre. , . '
L © 3. Soient (H) Phyperboloide des hauteurs du tétraédre T, (H,)
25" . IPhyperboloide ayant. pour génératrices les droites AA", BB’, CC’,
DD’, (H) celui. dont les génératrices sont les droites AA,, BB,, CC,,

DD, qui joignent les sommets aux points de contact des sphéres

P (Ios 7o)y (Ipy 1), (L, 1), (I.,, ry) sur Ies faées opposées du tétra¢dre T
Yeo intérieurement A celles-ci. '

Les tétraddres T et T, étant blloglques, il est clair que la droite I,1I
T rencontre, & la fois, les quaternes (AA,, BB,, CC,, DD,), (AA", BB,
w: ©  CCr, DD"), (AA,, BB,, CC,, DD,), et on en déduit que:
. Le centre 1 de la sphére inscrite au tétraédre T, est situé sur les trois
. hyperboloides (H); (H,), (H,) qui ont une génératrice commune 1,1.

i ,
.. N.B.—Comme le centre de la sphére (I,7) est sur (H), on peut
4 .. ajouter que les" plans menés par le point I perpendzculalrement auz
* arétes dutétraédre T coupent les arétes opposées en siz points coplanaires.

4. Le tétraédre T, étant orthocentrique, ses hauteurs II,, II,,
11, 11, qui sont confondues avec les droites 1A, IB, IC, ID, forment
un quadraréte orthocentrique, c’est-a-dire.tel que le plan contenant
deux de ces droites est perpendiculaire au plan des deux autres. Le
point 1 est donc situé sur la biquadratique de ScuréTER B du tétraédre T,
intersection commune des trois hyperboloides orthogonaux lieux
des arétes des diédres droits passant par deux arétes opposées, et de
Phyperboloide (H).

AuTREs EXEMPLES. — En procédant comme nous venons de le
faire pour les tétraédres podaires des centres I,, I;, I, des sphéres
des combles d’un tétraédre T == ABCD, quand elles existent, on

« constate que si 'un de ces tétraédres podaires est orthocentrique; le
tétraddre T, = I III, est orthocentrique et les tétragdres T et T,
sont bilogiques, mais leurs sommets correspondants sont alors ceux

. qui sont alignés sur le centre de la sphére considérée.

T D’autre. part, la somme des cosinus de deux diédres opposés est la
" méme_pour deuz: couples, égale et de signe contraire pour le troisiéme,
“ et le cenire. de ld sphére des conibles considérée est situé sur l’hyperbo-

" loide (H) et sur la biquadratique B. + . <. -
AT Enfin lorsque lé tétraddre podaire de’ l'un ces’ centres I, des 8p11éres
.‘;."; exmscntes dan3 les tnédres tronqués d’un tétraddre T est orthocen-:
’ " trique, il.en est .ainsi pour le tetraédre T,= 11 !I,I;, et les tétraddres
T et T, sont bllogxques i L . o
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" Dans ce tétradédre spécial, les'di/férences des cosinus de deuz disdres
opposés sont égales ét le centre considéré I; appartient a Uhyperbo-

lotde (H) et & la biquadratique &. ) ,
Ainsi, lorsque A;, B;, C;, D, sont les contacts de la sphére (I, 7.)
_avec les plans BCD, CDA, DAB, ABC, les conditions

|cos a — cos @’| = |cos b— cos b'| = |cos c—cos €'},
expriment que le tétraédre A;B,C;D, est orthocentrique et si, de plus,
' 1 = cosa + cos b’ + cosc,

ce tétraédre est trirectangle en A, le tétraédre T est équifacial et
réciproquement. '

GENERALISATION. — Pour que le tétraédre podaire A’B"C'D" d’un
point P, par rapport & un tétraédre T= ABCD soit orthocentrique,
il faut et il suffit que I’on ait - , |

2 2 2 ;] 2 3
AI/B! + D!/C(/ J— AI/CI/ + D!/BII — AIIDU +BVCI/ ,
ou, avec les notations usuelles, les égalités

xy cos ¢ + 2t cos ¢ = 2z COS b’ + yt cos b = xt cos a + yz cos a,

représentant, Iéquation en coordonnées _‘tétraédriques normales

rapportées au tétraddre T, d’une biquadratique’ qui st réduit & la
. biquadratiqué de SciroTER quand le point P coincide avec le centre

d’une dessphéres quadritangentes du tétraédre fondamental, et si

=+ cos ¢ &+ cos ¢ = —=.cos b == cos b’ = == cos a == cos a.

47'. TETRAEDREs sUPPLEMENTAIRES. — 1. 'Définition. — Deux

_ triédres ‘supplémentaires D(zyz) et D(#'y’z) étant coupés par un

plan arbitraire (P) qui rencontre les arétes Dz, Dy, Dzen A, B, C

et les arétes Dz, Dy, Dz, en A’, B, C’,.on peut dire que le tétragdre
(D)= DA'B'C’ et le tétraddre T= DABC sont supplémentaires.

Au tétraddre T peuvent &tre associés quatre tétraédres supplémen-

taires (A), (B), (C), (D)= DA'B'C’, de sommets A, B, C, D, dont

" les faces. opposées a ces sommets sont dans les plans BCD, CDA,
DAB, ABC.’ ' '
~ Cette configuration constitue une analogie avec .celle qui est
formée par deux triangles afy et of’y’ dont les bases gy et @'y sont -
-alignées, les cbtés ay et af’ étant rectangulaires ainsi que af et ay'.
" 2. Les, triangles des faces ABC et A'B'C’ -des -tétraédres T et (D)

sont. bilogiques. .
Les plans. DAA’, DBB’, DCC’ coincident avec les plans hauteurs
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_des tétraddres T, (D) et passent par une méme droite DM qui ren-
-contre le plan (P) eri un point M en lequel concourent les droites
AA’, BB/, CC'. ' ' "

‘D’autre part, si I'on désigne par D’
commune 4 T, (D), le plan A’DDY, perpendiculaire & la fois aux plans

DBC et (P), est normal & I'aréte BC; de sorte que A'D’ et, par ana- "

logie, B'D’, C'D’ sont perpendiculaires & BC, CA, AB. Les triangles
ABC,- A'B'C’ sont orthologiques, ce qui achéve de démontrer le
théoréme. ‘
CoroLLAIRES. — 10 Les trois produits .
"D'A’-D'A, D'B’-D'B’, D'C’-D'C’
des distances du point D' auz sommets du triangle A'B'C’ et auz
projections orthogonales de ces sommets sur les cotés BC, CA, AB du
triangle ABC sont égauz et négatifs. .
Car le triangle DA’A’, par exemple, est rectangle en D, ce qui
donne, d’abord, :
' 2
’

D'A’.D'A” = D'B’-D'B’ = D'C’-D'C'=—D'D

ensuite, symétriquement,
 DA-D'A"=DB-DB"=DC.DC"= —DD,
A", B”, C" étant
C’A’, JAIB/' .
CONSéQUENCES.‘
réciproques par rap
imaginaire \/ —~D'D’ ils sont donc homologiques.
. Cette homologie permet de dire que les points de rencontre des
plans DB'C/, DC'A’, DA’B’ perpendiculaires aux arétes DA, DB,
DC.avec BC, CA, AB sont alignés ('). La méme propriété a lieu
lorsque le sommet D est remplacé par un point. quelconque de la
droite DD, car cette configuration est la transformée de la premiére
par une homothétie de centre D’. Enfin la collinéarité a lieu en par-
tant d’up point arbitraire situé sur I’hyperboloide des hauteurs

du tétraédre T (%).
_ 90'On a la relation
W D'M.D'M = — D'D*

’

les projections orthogonales de A, B, C sur B'C/,

" 'Les triangles ABC et A’B'C’ sont polaires
port & un cercle de centre réel D’ et de rayon

-

|t} Scmenxen, AMP, (3), x1v-189; Mathesis 1909-127.
(% Cr. SERvaAIs, BB, 1921-61. .

le pied de la hauteur DD’.
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entre les distances du point D’ au centre d’homologie et a Uaze d’homo-
logie (d) des triangles ABC et A'B'C.

Les droites joignant le sommet D aux points (BC, B'C’), (CA,
C'A’), (AB, A'B’), qui coincident avec les intersections des plans
DBC et DB'C’, DCA et DC'A’, DAB et DA'B’ sont perpendiculaires
aux plans DAA’, DBB/, DCC/, et par suite & DD". D’autre part,
elles appartiennent & un plan (Q) normal 3 DM en D qui coupe le.
plan (P) suivant la droite (d), et MD’_en M. La droite DM, située
dans le plan (Q), est donc perpendiculaire & MD’ puisque (d) est
orthogonale & DD'. Dés lors, on obtient la relation (1).

3. Si un segment arbitraire DE se projette orthogonalement en Da,
Db, Dc sur les plans des faces DBC, DCA, DAB d'un tétraédre
T = ABCD, les plans perpendiculaires d ces faces menés par les iso-
gonales Da’, Db, D¢ des droites Da, Db, ‘Dc dans les faces corres-
pondantes ont une droite commune confondue avec lisogonale DE’
de la droite DE par rapport au tétraédre supplémentaire T = A'B'C'D’,
" et réciproguement.

Lemme. — Les plans menés par les bissectrices des faces DBC,
DCA, DAB du tétraédre T perpendiculairement a ces faces ont une
droite commune confondue avec Uaze du tétraédre supplémentaire T’
correspondant au triédre D—A'BC. ‘

En effet, il est clair que le plan mené par la bissectrice Dd de la
face DAB, par exemple, perpendiculairement a celle-ci, passe par
Partte DC' et que les arétes DA, DB, DC sont perpendiculaires
aux plans des faces DB'C/, DC'A’, DA’B’ du tétradédre T'. Par suite,
Jes paralléles & DA et DB menées par un point arbitraire F de la
bissectrice Dd, qui rencontrent DB et DA en N, et N,, sont per-
pendiculaires aux plans DB'C’ et DC'A’ en des point F, et F,, et
les triangles rectangles égaux DN,F,, DN,F, donnent

FF, = FN, 4 N,F, = FN, + N,F, = FF,,

* ce qui prouve que le point F, équidistant des plans DB'C’ et DC'A’,
est situé dans le bissecteur du diédre DC'. La démonstration s’achéve
par des conclusions analogues relativement aux faces DBC, DCA
de T.

Dés lors, le théoréme provient de ce que les plans (DA’, Da)
et (DA’, Da’), (DB’, Db) et (DB’, DY), (DC', Dc) et (DC’, Dc) sont

. symétriques par rapport aux bissecteurs des diédres DA’, DB/,
DC’ du tétraddre T'. Les plans (DA, Da’y, (DB, Db, (BE, Dc')

ont une droite commune qui coincide avec I'isogonale DE’ de la
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droite donnée DE, par rapport au tri¢dre D— A’B'C’ du tétraédre T',

et réciproquement. :
Méme conclusion en prenant T’ comme tétraédre fondamental.

COROLLAIRE. — L’isogonale de la hauteur DD’ du tétraédre T[T'],
par rapport au triédre D(A'B'C), [D(ABC)], coincide avec la droite

qui joint le sommet D au centre de la sphére’circonscrite au tétraédre '3

T[T'], et réciproquement. .
Car la hauteur DD’ des tétraédres T et T’ est commune aux plans

_menés par les hauteurs DA,, DB,, DC, des faces DBC, DCA, DAB '

perpendiculairement & ces faces. D’aprés le théoréme précédent,
les plans normaux aux mémes faces et passant par les isogonales
DA/, DB;, DC;, dans ces faces, de DA,, DB,, DC,, ont une droite
commune qui- coincide avec I'isogonale de la hauteur DD’, par rap-
port. au_trieddre D—A'B'C’, et réciproquement. Or, les plans (DA,

DD’), (DB;, DD, (DC;, DD’) .concourent au centre O de la sphére. . i3
ABCD. Par analogie, I'isogonale de DD’, par rapport au ‘triedre /3

D — ABC, coincide avec la droite DO’ joignant le sommet D ap centre
O’ de la sphére DA’B'C'. 11 en résulte que les droites qui joignent
les sommets A, B, C, D du tétraédre T aua centres des sphéres circons-
crites auzx tétraédres supplémentaires (A), (B), (C), (D) sont quatre
génératrices d’un méme systéme d’un hyperboloide (H') qui se confond
avec U'isogonal de l’hg{perboloide des hauteurs (H) du tétraédre fonda-
mental T. ) ‘ o

4. Les sphéres podaires de tous les points de la droite DO (DO’),
par rapport au tétraédre T'(T), passent par le pied D’ de la hauteur
DD’ commune aux tétraédres T et T'. ‘

En effet, d’aprés le corollaire précédent, le second foyer de la . .

quadrique de révolution inscrite au tétraddre T/(T) dont le premier
foyer est sur DO’(DO) est situé sur la hauteur DD’ de T et T', de
sorte que la sphére principale de cette quadrique passe nécessai-

‘rement par le point D'.

CoroLLAIRE., — Le tétraédre podaire du point de rencontre J'(J)
de la droite DO’ (DO) avec le plan (P), par rapport au tétraédre T(T’),
est homothétique au tétraédre T'(T). -

Car les projections orthogonales des points J et J' sur les plans
DB'C/, DC'A’, DA’B’ et 'DBC, DCA, DAB déterminent deux plans
paralleles "au. pvla,n (P). - . w

5. TETRAEDRES SUPPLEMENTAIRES ORTHOCENTRIQUES. — Si le
tétraédre T est orthocentrique, il en’ est de.méme de son supplé-
mentaire (D)= DA’B’C/, et réciproquement. - o :

. -
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En effet, si le tétraédre T est orthocentrique, les traces des plans
ADA’, BDB', CDC’ sur le plan (P) coincident avec les hauteurs
du triangle ABC, et comme celui-ci est polaire réciproque du triangle
A'B'C’ par rapport & un cerclé centré-en I'orthocentre D’ de ABC,
les triangles ABC et A'B'C’ se correspondent dans une homothétie

de centre D’ dont le module

E_C_ 4R%cos A cos B cos C
BT D

provient de ce que les points B’ et C', par exemple, sont les trans-
formés de B et C, B’ et C' dans les inversions (D', D’A-D'A"), (D,
D’A’-D'A"). Le point D’ coincide donc avec les orthocentres des
triangles ABC, A'B'C’ et les tétraédres T, (D) sont -orthocentriques,

et réciproquement.

Tutortme. — Les droites qui joignent les sommets A, B, C, D auz
centres des sphéres circonscrites aux tétraédres (A), (B), (C), (D) con-
courent en Vorthocentre du tétraédre complémentaire t de T.

Car- les' hauteurs du tétraédre T étant concourantes, leurs 1sogo-
nales par rapport aux tri¢dres de sommets A, B, C,D des tétraédres
(A), (B), (C), (D) passent par I'isogonal de Porthocentre de T, par
rapport & ce tétraédre, c’est-a-dire par I'orthocentre de ¢ (').

CoroLLAIRE. — La hauteur DD, et la médiane DGy, d’un tétraédre
T trirectangle en D sont isogonales par rapport au triedre D(ABC).

Il
i

(!) V. TrépavLT, ' Education mathématique, 22¢ année, p. 128, -:luest‘ion
4048 (1920). ' .
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SPHERES ASSOCIEES A" UN TETRAEDRE
_ET A UN POLYGONE' GAUCHE

Généralités. ..

48. Considérons une sphére (v), de rayon p, pour laquelle les
puissances des sommets A, B, C, D d’un tétraédre T aient les formes
ki, km?, kn®, kp*, I, m, n, p ayant des valeurs données et k étant
un coefficient arbitraire. : :

Soient (%) le plan radical des sphércs (O) et (w); a, B, ¥, 3 les pro-
jections. orthogonale$ des sommets A, B, C; D du tétraédre sur le
plan (z); M, N, P, Q, S, U les intersections du méme plan et des

arates BD, DC, CB, BA, AC, AD. On a, en grandeur et en signe,

Ao’ —p'=kl' =200.Az,
W -Bu’ — p* = km*= 20u.Bg,
) A Co’ — = kn® = 20w.Cy,

Du'— ¢* = kp* = 200 D3.

Le plan (B3, D3) coupe le plan (x) suivant une droite qui passe par
le point M et ' .
MB _Bp _m
-MD D3 p? ,
Le point M et, par analogie, les points N, P, Q, S, U et le plan (x)
qui les contient restent donc fixes lorsque k varie.

Par suite, le liew du centre de la sphére (), lorsque k varie, est la
droite A menée du centre de la sphére circonscrite perpendiculairement
au plan () de coordonnées barycentrigues 1*, m’, n® p* par rapport
au tétraédre T. '

Ayant _

@) Ao’ —kit =By’ —km! = Cu’—kn*= Do’ — kp* = ¢,

1

\ ’ 1
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le centre de la sphére (») coincide avec le centre radical des sphéres

(A’ \/mﬂ)’ (B’ \/k (m* + 7\))) (G, \/k (n*+ 7‘))’ (D’ \r’/k(P’ + 7‘))’

quel que soit 2, et la ‘s,phére' (w) se confond avec la sphére orthogo-
nale des sphéres

(A, k), (B,mVk), (G, nk), (D, pVk).

" A deux valeurs k,, k, du paramétre k correspondent deux sphéres

“(wy), (ws)- Le plan (x) et les distances algébriques Aa, BB, Cy, D3
_restant les mérhes, lorsque k varie, on a cette relation entre les dis-

tances des centres des sphéres (0), (w,), (@)
. Olv) k
3 : =M= 1,
©) Ouw, kK
Plus généralement, & n valeurs ki, ks, ..., k, du coefficient k corres-
pondent les sphéres (w), (w3), -, (wa) pour lesquelles

Ow_ Ouy_ . _ Ovn,
‘ k, k, k,
Si trois coefficients k,, k,, k, vérifient les relations
1 2 1 1
k = — k k —_—= —_— ¥
1 5 (s + k), ou k, T + k

les centres des sphéres (ws), (ws) sont symétriques par rapport & celui de
la sphére (w,), ou la division (0, v, wy, w;) est harmonique.

49, Sil'on’change les signes pour avoir (—k&, — km?, —kn®, — kp®),
a ces puissances correspond une sphére (w’), de rayon ¢, dont le
centre est symétrique du .point » par rapport au centre de la sphére
(O) circonscrite au tétraedre T, car les droites Ouw et Ouw’ sont mor-
males au plan de coordonnées barycentriques 2,-m?, n®, p? et, de plus,

- wB'—oC = k(m—nY) =— («B'=u'C"), ...
11 en résulte que le carré du rayon de la sphére (') a [;our expres-
sion, en.posant Ouw = d, v
| =R &) — g,
ou o =2(R"4 &),
quand la sphére (v) se réduit & son centre.

Si 'on change le signe d’une des puissances pour avoir successive-
ment (— k%, km?, kn®, kp*), (kI*, — km?, kn’, kp®), (K0, km?, — kn’,
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.- des sphéres (), (ws), (ws); (@s)- - . , ‘ '
. 1l est clair que trois sommets du tétraédre T ont mémes puissances

par. rapport 4 la spheére (w) et-A trois des sphéres (w,), (ws), (ws), (ws). =7
-Les plans- radicauz des sphéres (w) et (wy), (w) et (wa), () et (@), -5

K pY), (k, km?, kn?, — kp*), & ces uissances nouvelles correspondent .,
P P p A p

() et (wy) sont donc les plans des faces et les centres radicauz des qua-
" terries de sphéres [(w), (wy), (0s), (ws)]; --:s cotncident avec les sommets -

du tétraédre T. Les plans radicauz des couples de sphéres (w,) et (wy), .

(w1) € (w3), -+ -5 (wg) €t (w3), passent chqcun par une aréte du tétraédre T

et concourent au centre radical des sphéres (w,), (ws), (ws), (wi) dont les -

coordonnées barycentriques sont -

1.1 .1 1.
a:3:7:8=F‘:;n—,:?:?.

50. D’aprés les égalités. (1) et (2), la droite A passe aussi par I -

point J tel que I'on ait
(4  JA'4E=TB"4m=JC +n'=ID"+p"

D’autre part, les centres des sphéres (w), (ws), (w), de rayons

f1» P2 F2» que mous appellerons sphéres associées de la sphére (w), - :

telles que les puissances des.sommets A, B, C, D, par rapport & ces
spheéres, soient proportionnelles aux quantités (km’, kn*, kp, ki),
(kn?, kp*, k*, km?), (kp®, k2, km?, kn?), obtenues par des permutations
convenablés des puissances kl*, km?, kn', kp* des points A, B, C,D

poux; la sphére (w), décrivent, lorsque k varie, chacun une droite 4,, -

A,, A; confondue avec le diamétre de la sphére () qui. passe par les
points J,, Jy, J; définis par les égalités :

@) TR Am=TB w=IC4p =D+ 0,
C(6) - JA 4w =TB4p=I3C+ I =JD'{m
M CTA G p=IB4P =JC 4 m=JD"+n"

. Silon dégigné par %, Ay, g, A, les valeurs communes des quantités’

égales qui figurent aux égalités (4) & (7) et par G, le certre de gra-
vité du tétraddre JJ,J,J,, par addition des égalités (4) a.(7), on

A M hy iy —P—mt—nt—pt= JA' 4 JA' 4 AT TAT
= JB' 4 JB’+ J,B' + J,B = IC+ICHIC+IC
=JD'4J D4+ D’ + J,D' = JG; + J,G, + 3G, + J,G, + 4AG]
' =K'4+4AG =K'+ 4BG =K'+ 4CGI=K* 4 4DG;.

v

[
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En conclusion : le centre O de la sphére circonscrite au tétraédre T
coincide avec le centre de gravité du tétraédre JJ, J.Js, car

AG, =BG, = CG, = DG,;

il en résulte que la somme des distances algébriques des~ points
J, 3y, 3o, Js auz plans des faces du tétraédre T est égale & quatre fois
colle des distances du centre O de la sphére circonscrite auz mémes plans.

51. Lorsque k = 1, les points v et J, w, et J,, wy et Jyy wy € Js
sont symétriques par rapport au centre O de la sphére ABCD et ce
point coincide aussi avec le centre de gravité du tétraédre wwywyws.

La somme des distances algébriques des points o, w,, ws, ws AUT plans
des faces du tétraédre T est aussi égale & quatre fois celle des distances
du centre O de la sphére (O) aux mémes plans. :

Dans ce'cas particulier, en effet, d’aprés les relations (1), la dis-
tance algébrique du sommet A du tétraédre au plan radical des
sphéres (B, m) et (C, n) a pour ‘mesure ‘

. :__m?— b4 n? Cmi—n?
A. = ¢ m ~ == A A’a — e )
.. S 2a mR T 00
“en désignant par A, et A’ le milieu de I'aréte BC et le pied dela
hauteur AA’ du triangle ABC. Or, en vertu de (4), '

—(m’——n’):J_-Bg-—-J—C?=2a.d, : .
d représentant la mesure de la projection orthogonale du segment
-~ JA,, sur BC. Donc, o .
3 2
AN — A =T =—d,

a :

ce qui achéve de démontrer la premiére et par suite la seconde partie
de la proposition. ’

52. Sile coefficient k varie, les points w, wy, wa, ws décrivent des
ponctuelles semblables sur les droites ‘A, A;, A, A, et Poctogone

Py

gauche wo,0wsJJ JoJs reste semblable a 'lui-méme.

.58, Comme

4 mb.T\"+.«.,—B"-|-ZE*+'JE“=5&’+G—13*+(_}T1’+G_15’+4LT(§’,
on a ! ‘
=2 ko 2 ; ] 1 s 12
wG —; =—4-.(l+m +n’-|;-p')—1—é':.(a + a”)

— —2 — .
= uw,G —9?’—_‘ w,G —P§= w,G — 3
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La sphére orthogonale”auz sphéres (w), (), (ws), (ws) @ donc pour. ¥
centre le centre de gravité G du tétraédre T et pour carré du rayon’ ° :

(8) = %G[lﬂf .(l’ + m? 4+ nt4 pﬂ)‘—__. 3( a4 G’-aﬂ- ) .,

Suivant que 'on a

k(B 4 m? 4 n? 4 p) 2 L S(at 4 a?), - 3

4 < 4 il

la sph'ér.e (G, o) est réelle, se réduit & son centre ou est imaginaire. g
Dans le premier cas, la sphére (G, o) est le lieu des points dont la somme ;3
des carrés de leurs distances auzx sommets du tétraédre T est égale d A
N k(I + m? 4 n* + p?). ' 3

Sy

54. Sil'on intervertit deux des puissances parmi (kl*, km’, kn?, kp*) %

. . N ' ’ ’ ' fof

pour obtenir quatre nouvelles sphéres (), (wa), (w3), (wi) que nous -z
appellerons sphéres semi-assocides  la sphére (w), on obtient, d’aprés . .%

ce qui précéde, cette proposition:

_Le centre radical de quatre sphéres semi-associées & la sphére (w) 3
se confond avec le centre de gravité G du tétraédre T. Les plans radi- - %
caux de la sphére (w) par rapport a toutes ses sphéres semi-associées %
}Jqssent par les médianes AG, BG, CG, DG et une sphére quelconque (w),

" ment une méme sphére (G, o). §
55. Lorsque le coefficient k varie, les sphéres (0,), (04), (0g), (0p) 5
circonscrites aux faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T et é
orthogonales aux sphéres (A, 1y/k), (B, m\/k), (C, nV'k), (D, P\/k)’ A
conservent le méme centre radical qui coincide avec le conjugué isogo- k
nal F, par rapport au tétraédre T, du point E dont les distances auz
plans BCD, CDA, DAB, ABC sont proportionnelles auzx quantités o
I’A, m'B, n'C, p'D. , : o
Le plan radical des sphéres (0,), (O) est le plar BCD et la puis- ‘%
sance du sommet A du tétraédre pour la prepliére est kI? tandis que ;;
la puissance de A pour la seconde sphére est nulle. CE
" On a"donc, en grandeur et en signe, : S
' L5 . kPA : ;};:

(9) kl? =~ 200A .4AA;,, ou OOA = m = — 6V 5

et , .
- 00, :00,:00,:00, = I'A : mB: n'C: p'D.

Dés lors, le tétratdre OAOBOCOD est homothétique au tétraédre

'
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podaire E,E_E_E_ du point E, par rapport du tétragdre T, et le
théoréme résulte de ce que I'axe radical des spheres (0g); (Oy), (Op)
coincide’ avec la perpendiculaire abaissée du point A de ces trois
sphéres sur le plan 0,0,0,, et, par suite, aussi sur le plan E_EE,.

58. Si 'on pose

(10) l2 p— a2 + bli + cli; m2 p— b2 + c/2+ ali,
n2=ci+a12+b12" p2=a2+b!+ci,«

les relations (1) deviennent

Ko’ — g =k(a? + b* 4 ¢*) = 200 A,
Bo® — ot = k(b + ¢+ a*) = 200.Bg,
Cli —p*=k(+a"+ b)) = 20w. Cy,
Do’ — g =k(a*+ b+ ¢?) =20w.D3.

(1)

Le plan (Bg, D3) coupe le plan radical (x) des sphéres (0), ()
suivant une droite qui passe par M, et

(12) : @:E@:Mﬁl"f.

D’autre part, on a .

(13) E"' — E,’ =k Ij(ai_ @) — (b — b/z)]’
Bmg-——— C(.), — k[(b‘-’_ b/&) - (02_ c/z)]’ -

el aussi, en vertu de formules cldssiques,
(19 AG'—BG' =—|@—a)—F—),

BG"—CG2=_—_1_ (B — b)) — (@ —D)], e
oy
D’oit cette proposition : Le lieu du centre w de la sphére (w) ortho-
* gonale aux sphéres (A, l\/k), (B, my/k), (C, n\/k), (D, p\/k), lorsquie
k varie, est la droite qui joint le centre O de la sphére circonscrite au
centre de gravité G du tétraédre T. (Droite ’EuLER).

Autrement, ‘les égalités (13) prouvent que les plans menés par le
point » normalement aux arétes du tétraddre T engendrent six
faisceaux semblables de plans paralléles, dans lesquels les plans
médiateurs sont homologues. Le lieu de « est donc un diamétre de
la spheére (O) confondu avec la droite OG a cause des égalités (14).
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" En vertu de I'égalité (3),'0'n a, en grandeur et en signe,
- (d5) 0«»:0G,=?c:—-i-,~ et Ow=—4k.0G.

) De plus, en raison des nelatxons(l), et- par analogle, en-obtient-

'

A,,:_Mi_@ Bg— k(B + < t+a) .

80G 80G
_ k(c + a bnz D3 — ( at+ b c
80G ~ 80G

“Si la drolte OG rericontre le plan (z) au point K, on a

_- ,. ______J(a-t:).
(16) GR= (A1+B +c,+D) 160G

57. CALCUL DU CARRE DU RAYON p DE LA SPHERE (w). — Il est
facile-d’obtenir la,mesure du rayon de la sphére (v) quand I, m*, n’, p*
satisfont aux relations (10). Le centre » de la sphére (v) étant sur la
. droite OG, si ’on applique le théoréme de STEWART au triangle AOG,

on obtxent .

' AO Gm—I-AG .00 + Ao’ OG-I—Gw ©0.0G = 0;
=§i_'df1, en vertu de la relation (15), d’abord,
Aw’ = (1 4+ 4k) . R*— 4k. AG® + 4k(1 + 4k).OG’,

ensuite, en introduisant dans cette égalité les expressions

AG'= 1%M'__p( o+ b’+c) (a? +b”+c”)]

- 0G'=R'— “(a +a?),

des cairés des segn}énts AG, OG, et aprés réductions, .
X' = (14 4ky2, R’ k(a”+ B4+ &) —KS(@ +a?),
fﬁ) = (1 + 4k)*. R*—k(V* + ¢* 4 a*) —K*2(a’ + a”),
Co® = (1 + 4k R*— k(¢ 4 a* + b) — k'S (a + o),
Do’ = (1 + 4k)*. R*— k(a4 b+ ¢*) — k°S(a? + a¥),
et enfin, d’aprés les égalités (11),
(18) lp’= Aw’—k(a*+ bt 4 %) = (1 + 4k)*. R*—k{k+ 1)X(a*+ a™).

n .
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De plus, les relations (17) et (18) donnent, d’une part,
(19) Aw’ +Bow’+ Cw’ + Do’ =[2(1+ 4k)|. R* — 2k(k +1) Z(a*+ "),
d’autre part, la puissance

(20) Gu' —p*= |(1 + 4K).0G]*—¢* = 116 . (8k—1). Z(a* + @)

du centre de gravité G du tétraddre T pour la sphére (v).

58. Lorsque k= —;— yona

Ow=20G=0Q.

’

Dans cette hypothése, la formule (19), qui devient
AQ'+BQ'+ CQ'+ DQ’ = 4R},

permet d’énoncer ce théoréme:

La somme des carrés des distances du point de MONGE auz sommets
du tétraédre T est égale au carré du diamétre de la sphére circonscrite.

Le péle du plan radical (=) des sphéres (O) et (w), par rapport au
tétraédre T, et le centre radical des sphéres (0,), (Og), (O), (0y)
correspondantes coincident avec le réciproque du barycentre F
carrés des arétes opposées. .

Car les coordonnées barycentriques du péle du plan (=), par
rapport au tétraédre T, sont proportionnelles aux quantités

1 ' 1 1 1
a’—{- b12+cli’ b’—l—c”—|—a”’ ca+a/2+ b/?’ az_l__ b’-l-c“'
Lorsque k = 1, on a, d’aprés les relations (11) et (15),
’ Ow = 4GO,

et comme
c*;-m’+ B—n? + a/z_P2= —3 (as + ar:),

la somme des puissances de chacun des centres des sphéres (A,1)= (0.),
(B, m)=(0s), (C,n)=(0c), (D, p)=(O0p), par rapport auz trois
autres, est la méme pour les quatre centres.

Le cenire de la sphére () orthogonale aux sphéres (A, l), (B, m),
(C, n), (D, p) se confond avec le symétrique du point O par rapport
au centre de la sphére pe Lonccranmps du tétragdre T (V).

(1) Ct. §61, p. 103.
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%~~':5 \ ,
}‘} » . Les sommes des carrés des/arétes, des tétraddres
©° ' 1,—=.BCD, T,=uCDA, T.=wDAB," ' T,=wABC

s sont égales entre elles. :
o En effet, dans le cas présent, d’apres les égalités (11), on obtient ' %

T pour le tétratdre T, et; par suite, pour les trois autres,

" 5(aB' 4 DC') = 3¢ + 25(@' + @) = TSR —42(a" + &), ;

‘ ' car, en vertu de la formule (18), .

- L ¢ = 25R* — 25 (a* + a”).

’ . ' LetétraédreT se confond avec le transformé du tétraédre T, = ABGCD, -3
i ~ ayant pour sommets les centres de gravité des tétraédres T,, To, Tey Tu:

dans Phomothétie (03— 4) et la sphére A,B,C,Dy coincide avec la

| sphére (O, —%—) '

f_j T On obtient, en effet, successivement

T :

W GA __ Gu 4 . Ow _ AO !
L. _—— — — = e y

et

CoroLLAIRE. — On a »

5R
AA,=BB,=CC;=DD,= Z-.j
. Sik=—1,les relations (11) et (15) donnent _
c 04’ = 40G = 00,, 8
e circonscrite au tétradédre anti-

0, étant le centre de la spheér
de T. Si 'on pose

complémentaire T, = A, B,C D,

Ve —1D0 m't = —m?, = —nk pu —_ p’, .

les sphéres (A, ), (B, m’), (C, n'), (D, p’) coupent orthogonalement
la sphere (w) de centre 0, qui leur cor;espond. De plus, comme
T i UL
. la somme des antipuissances de chacuri des centres des sphéres (A, 1),
" (B, m'), (G, o), (D, p'), par rapport auz trois autres, est la méme pour !
" les quatre centres. :
.- D’autre part, la

/ B

différence entre la somme des carrés des arétes d'un
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des tétrasdres T!= O,BCD, T, = O,CDA, T,=0,DAB, T,=0,ABC

aboutissant au sommet O, et celle des carrés des arétes de la face opposée

‘:' " est constante pour les quatre tétraédres. ;

Car, d’aprés la formule (18), on a
¥ (6'—‘52 _ _[—)—C,) =97 B’ . 23(02 + a”).‘

Enfin, la sphére circonscrite au tétrasdre T, = A}B;C,D; ayant pour
sommets les centres de gravité des tétraédres T, T, T., Tq se confond

4
gravité du tétraédre T qui coincide avéc le transformé du tétraédre T
dans Uhomothétie (S, — 4) dont le centre S partage le segment OQ dans
le rapport — 4.
Il résulte, en. effet, des égalités évidentes

avec la symétrique de la sphére (0, R , par rapport au centre de

AAL = _i_ 00, = 20G = 0Q

que le quadrangle 0A,A}Q est un parallélogramme dans lequel
. ’ R

QA= O0A,=

Le parallélisme et les sens des segments X_é et QA donnent.
SO : SM = — 4, ! "

ce qui achdve la démonstration. -

59. Si 'on suppose que :
BP=0b+c+a” Cmt=c'+ a4 b7,
n*=a’+ b+ ¢ p=a?+ b4

les relations (1) deviennent, en grandeur et en :s,igne,
Ao’ —pt = k(b + ¢ + o) =20u.Aq,
Bu’' — ' = k(¢ + a* + ") = 200.B3,
' Co’ —¢* =k(a* + B + ¢*) =200.Cy,
b—w*—-p'\ — k(a® 4 b? + ¢*) =200.D3.
D’autre part, comme on a
. Ao’ —Bu'=—k|(a"+a") — (' + b?)]
et des expressions ahalogues f;our /

 Bo'—Co,  Co'—Do, Duo'—Au),

(21)
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déduites de la premiére par des permutations’circulaires convenables
sur les lettres a, @', b, ¥/, ¢, ¢/, d’aprés les égalités (14), le centre w de

X a."%
.‘"L’g
1
C

"+ la sphére (w) est situé sur la droite OG, et

(22) Om:OG=——k:—-%=4k; dod  Ow=4k.0G. Y

Les relations (15) et (22) permettent déja de dire que les centres 31
des sphéres (w) orthogonales aux deux quaternes de sphéres ayant »g
pour centres les sommets A, B, G, D du tétraddre T et dont les carrés -4
des rayons respectifs sont proportionnels & la somme des carrés des ‘é
arétes des faces opposées aux sommets considérés et 3 la somme des
carrés des arétes aboutissant 4 ces sommets sont symétriques par

rapport au centre de la sphére circonscrite au tétraédre.
De plus, en appliquant le théoréme de STEwART au triangle AQw,
on obtient

Ao’ = (1 —4k)*. R + k(b + ¢ + a*) — I*X (a* + a?),
et des expressions analogues pour Bo', Cu’, Do’. D’aprés les égalités
(21), on a
(23) p?= (1 —4k)*.R*—k*2(a’ + a”).

Le péle du plan\ radical () des sphéres (O) et (w), par rapport au
tétraédre T, et le centre radical des sphéres (0,), (), (O,), (O,) ortho-

gonales aux sphéres (A, 1Vk), (B, m\/i), (C, nyk), (D, pVk)
coincident avec_le réciproque du barycentre E des carrés des arétes
' . correspondantes. .

-7
RSt
[

Car les coordonnées barycentriques du péle du plan (x), et celles du ;

' point E, par rapport au tétraédre T, sont ‘proportionnelles aux :<
quantités é

1 1 1 1 1};

i(g

~.

Pret+a’ JS+a+ ¥ @t b4’ at b4t

\ P

t

59. Dans I’hypothése suivant laﬁuelle

2

e e S
2 AR s ¥ 15

B =2(b4c*+a?)—a'—b*—c",
nt=2(a*+ b*+ ) —c* —a?—1b",
. m=2(c*+a’+ b)) —b*—c*—a”,
‘p1= Z(all_l_ b”_l_ c”)__az__ b’___cl’

(24)

. .*"";‘;"y’”'tu;-i 1

Y

N
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les égalités (1) donnent, en grandeur et en signe,

Ao’ —p*=k.[2(b'+ o' + @") —a'— b*— ] = 200.Ax
(25) Bo'—¢'=k.|2(c’+a"+ ") — B —c*—a’%| = 200.B3
Cm’——p’ =k. [2(a’ + b*+ ¢ —c—a'— b"] = 20w.Cy
20w .D3,

I

I

Du'— ¢t = k. [2(a + b2 + ¢Y) —a* — b —¢]

et les puissances des sommets A, B, C, D du tétraddre T par rapport
a la sphére (w) sont proportionnelles au double de la somme des
carrés des arétes aboutissant & chacun de ces sommets. diminué de
la somme des carrés des arétes des faces opposées.

Les différences

Ao'—Bu'= —'—3k|:(a’—a")——(b’——b")], cen

des carrés des distances de deux sommséts du tétraddre T au centre
de la sphére (w), qui résultent des égalités (25), sont de mémes formes
que les égalités

AG'—BG'= _% [(@?—a) — (5" — )],
des carrés des distances de deux sommets au centre de gravité du
tétraddre, et le centre du cercle (w) décrit la droite OG, lorsque k varie.

De plus, en vertu de la relation (3),

(26) ow:oc=—3k=—%.=1‘2k, et Ow=12k.0G.

Si l'on applique ces remarques aux tétraddres T,=QBCD,
T,=QCDA, T.=QDAB, T,= QABC ayant pour sommets le point
de MonNGE et trois sommets du tétraédre T, a un méme coefficient k
correspondent dans chacun des tétraddres T, (i = a, b, ¢, d), des
spheres (w;, p;) telles que les puissances P,, Py, Pg, P, du sommet
Q, par rapport a ces spheéres, soient des formes

@7) P,=Aui—pi=k[2(0B"+0C'+0D") —a'—b"—¢"],

B = ces
et, d’aprés la relation {26), -
Oi(l)‘ = 12k . O,'G,-,

0, et G, désignant le centre de la sphére circonscrite et le centre de
gravité du tétraddre T.. Or, en introduisant les expressions des carrés
des distances du point de MoNGE aux sommets du tétraédre T dans

.

les égalités (27) et dans celles qui proviennent de permutations cir-
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culaires convenables faites sur les lettres A, B, C, D et d, a’, b, b/, ¢, ¢/, ' -4
pour les valeurs de P, Pc, P,, on obtlent

P, — k[GR' 1@+ a”)] 2 k(Q0"'—R*)=P,=P_ =P,

o - . Ainsi, le centre radwat des sphéres (w,, p,) telles que les puissances '
S respectives des sommets des tétraédres T, par rapport & ces sphéres,

. soient égales & k fois le double de la somme des carrés des arétes abou-
e tissant & ces sommets diminué de la somme des carrés des arétes des faces
s4  opposées, se confond avéc le point de MonGE du tétraédre fondamental T.

Lorsque k=%,\lgs"s'phéres (w) se confondent avec la sphere

pE LoNccmames des tétraddres complémentaires des tétraddres T,. 

Si k= %, les sphéres'(w,) coincident avec les sphéres orthocen-

troidales des tétraddres T,.
Quand k = % > les sphéres (w;) se confondent avec les spheres des

douzq points des tétraédres T..

60 Lorsque le tétraddre T.est orthocentnque, d’orthocentre H,
) les points H, A, B, C, D coincident avec les points de MonGE des
' tétragdres T, T, et chacun d’eux se confond avec le centre radical de
quatre sphéres prises parmi les cing sphéres (w) et (w,) précédem-
™ ment définies et relatives. 2 une méme valeur du coefficient donné k.
xS I1 en résulte que les plans des faces du tétraédre T coincident avec
:  les plans radicauz de la sphére (w) et de chacune des sphéres (v;) et les
arétes avec les azes radicaux de la sphére () associée & deuz sphéres (w,).
. Dans un tétraédre quelconque T, les hypothéses (25) donnent
. encore d’autres proprlétes intéressantes.

Le péle du plan radical ( ) des sphéres (O) et (w) par rapport au
' tétraédre T, se confond avec' le réciproque de lantwomplémentzure du

. barycentre F des carrés des arétes opposées.

" En effet, les puissances des sommets A, B, C,'D du tétraddre, par
rapport ala sphére (w), indiquées par les’ égahtés (25), sont propor-
~ tionnelles aux coordonnées barycentriques «, B, ¥, 3 de Panticomplé-
mentalre du barycentre F de coordonnées

o =at4 b1 F=b+c'a”, = at b, a'—a + b ¢,

car

a=p +y +5 —2), B=1’+3’+a'-—2ﬂ',
y=¥+d+E—2, d=o 47—
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CoroLLAIRE. — Si le tétraédre T est orthocentrique, le péle du plan l
. radical (x) des sphéres (O) et (w), par rapport au tétraédre, coincide
avec Uorthocentre H. -

Car, dans ce tétraddre particulier, le réciproque F’ de Panticomplé-
mentaire du barycentre F des carrés des arétes opposées coincide
avec le point de concours des quatre droites joignant les sommets
aux orthocentres des faces opposées, autrement dit, avec l'ortho-
centre H de coordonnées

1 _ 1 _ 1
B 4a?—c* J+ a*—b b+ d—a¥
Nore. — Le point F’ est une généralisation, pour un tétraddre

quelconque, de Porthocentre d’un tétraédre orthocentrique.

Le plan radical (x) des sphéres (0) et (v) coincide avec le plan trans-
formé de la sphére décrite sur le segment OG, comme diamétre, par
Pinversion (G,— o)), o, désignant le rayon de la sphére orthoptique
(G, q,) de Pellipsoide de STEINER inscrit & un tétraédre quelconque T.

~ Car, en raison des égalités (25), on obtient, d’abord,

== = . 2 i o2 —
Aa+Bs+CY+D5=§%2_%_é—=4GK,

K étant la projection orthogonale du point G sur le plan (z), ensuite

—GT_{.E_G=——G_K.0G=—— 182(a’+d’2)=—c:,

48

d’aprés I'expression connue du rayon de la sphere (G, 7).

SPHERE DE LONGCHAMPS

61. DeériniTion. — Le cercle DE Lon&cuames (v) est celui qui
coupe orthogonalement les trois cercles (A, a), (B, b), (C, ¢) avant
pour centres les sommets A, B, C d’un triangle et comme rayons les
mesures des cdtés opposés BC =.a, CA = b, AB = c. Autrement
dit, les puissances des sommets A, B, C, par rapport au cercle (m),
sont égales aux carrés a’, b?, ¢* des cdtés opposés (')-

Nous avons proposé d’appeler sphére pE LoNGCHAMPS d’un
tétraddre quelconque T= ABCD, une sphére (v), de rayon p, telle
que les puissances des sommets A, B, C, D du tétraédre T, par

(") Journal de Mathématiques spéciales de G. pE Loncuames, 1886, pp. 51, -,
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rapport A cefte sphére, soient respectivement égales aux quantités

L@+, e+, T rar ), Laprre,

qui représentent les demi-sommes des carrés des arétes des faces
opposées & chacun des sommets considérés. De cette fagon, la
somme des puissances pour les quatre sommets équivaut & la somme

B R R By Ly YL PR N R - Z(a*+ a?)

des carrés des six arétes du tétraddre, de méme ‘que la somme des

puissances des sommets d’un triangle ABC, par rapport au cercle :

pE LongcHAMPS, est équivalente & la somme des carrés des cdtés.
Nous avons montré que cette sphére présente bien des analogies
avec le'cercle en question (‘).

62. CeNTRE DE LA sPHERE (w). — Cette sphére cotrespond au.

coefficient k=—;— dans les égalités (11) et, en vertu des relations

3), (13), (45), on a

0w:06=1._1__ 5 & o0u=—200
2 4 :

Le centre « de la sphére pe Lonccramps coincide donc avec le trans-
formé du centre de gravité G par I'homothétie (O, — 2), ou ce qui revient
au méme, avec le point de MonGE du tétraédre anticomplémentaire T,
du tétraédre T.

Si le tétraédre T est orthocentrique, le centre de la sphére (v) coincide

avec le symétrique de U'orthocentre H du tétraédre, par rapport au centre
de la sphére circonscrite, c’est-a-dire avec Uorthocentre du tétraédre
anticomplémentaire.

63. CarLcuL DU RAYON p. — La mesure
(28) ¢ =R — 2 30 + o)

du carré du-rayon de la sphére (») provient immédiatement de la
formule (18) dans laquelle k = % D’ailleurs, en appliquant le théo-

réme du carré de la médiane aux triangles AOQ et AQu, on obtient

(1) V. Tntn.«u_ur, Mathesis, 1932, 223 a 229; etc.

-
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les diverses ;elations suivantes :
Kﬁa = R? + %_ (a/a + b? + c’——a’——-b”—-c”),

. BO = R4 L (1 + & @' b= —a?),
9 : |
' =R+ (" +a+ B —a?— 1),

DG = R4+ (@ 4§24 1t =8 =),

et
Bt = OB — (@ V) — 3wt e

Bu'= 9R’;—% (b + e+ a’*)-—% (b2 + ¢+ @),

Co’' = 9R’—-—i—(c’+ a’+ b”)———:;’— (¢ + a* + B,

mz_‘_zgR:____i_((f + b? + C’) —é—(a”-l- b/a+c/z)’
4 4

desquelles on tire la formule (28).
La sphere (o) est réelle, se réduit & son centre, ou est imaginaire,
suivant que l'on a

3R> %— (s + a”), 3R =‘i‘ S(a?+a?), 3R % Z(a®+ a”)-

Lorsqu’elle est réelle, le centre de gravité G du tétraddre est exté- .
rieur A cette sphére, car

oG =90G’ = 9R*— %V (a*+ a™) > 93’———2— S(a* + a)-

Quand elle se réduit 2 son centre w, on a

Sla? 4 am)=12R}, et 0G= R,

2 ’
le point de MoNGE Q est sur la sphére circonscrite au tétraédre.

Si le tétraddre T est orthocentrique, d’orthocentre H, le carré du
rayon de la sphére conjuguée a pour mesure :

nol (_6-1'_1’——- R?) = A%- (4‘6-@‘ — R’) =R*— 11-'2 Z(at+ a”)

3 — R? 1, ’2
= —-z-(a + a?),

et p=3;. D’ou cette proposition : ,
La sphére e LonGCHAMPS d’un tétraédre orthocentrique se confond

1
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. e
avec la’ sphére conjuguée au tétraédre anticomplémentaire du tétraédre
*fondamental.

CoroLLAres. — Le centre de la sphére pE LoNccrames (Q, p,) du
" tétraddre complémentaire t= G,G,G.G, coincide avec le point de
MonGe Q du tétraédre T et le carré du rayon de cette sphére a pour
{ mesure ) ' '

Y .

ol = %’ = R’—ii_iz(a' + a?).

Si le tétraédre T est orthocentrique, d’orthocentre H, la sphére
. PE Lonccramps (H, ) du tétraédre complémentaire 't se confond
" avec la sphére conjuguée du tétraédre T.

64. AUTRES PROPRIETES DE LA SPHERE (w). — Le plan (x) coincide
.avec le plan polaire du centre de gravité G du tétraédre, par rapport a
la sphére (o). ’

Si la droite OG perce le plan (z) en K, d’aprés la formule (20), la
puissance du point G pour la sphére (w) a pour mesure, en grandeur
et en signe, .

L ’—i _1___ S‘b1+ /2 __;_3v * 4 a
mG p = 6(8 2 1)-(a a) 16‘.(0 ‘ a)
_—___.__2( “’|_2“,’ _1_ . = . Ou
16. (1+4 ) oG GK Oo,

ce qui justifie le théoréme.
La sphére (w) est orthogonale & la sphére orthoptique (G, o) de Uellip-
. soide de STEINER circonscrit au tétraédre T et le plan (x) coincide avec
le plan polaire du centre w, par rapport d la sphére (G, o).
Car le centre de la sphére orthogonale aux sphéres de centres

A, B, C, D relatives aux hypotheses (11), avec k= ———1— , se confond

avec le centre de gravité G du tétraédre T. D’autre part, en raison
de la formule (18), le carré du rayon de cette sphére a pour mesure

ot =AG + —li;(a?'+ b2 4 c”)=%2(a’+a”)=q’.

.

"N. B. — Le carré
(30) o= i% S+ ) = -i—(A,,.A,’,,’ +B.B GG

du rayon de la sphére (G, o) équivaut aussi au quart de la somme
des carrés des bimédianes du tétraddre T.
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S;i ce tétraddre est orthocentrique, on a, d’abord,
AmA:n = BmB:n = Cmcfn)
ensuite :

GA® = GB.=GC.= 1%2(a'+ o),

et dans ce tétraédre particulier, la sphére (G, o) est confondue avec la
premitre sphére des douze points.

La sphére (v) pE LoNGcHAMPS coupe orthogonalement les sphéres
(Ay, AsA), (Byy B,B), (Cs, C,C), (Ds, D,D) dont les centres A,, B,, C,;, D,
coincident avec les symétriques des sommets A, B, C, D du tétraédre T
par rapport G son cenire de gravité G.

Les tétratdres Ty= A,B,C;D; et T étant symétriques par rapport
au point G, on a déja X ‘
wA, = 30G,,
de sorte que la puissance du point A, pour la sphére (w) a pour
mesure, de proche en proche,

Aol — ot =9.0G, —¢'= IR — (a’ + b + &) —¢’
= L [pa 4 bk )t b = M= KA,
et ainsi de suite pour les points B,, C,, D;, ce qui justifie le théoréme.

CoroLLAIRE. — Les sphéres décrites sur les médianes AG,, BG,,
CG,., DG, du tétraédre T, comme diamétres, sont orthogonales & la
sphére pE LoNGCHAMPS du tétraédre complémentaire 1.
~ La figure constituée par ces sphéres et par celle qui leur est ortho-

gonale est, en effet, la transformée de la configuration du théoréme

précédent par I’homothétie (G, ——%-)

Les sphéres (0), (O)) circonscrites aux tétraédres T, T, et la sphére
pE Lonccuamps (o) du tétraédre T ont le méme plan radical (=).
 D’aprés les égalités (11), il suffit de montrer que le plan radical (=)

des spheres (O) et (w) se confond avec celui des spheres (G, o) et
(O,, 3R). Or, si 'on désigne par d la distance algébrique du point G
au plan radical de ces spheres, on obtient, en grandeur et en signe,

» — ¢*—(GO}—9R?) = 20,G.4,
re qui donne, d’abord,

__.._E_;_ 2 o2 _9_ 2 /; -
. 162(a+w)+162(a + a 60G.d,

v
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ensuite, d’aprés la formule (16),

_Z(@+a?)
16.0G

ceci achéve de démontrer le théoréme.

St les droites qui joignent les sommets A,, B,, C,, D, du tétraedre
anticomplémentaire T, du tétraédre T a son point de MonGE Q, recoupent
la sphére circonscrite (O,, 3R) en des points dont les transformés par

Uhomothétie (Q., %—) sont A], Bj, Ci; Di, les sphéres décrites sur les

EAN

segments A,A|, BB, C,C{, D,D;, comme diamétres, sont orthogonales
a la sphére e LoNccrAMPS (w) du tétraédre fondamental T.
En effet, on a, de proche en proche, en grandeur et en signe,

QA,.QA = % (6“6’—911*) - % (40,G°—9RY)

1 36 ' 3
= 6R2—>_ N(a J— 21— 2 2 /2 — 2
. 3[3 16u( -I— 9R]—9R T (@ +ad%)=p

= QlBl . Q|B: = Q‘C‘ . QIC; = Q'D' -Q‘D;-

N. B. — Lorsque la sphére () est réelle, le théordme résulte de ce
que les points A, et Aj, B, et B}, C, et C}, D, et D; divisent harmo-
niquement' les cordes interceptées sur les droites A,A}, B,B;, C,C;,
D,D; par la sphére pe Lonccrames du tétraddre T.

CoroLLAIRE. — La puissance du milieu d’une hauteur d'un tétraédre
orthocentrique, par rapport & la sphére conjuguée, est égale au quart
du carré de cette hauteur..

65. En vertu des égalités (12) et de leurs analogues pour les autres
ardtes du tétraddre T, les points M, N, P, Q, S, U sont les centres des

sphéres (M),«(N), (P), (Q), (S), (U) ayant pour diamétres les distances

de deux centres de similitude des sphéres

(A’ l\/’_‘)’ (B: m\/it), (C’ n\/I:‘), (D’ P\/I_‘):

orthogonales & la sphére pE LoNccHAMPS (w) du tétraddre, prises

’ deux a deux:

. Les spheres (B, m\/k), (D, pV k), (M) ont méme plan radical, de
méme que les ternes de sphéres analogues, de centres (D, C, N),
(G, B, P), (B, A, Q), (A, C, S), (A, D, U). La sphére (v)-est aussi
orthogonale aux sphéres, (M), (N), (P), (Q), (S), (U) qui sont
elles-m&mes orthogonales aux sphéres (0), (O,) circonscrites aux
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tétraddres T, T,, puisque les points M, N, P, Q, S, U sont situés
dans le plan radical (=) commun aux spheres (0), (04), ().

Les six spheres de similitude précédentes se coupent donc en deux
points W et W', symétriques par rapport au plan (x), sur la droite 0G,
et 'on a ' N

OW.OW = R’ oW.oW = "p‘. )

En observant que O,A, = 3R, on obtient cette proposition qui
stend au tétraddre un théoréme relatif aux cercles d’APOLLONIUS
d’un triangle : :

Le centre O, de la sphére circonscrite au tétraédre anticomplémen-
taire T, du tétraédre T, a la méme puissance, égale & 9R?, par rapport
auz siz sphéres lieux des points dont les rapports des distances & deux
sommets du tétraédre T sont égauz auz rapports des sommes des carrés
des arétes des faces opposées aux sommets considérés.

FAISCEAUX REMARQ,UABLES DE SPHERES

66. Tutorime. — La sphére circonscrite (0), la sphére pE Lone-
cuamps (), la sphére orthoptique (G, o) de Vellipsoide de STEINER
circonscrit du tétraédre T et la sphére circonscrite (O,), la sphére ortho-
centroidale ([';) du tétraédre anticomplémentaire T,, appartiennent &
un méme faisceau (F,). B

En effet, il résulte du paragraphe 13 que les sphéres (0), (0), (0),
(G, ) appartiennent a un faisceau dont le plan coincide avec le
plan ().

*autre part, si 'on prend le tstraedre T, comme tétraddre de réfé-
rence et qu’on lui applique les hypothéses adéquates (24) et (25), la
sphére pE LoNGCHAMPS (), la spheére des douze points (O) de son
tétraddre complémentaire T et la sphére orthocentroidale (I'y) du
tétraddre T, appartiennent & un faisceau de plan (w) qui se confond
nécessairement avec (Fy).

N. B. — On arrive au méme résultat en constatant que les puis-

sances

KO'—R!, Ko'—#, KG'—d', KO,—(3RY, 'Kf‘f—<% 0G>

2
?
du point de rencontre de la droite OG avec le plan (x) sont égales

z(a’ 'l_‘_‘_’:l .| S(a* + o) —12R7].
64.0G
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" CororiAire. — La sphere circonscrite, la sphere des douze points,
. la sphére- orthocentroidale, la sphére . orthoptique de Uellipsoide de

SreinER inscrit du tétraédre T et la sphére pE LONGCHAMPS du tétraédre - " .

compléinentaire t, appartiennent & un méme fazsceau ( F)

I1 suffit de transformer la- configuration envisagéé dans le théo-
' 1

réme précédent par I'homothétie < ) -—?) : )

CoRoLLaRE. — Les grands cercles des sphéres (G, o)) décrites sur
les cercles orthoptiques des ellipses de STEINER inscrites auz faces BCD,
5 CDA, DAB, ABC du tétraédre T, comme grands cercles, et dont les plans
" “sont perpend'zculat.res auz droites \QG,, sont situds sur une méme sphére
.. .(m, r) appartenant au faisceau (F).

v Car le centre de la sphére (m, r) commde avec le point de Monge
du tétraddre t et I'on a, d’abord,.

. 1 1 ;
C mG.,=%QA, mG, =+ OB, mG,=_3_Qc, mG,,=%QD,

" ensuite, d’apras les egahtés (29),
L mGitd= DAt L@+ b”+c'*) |
. . o . — 9 [Rz_l_ —i—z(a’—l-a")] — r,'

D’autre part, la distance du centre de gravité G des tétraddres T
et ¢t au plan radical de la sphére (m, r) et de la sphére orthoptique
(G, a;) de Dellipsoide de StEiNer inscrit & T, a pour mesure, en
ralson de la relation (16),

L Gm =P L(a"-l—'a")=G—K
T 2Gm 48.0G '

.ce qm achéve la demonstratlon

CoRroLLAIRE. — -La sphére czrconscnte, la sphere conjuguée, la

_ premiére et la seconde sphéres des douze points d’uri tétraédre ortho-

centrique appartiennent & un méme faisceau dont le plan coincide

avec le plan polaire du. centre de gravité du tétraédre par rapport & la
sphére conjuguée. (WoSTENHOLME).

+ Car la sphére conjuguée et la premiére sphére des douze points

‘ d’un tétraddre orthocentrique se confondent avec les sphéres pe

Loucan.iups des tétraddres anticomplémentaire et complémentaire.

87. LeMME. — La somme des puissances des sommets du tétraédre T
pour la sphére symétrique de la sphére circonscrite, par rapport au
" centre de gravité du tétraédre, est nulle.
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. En effet, d’aprés les formules (29), la somme
AQ'— R+ BQ'—R*+ CQ'—R'+ DO’ —R?

des puissances des sommets du tétraddre pour la sphére (Q, R), symé-
trique de la spheére (O, R), par rapport au point G, est nulle.

Comme la somme des puissances des points A, B, C, D pour la
sphére circonscrite (O, R) est nulle, les sphéres (0, R) et (Q, R)
déterminent un faisceau’(F’) dont le plan coincide avec celui qui
est perpendiculaire a la droite OG en G.

Toutes les sphéres du faisceau sont telles que la somme des puis-
sances des sommets A, B, C, D du tétraddre, par rapport & chacune
d’elles, est nulle; car ces puissances sont des formes

(31) |
P k(B a*—a— b ), m =k at + b b —a),
ni=k(a*+ b*+¢*—c'—a"— b, p*=k(a?+ b+ c*—a’'— b*—c?).

D’autre part, le plan du faisceau (F’) se confond avec le plan
radical (x) de la sphére circonscrite au tétraédre et de la sphére (o)
pour laquelle les puissances des poigts A, B, C, D sont des formes (31).

Le pdle M du plan (z), par rapport au tétraédre, dont les coor-
données barycentriques sont proportionnelles aux quantités (31),

_ posséde d’intéressantes propriétés que met en évidence le para-
graphe suivant. ' . ot ’

COURBE GAUCHE ASSOCIEE . A UN TETRAEDRE

88. Deérinirion. — Il ’agit de la courbe (I") lieu des points M tels
que les droites passant par M et s’appuyant respectivement sur
deux arétes opposées rencontrent ces ardtes en six points d’ume
méme sphére (S).

Si I'on désigne par ay, o, Yor %o les coordonnées barycentriques

d’un point quelconque M, la droite issue de M et s’appuyant sur AB
et CD rencontre ces deux droites respectivement aux points

gaoa Bos 0, 0 ‘
0, 0, yo - \

On trouve de méme sur les deux autres couples d’ardtes opposées

les points
' . iao’ 0, o 0
0, Bo .0, %
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| Xoy 0: ‘0: ‘ao
' , 0; Bos Yo 0.

Ces points sont sur une méme sphére (S) & condition que leurs
coordonnées vérifient une méme équation de la forme

—a'By — b*ya— ctaf — a'*ia — b3 — ¥y

On obtient ainsi

; —cgaoﬁo"l" (o0 + Bo) (uao + ¥8,) =0,
oo = 1030 + (Yo + 30) (w0 + k) =0,

et les relations analogues.
On en déduit

' 2 2
ua, + 98, + wyo + A3 = ac:fag + : _\:3; .
0 0 (e L)

Les équations de (I') sont donc

) aB 23 - bay + b33 — a’By a’*a3 )
a+3 y+3 . at+y B+ Bty 2+3

69. Un point remarquable de (I').-— Il s’agit du point P dont
les coordonnées barycentriques sont inversement proportionnelles
aux quantités : o

E=0b+c+ a?—at— P — b,
m=c+ a*+ b*—b'—a?— ",
n=a*+ b4 ?—c— b —a’,
p= Q”+ b4 P —at—bt—ct -

Le premier membre des équations (1) peut en effet s’écrire

ct c? : )
~ +
1 .1 1 1
’ a + B Y- + ]
que l'on peut prendre égal & .
e ¢r 2 1
. l‘+m’+n’+p’_2(c’—c”)+2(c”—c’)_ 2

De 'méme pour les deux autres membres. ‘
[Notons que les nombres I, m, n, p ne sont pas tous réels bien que
leurs carrés le soient car: I! + m? 4 n* 4 p' = 0.]

(et Byt ) (uat v+ w4 k) =0.
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70. Points associés de (I'). — M (a, £, Y, 3) étant un point de (), la
sphére (S) correspondante recoupe les arétes du tétraddre en six
autres points. Les droites joignant les points situés sur deux arétes
opposées concourent en un point M («, 8, Y, ¥). Les paramétres de -
I’équation de (S) étant w, ¢, w, h, on a-

— Paf + (« + B)(ux + v8) =0,
— B+ (@ + B)(ud +93) =0

et des relations analogues. Ces 12 relations permettent de calculer
‘u, v, w, h'de divetses maniéres. Il revient au méme d’exprimer la-
puissance de A pour (S) sur les ardtes AB, AC, AD, ou celle de B sur
les arétes BC, BD, BA, etc. On obtient ainsi des relations du type
suivant :

c’pp’ - by’

ct+B@+pF) @+t +y)

que I'on peut écrire ‘
caa3p’ . braa’ry’

(@t B) (o +6) (aF N +7)

Gty r2)Ety)

c‘l . b!

ou

D’une maniére générale les rapports suivants sont égaux: «

(rilats) GrEes) Cra)its)

¢ b? : a’
@) |
(ieet), Gri)ins), (i)
a ‘ " ¢*

En les égalant on obtient cinq équations homogénes par rapport
1 1 1 1

h'a—,)'gl'i_,’—a,—

1 1 1

le calcul de —, A % , et donc de o, ', ¥, 3 (2 un facteur prés).
@ Y

Retour au point P<—1—, -;1—,,, 1 i) — Soit P'(«, &, ¥/, ¥) son
m* n

¢

s, By Yy 3 étant éupposés donnés, elles permettent

9
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" associé au sens du paragraphe précédent. On a, par exemple,

1,1 1,1
wrr=(5t7)
Donc.en égalant. les 3¢ et.4¢ rapports. de. la suite (R),

1,1 1.1

- + 7 ar + 7
o 3 Y
4 8 ¥ =0,
seit
a’il-—i-'a'*—i,--l—a" 1, + a’—l-,-—O
a g 3
De méme: : X
el pmdiplo
o g Y 3 .
c”-i—,—i— c”—i—,-l—c’-iT—F 02-2"7=0.
o g v 8
D 1 1 1 1 . , .
e sorte que —» —» —7» 7 sont proportionnels aux déterminants
. o 9 -~ 2 ,

du 3e ordre du tableau ,
a! a’2 a’l a2

b B b} b
Mot @ ¢

Autrement dit, les coordonnées de P’ sont inversement propor-
tionnelles aux quantités

I* = 2(bed')* + (b'ca)? —[(ca’b)* + (a'b'c)* + (abe)?],
m' = 2(cab’)* +'(c'a’b)* — [(a’V'c)* + (b'c'a)’ + (bea)’],
n'* = 2(abc’)’ + (a'b'c)* — [(¥'¢a)* + (ca’b)* + (cab)’],
p't=2(a'b'c)* + (abe)*—[(b'¢a)’ + (c'a’b)* + (a'b'c)].

Le point P’ coincide avec le pdle, par rapport au tétraédre, du plan
dont les coordonnées barycentriques sont proportionnelles aux quan-
tités 12, m’?, n’, p. Ce plan est paralléle au plan radical (') de la
spl/lére circonscrite au tétraddre et de la sphére (v') relative aux
quantités- '

. \lllz______ (bcal)g + (blcla)g’
m" = (cab’)* + (c'a’b)?,
n'? = (abc')* + (a'b'c)?,
pllz —_ (alblcl)! + (abc)l;'

-
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On a en effet par exemple
l/i — m’ﬂ p— 2(1’/!_ mll?).

71. REMARQUE. — Pour que le centre de gravité G soit sur la
courbe (I') il faut et il suffit que a=pf=y=23=1 vérifient les
équations (1) de (). D’ot les conditions

. S+ ct=b+ b*=a'+a"
Donc: il faut et il suffit que la tétraédre soit orthocentrique.

Dans ces conditions le point G’ associé & G sur (I') est le point dont
les coordonnées barycentriques o', §’, v/, 3’ vérifient

1ii_e i1y Aie
@ B @ ¥ gy
On trouve que o, B, ¥ sont proportionnelles &
b A ¢t —a?, S+at—b, a4 b—c
Donc dans le plan BCD la trace de AG’ est I'orthocentre de la face
BCD; G’ est par suite sur la hauteur issue de A. Finalement G’ se
confond avec l'orthocentre H du tétraédre ABCD.

Les transversales relatives 3 G sont les bimédianes et celles rela-
tives & H les bihauteurs. On retrouve donc les douze points, deux
par aréte, définissant la premiére sphére des douze pomts du tétraédre
orthocentrique.

72. CoroLLAIRE. — Les paralléles aux médianes du tétraédre T
menées par le point M de coordonnées barycentriques inversement pro-
portionnelles auzx quantités
(b’ 4+ a?—al— b?— Iz)’ (cz 4 a®+4 b?—b?—c?— a"),
(a: 4+ b4 P —ct—a?— b"), (a" 4+ b? 4 ¢?*—a?—b*—¢Y),
percent les plans des faces correspondantes en quatre points situés dans
un méme plan.

D’une maniére générale, le lieu des points dont les projections sur
les plans des faces du tétraddre T effectuées parallélement & des
droites fixes sont coplanaires est une surface du troisi¢éme ordre (Z,).
Si I'on désigne par (zy, ¥, %, &) les coordonnées du pomt sur les
directions fixes, et avec les conventions habituelles de signes, les
directions sont celles des médianes du tétraédre T, I'équation de
(Z,) s’écrit .

(2) Syzt . A, =0,

A, désignant le sinus du triégdre G — BCD de sommet G.
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Or, (z; y, z t) étant les coordonnées tétraédriques normales du -

point (z;, Y1, %, 4), on 2
N Y g ,
. Cos Mb B . h',‘
M,, k; étant-la- médiane et la hauteur issues du sommet B du
tétraddre T, g la seconde coordonnée barycentrique (& un facteur

inutile prés). .
L’équation (2), en coordonnées barycentriques, s'écrit donc

L eM, .M M,
3 ) - B B b.Y €. d. A =0.
Y "+ ZB.h C.h, D.h, A,=0
Mais .

=4
h,

N SR A
%4 6.GB.GC.GD’

A,

et 'équation (3) ¢’écrit, d’abord, i

o Byt MMM, 1
B.C.D hy.h.h, GB.GC.GD

b

" ensuite

Eporon-h@:O’ E B.*{.E =O.
B.C.D A.B.C.D

En définitive (Z,) a pour équation baryoentrique

3p:y.3=0  ou Si=0. .
Iz ) a .
o Or; les coordonnées barycentriques du point M ayant pour inverses B
les quantités (b* + ¢* + ' — a* — b'*— ¢, ..., dont la somme est %
nulle, M est un point de la surface (Z,) et il en résulte bien que ses P

projections, 'parallélement aux médianes, sur les plans des faces :
correspondantes du tetratdre T sont quatre points situés dans un

méme plan. oo
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n8. Des sommets du tétraédre T= ABCD, comme centres, décri-
vons quatre sphéres quelconques, et de-leur centre radical S abais-
sons les perpendiculaires p,, Po) Pey Pay SUT les plans BCD, CDA, DAB,
ABC. Ces droites coincident avec les axes radicaux des ternes de
spheres (B, C, D), (C, D, A), (D, A, B), (A, B, C).

Soient 'A’, B/, C/, D’ quatre points quelconques de ces axes.
A, B, ¢/, D’ sont les centres de quatre sphéres respectivement
orthogonales aux spheres (B, C, D), (C, D, A), (D, A, B), (A, B, C)
La sphére A, par exemple, coupant orthogonalement les spheéres
(B, C’, D'), son centre est situé sur P'axe radical de ces derniéres
sphéres; de méme les centres des sphéres B, C, D appartiennent
respectivement aux axes radicaux des groupes de spheres (C, D, A),
(D, A, B), (A, B, C).
 On en conclut que les perpendiculaires abaissées des sommets
A, B, C, D respectivement sur les plans des faces du tétraddre
A’B'C'D’, concourent en un point S, centre radical des sphéres
A/, B, C', D'. Les points 5, S’ sont par suite confondus avec les
centres d'orthologie des tétraddres (A’B'C'D’, ABCD) et (ABCD,
A'B'C'D’). , :

Prenons sur les droites ps, Pu, Pe Pa Un second quaterne de points
A", B’, C", D", desquels, comme centres, nous décrivons des sphéres
coupant orthogonalement les ternes de sphéres (B, c, D), (C, D, A),
(D, A, B), (A, B, C). Seit S" le centre d’orthologie des totraedres T
et A’B'C'D’. Les points S', S’ sont les centres de deux sphéres cou-
pant orthogonalement, l'une les sphéres A’, B, €', D, l'autre les
spheéres A", B’, C’, D". Les sphéres B/, C’, D’ sont orthogonales aux
spheres A et S'; donc le plan B'C'D’ est le plan radical des sphéres
A et §. De méme le plan B’C’'D’ est le plan radical des spheéres
A et §'. Par suite, 'intersection des plans B/C’'D’, B'C'D" appartient
au plan radical des sphéres §, S”. En continuant ainsi, on constate
que ce dernier plan contient toutes les intersections de deux faces
homologues des tétraédres A’B'C’'D’ et A’B'C'D". Autrement dit,
le plan d’homologie de ces tétraédres est normal & la droite qui joint
les centres dorthologie des tétraédres (ABCD, A'B'C'D) et (ABCD,

A'B’C’D"). (STEINER).

74. Soient ay, as, s, @y €t oy, s, a5, a; les projections orthogonales
des points S’, S’ sur les plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC du
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tétraédre. La droite AS’, par exemple, est perpendiculaire au plan
B’C’'D’. Mais AS’ est un diamétre de la sphére S'a,a50,, et, comme les

triegdres (S’ — aya3a,) et (S— B’C'D’) ont leurs arétes respectivement .

- paralliles, le plan ayaya, est antiparalléle au plan B’C'D’ par rapport

. au triddre (S — B’C’'D’). De mé&me les plans aya,a,, a0, aaa; sont
antiparalléles aux plans CD'A’, D’A'B’, A'B'C’ par rapport aux
triédres de sommet S qui leur correspondent

Le tétraddre ayzyo5a, est donc homothétique a un tétraédre a’b'c’d’
dont les sommets, situés sur SA’, SB’, SC’, SD’, sont les transformés
des points A’, B’, C’, D’ dans une inversion de centre S et de module
arbitraire k*. Pareillement, le tétraédre aja;0sa; est homothétique & un
tétraddre a’b’c"d’ obtenu par inversion des points A’, B”, C", D', le
centre étant S et le module k™.

Remarquons aussi que les points S’ et S, S” et S sont des couples
de points homologues dans les homothéties (a'b'c'd’, aaxsas),
(a"b'c'd", oasaial), car ces points sont les concours de paralltles
issues de points homologues. Par suite, on a, d’abord, ‘

S_'_a_, — %1% =m, S_”—a-: — fi‘i;_ =m,
Sal albl Sa// a/lb/l
ensuite
mm'k’k'?

S'a, .S = mm’.Sa’.Sa" =

SA’.SA”

si bien que

(SA’.SA").(S'a,.S"s]) = (SB’.SB’).(S'a,. S"a}) o
= (SC'.SC’).(S'a;. 5"«}) = (SD’.SD’).(S'e,. S'a}),

relation remarquable entre les produits des distances des points

§’ et S" aux plans des faces du tétraédre T et du point S aux sommets

des tétraédres A’'B’'C’'D’ et A"B"C'D’".
Cette égalité présente un intérét tout particulier lorsque

(1)  SA’.SA"=SB'.SB"=S5C.SC'=SD'.5D"£0,
c’est-a-dire quand les points A’ et A", B’ et B”, C’ et C”, D’ et D" sont
des points inverses dans une inversion de centre S. Alors, en effet,

(2) S'_at.—ST.; = S’a, S'a, = Sa, ay. S"ag = S’a‘ S"ai,

et §', S’ sont deux points conjugués isogonauzx par rapport au tétraédre T,
autrement dit, les foyers d’une quadrique de révolution inscrite a ce
tétraédre. Cette quadrique est un paraboloide lorsque S', par exemple,
appartient & la surface de SARTIAUX du tétraédre fondamental.
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75. On obtient un rapport simple entre les mesures des axes 3 et 2b
de la quadrique de révolution de foyers §’, S’ inscrite au tétraédre T,
en fonction des rayons R’, R” des sphéres circonscrites aux tétraédres
A’‘B'C'D’, A’B'C'D" et de la puissance d’inversion SA’.SA" =p, en
observant que :

S, :SA"=3:2R’, W:@:S:ZR’,
b= S'a,.S'; =3 . p:4R'R".

3 RR’
3) ﬁ: -

Lorsque p = R'R’, les centres §,S" des sphéres orthogonales aux
sphéres (A’, B, C/, D), (A", B, C’, D") coincident chacun avec I'un
des centres des sphéres tangentes aux quatre plans des faces du
tétraédre T.

6. Cas parTicULIERS. — 19 Si les quatre sphéres A, B, C, D se
coupent trois par trois en A’, B’, ¢, D" et en A", B’, C", D", on obtient

cette proposition:

TutoriME. — Quatre sphéres A, B, C, D, décrites des sommets d'un
tétrasdre T, comme centres, se coupent trois par trois auz points (A’, A"),
(B’,B"),(C’, C"), (D, D") qui peuvent étre répartis en les huit quaternes
A, B,C,D et A',B,C,D; AB,CD et A, B, C", D
BII’ C/’ Dr’ A et BI’ C”, D”, All; CII’ D,, AI’ B et CI, D/I, AII, B’;
D', A/,B,C et D', A", B’ C'; A, B, C, D" et A", B, c, D
B/’ C/’ D'I’ AI/ et BII, C”, DI’ AI; C’, D’, AI/’ Bl/ et C”, D/I’ A" B’.

Les centres w, o des deux sphéres passant par les quaternes de points
d’un méme groupe sont conjugués isogonauz par rapport au tétraédre T
et alignés sur le centre radical S des sphéres A, B, C, D. Les quaternes
de points considérés déterminent quatre couples de tétraédres homolo-
giques. Le point S coincide avec Pun des centres de similitude des
sphéres (), () et la droite Swuw’ est normale au plan d’homologie des
tétrasdres correspondants. Les points w, ' sont les foyers d’une qua-
drique de révolution inscrite au tétrasdre T dont la sphére principale
relative & Uaxe focal a pour diamétre la somme ou la différence des rayons
des sphéres (w), (w'). Si les points A", B, C', D', par exemple, sont
coplanaires, le centre v de la sphére A'B'C'D’ est situé sur la surface de
SarTiaux du tétraédre T et réciproquement.

20 Si les spheres A, B, C; D sont égales, leur centre radical S coin-
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cide avec ie centre O de [a sphére circonscrite au tétraédre T et les
centres des sphéres (), (w’) sont alignés sur le point O.’

Lorsque le rayon des sphéres égales A, B, C, D varie, les points
w, o décrivent une courbe gauche du septléme ordre ayant les
points A, B, C; D,0 comme points triconiques (*), c’est-a-dire les points
d’otl la courbe est projetée par des cdnes cubiques. Les droites-sup-
ports des couples de points isogonaux constituant le complexe du
troisi¢éme ordre des génératrices des quadriques passant par les huit
centres O; des sphéres tangentes aux quatre plans des faces du
tétraédre T, celles de ces droites qui passent par le point O forment
un cdne du troisiéme ordre. Ce cdne est coupé par un plan quelconque
passant par O suivant trois droites sur chacune desquelles se trouve
un couple de points isogonaux.

Ces six points et le point O forment sept points de la courbe situés
dans un tel plan.

La courbe peut se représenter comme intersection partlelle de
deux cones du troisiéme ordre de sommets A et B par exemple.
Si a,, a,, a3, a, désignent les coordonnees normales du point O, ces
équations sont

s Az &y ay g oy
Ty Ty Xy "“O T, T Z, _ 0
£ 1 1= 111
Ty T3 X T, Ty I ’
ou N
ay% (T} — %}) + ay®s (T3 — 23) + a.z, (7 — 23) =
et ' . !

[ 727 (a;:— 17&) + a3z, (xt _— 13) + oz, (xf — 17;) =0
cbnes qui ont pour plan tangent commun

3Ty — AT, = 9 .

le long de I'aréte AB et qui par suite se coupent suivant cette aréte
comptée deux fois et une courbe du septiéme ordre.

Outre les points A, B, C, D, O, la courbe passe par les huit centres
O; des sphéres quadritangentes du tétraédre T. *

Tutorime. — Le plan tangent en un point P d’une quadrique pas-

". sant par les huit centres O; des sphéres quadritangentes d’un tétraédre T

contient Uisogonal P’ de P.
En effet, les points P et P’ sont harmoniques par rapport aux

(1) Scmoure-(A. F. A. S., 1887, p. 190).
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points d’intersection de la droite PP’ avec toute quadrique passant
par les huit points O, et, par suite, le second point de rencontre de
la droite PP’ avec la quadrique en question coincide nécessairement

_avec le point P.

CoroLLAIRE. — La tangente en un point P a une biquadratique
contenant les huit points O, contient I'isogonal P’ du point P par rap-
port au tétraédre T. .

Concruston. — Le liew des couples de points isogonauz alignés sur
le centre O de la sphére circonscrite aw tétraédre T se confond avec le
lieu des points de contact des tangentes issues du point 0O auz biqua-
dratiques contenant les huit centres O; des sphéres quadritangentes du

tétraédre fondamental. . ’ '

N. B.— Ces propriétés, dont I'analogie avec des remarques connues
relatives & un triangle est compléte, s’éténdent aisément a des
couples de points isogonaux alignés sur un point donné Q. Cette
hypothése est considérée par Scuoute (loc. cit.).

30 Si I'un des produits (1) est nul, on ne peut plus conclure a la
relation (2); les points S et S’ sont confondus et la sphére S’ coincide
dans ce cas avec la sphére orthogonale aux sphéres A, B, C, D. Pour
que le point S” soit le conjugué isogonal de S’, par rapport au
tétraddre T, il faut et il suffit que les droites AS’, BS’, CS’, DS’ solent
respectivement perpendiculaires aux plans des faces dy tétraédre
podaire de S par rapport au tétraédre T, autrement dit, que le
tétrasdre A’B"C"D’ soit homothétique a ce tétraédre podaire.

Voici une application de ce cas particulier. .

Soit un tétraédre ABCD dont les plans des faces sont coupés
respectivement par une sphére de centre S suivant quatre cercles de
centres 0,, O,, 0., O,. Considérons les sphéres de centres A, B,CD
orthogonales a la sphére S; leur centre radical est S et leurs axes
radicaux, si on les groupe trois 4 trois, les droites SO,, S0,, SO., SO..

Désignons par (M, N), (P, Q) les extrémités des diamétres du
grand cercle de la sphére B et du cercle O,, tous deux dirigés sui-
vant BO,. Ce grand cercle est orthogonal au cercle 0,; par suite la
division (M, P, N, Q) est harmonique et la sphére dont O, est un grand
cercle est orthogonale  la sphére B. On conclut de méme que cette
sphére O, coupe orthogonalement les sphéres C et D et que, dans
les autres faces, les sphéres qui ont O,, O, O, pour grands cercles
coupent orthogonalement les sphéres (C, D, A), (D, A, B), (A, B, C).
D’aprés ce qui précéde, le centre radical S’ de ces sphéres 0,, 0,, 0,
0, est le conjugué isogonal du centre radical S des sphéres A, B, C,D.
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D’oti ce théoréme : si une sphére S coupe les plans des faces BCD, CDA,
DAB, ABC du tétraédre ABCD suivant les cercles O,, 0,, O,, O,, le
centre radical des sphéres décrites sur ces cercles comme grands cercles
se confond avec le conjugué isogonal S’ du point S par rapport au
tétraédre. :

TrEorREME RECIPROQUE. — Des projections orthogonales a, §, ¥, 3
d’un point arbitraire S sur les plans des faces d’un tétraédre ABCD,
comme centres, on décrit les sphéres orthogonales a une sphére S!, réelle
ou imaginaire, dont le centre S’ coincide avec le conjugué isogonal du
point S par rapport au tétraédre. Ces quatre sphéres coupent les plans

des faces du tétraédre suivant quatre cercles 0, 0,, 0., O, sttués sur une .

‘méme sphére de centre S.

En effet, si I'on désigne par r, p et d les rayons des sphéres o83, s
et la distance SS, on obtient, de proche en proche, pour un point a
de la circonférence O,, .

Sa® = aa 4 5o’ = Ez_Pz_i_g;e:z;;)z_l__S_g__Pz
= —;— (47* 4+ d*— 2p%) = constante,

ce qui achéve de démontrer le théoréme.

40 Quand les points A’, B, €/, D’ et A’, B’, C’, D" sont situés sur
une méme sphére %, les relations (1) et (2) sont évidentes. D’autre
part, si P, P,. et P, représentent les puissances respectives du centre
radical S des sphéres A, B, C, D, pour les sphéres S, S et A,et K, K"
les projections orthogonales du point S sur les plans B'C'D’, B'C'D’,
on obtient, d’abord, ‘

p,—P,—2§A.S5K, P,—P,=28A.5K,
ensuite L
P, 4 Py = 2(S'A.SK' + S"A.SK"+ P,).

Enfin, dans le cas présent, il résulte des homothéties des tétraédres
SB'C'D" et S'zy25x4, SB'C'D’ et §"x325a¢ que la somme
.est nulle. D’out cette proposition : si les points A’, B, C', D’ et
A", .B", (', D’ sont sur une méme sphére X, la somme algébrique des

puissances du centre radical S des sphéres A, B, C, D, par rapport auz
sphéres S' et S", reste constante lorsque 2 varie.

77. Considérons deux sphéres (O, R), (0’, R'), une autre sphére (v)
dont le centre se déplace sur la sphére (O, R) et assujettie, de plus,

e
Dbt

e
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4 couper orthogonalement la sphére (0', R’). Le plan OwO’ inter-
cepte sur ces sphéres des grands cercles et sil’on désigne par A et B,
A’ et B’ les points de rencontre des cercles (O, R) et (w), (0, R)
et (w), par d la distance OO, par K, Q les projections orthogonales
du point O’ sur les droites Ow, AB et par M le point de rencontre des
droites Ow et AB, on obtient, d’abord, :

(4) 20" = 00" + 0w’ —20w.0K,
{5) wA” = oA’ = OA’ + 0w’ —200.0M,
ensuite
O’A” = 00" —O0A’—200 . MK,
enfin '
e - 2—R2—R?.
(6) 0Q=MK=""—r—=5.

Dés lors, le plan radical (P) des sphéres (O, R) et (w) enveloppe une
sphére, de rayon o, concentrique & la sphére (0, R'), lorsque le point ©
varie sur la sphére (O, R).

Réciproquement, si le plan radical (P) de deux spheres (O, R) et (v)
enveloppe une sphére donnée (0, R'), le centre w étant un point de
la sphere’ (O, R), la sphére (v) est orthogonale 4 une sphére de
centre O, car, d’aprés les relations (4) et (5), on a

w0 — oA = d*— R?— 20w . MK = constante.

Lorsque la sphére (O, R’) est extérieure & la sphére (O, R), le
plan (P) ne rencontre la sphére (0, R) que si 'on a 0A" < 2R.

Le point  est alors situé sur la zone de la sphére (O, R) déter-
minée par une sphére (0, V4R + R’2), intérieure & la précédente.
Le plan (P) enveloppe la zone correspondante de la sphere (0, 5) de
d&—R*—R"

2R

Si la sphére (0, R') est intérieure a la sphere (0, R), tous les points
de celle-ci sont intérieurs & la sphére (0’,\/4R* + R”) et I’enveloppe
du plan (P) comprend la-totalité de la surface de la sphére (0', o), de
—d*+ R*+ R?

2R

Quand les sphéres (O, R), (0’, R’) sont orthogonales, d* = R*+ R";
le plan (P) passe constamment par le point fixe O".

La sphére («) du faisceau déterminé par la sphere (O, R) et le
plan (P), dont le centre o' coincide avec le point diamétralement
opposé au centre de la sphére (w) sur la sphére (O, R), est aussi

rayon ¢=

rayon ¢ =
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orthogonalé a une sphére concentrique & la sphére (O’, R’) et ayant
pour carré du rayon : '

o =2(d*—R) —R”,

car il est clair que |

00" — oA’ = 2(d*—R)—R™

~ Cororraire. — Le plan radical (P’) des sphéres (0, R') et (w) enve-
loppe une quadrique de révolution de foyer O,

78. Reprenons le cas particulier du paragraphe 75 ou les centres
des spheres (S, R’), (S’ R") orthogonales aux sphéres (A, B, €', D),
(A’, B", C’, D") coincident chacun avec I'un des centres des sphéres
quadritangentes du tétraédre T. Les remarques contenues dans les
paragraphes 76, 1° et 77, appliquées a cette configuration spéciale,
conduisent & des propriétés intéressantes qui ont d’ailleurs leurs
analogues dans le triangle.

Les diamétres de la sphére (O, R) circonscrite & un tétraédre ABCD,
qui sont perpendiculaires auz plans des faces, percent respectivement la
sphére auz points A’ et A”, B’ et B", C et C', D’ et D". Les quatre sphéres
de centres A’, B’, C', D’ qui passent aux sommets des faces correspon-
dantes BCD, CDA, DAB, ABC et les quatre sphéres de centres A", B,
C", D', qui contiennent les mémes ternes de sommets du tétraédre, ont
méme centre radical, le centre 1 de la sphére inscrite au tétraédre
ABCD. )

"Les axes radicaux des sphéres A’, B, C’, D’ puis des sphéres A’, B,

_C", D", prises trois & trois, sont les droites AI, BI, CI, DI. Désignons
par a, b, ¢, d et a’, b, ¢, &' les intersections de ces sphéres trois &
trois. ‘ :

Les centres o', " des sphéres circonscrites auz tétraédres a’b’'c’d’ et
a’b’c'd’ sont situés sur.la droite 10 des centres des sphéres inscrite
et circonscrite au tétraédre ABCD. Cette droite 10 est perpendiculaire
auzx plans d’homologie des tétraédres (ABCD, a’b’¢d’), (ABCD,
a'b’¢’d") (). Ces plans d’homologie sont &’ ailleurs les plans radicaux
des sphéres (0, R) et ('), (O, R) et (0'). Le point I coincide avec un
centre de similitude de ces sphéres (O, R) et (o), (O, R) et (v"). Enfin,
O et o', O et v sont des couples de points conjugués isogonaux par rap-
port auz tétraédres A'B'C’'D’ et A’B'C'D".

Les points A’ et A", B’ et B’, C’ et C", D’ et D" peuvent &tre répartis

(!) On peut remarquer aussi que les tétraédres a'b'c’d’ et a’"b"c"d” sont homo-
thétiques, le centre étant le point I. ,

’
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en les huit groupes de quatre points

g (E) A, B,C,D" et A", B,C,D"

; ' (F) A",B,C,D et A, B, C",D"; B",C,D,A et B, C’, D", A’;
C',D,A,B et C,D", A", B; D', A’,B,C et D',A",B", C’;
A,B,C", D" et A",B",C, D B,C,D",A" et B, C, D, A’;

(G) C,D,A" B et C,D,A,B.

Dans chacune des configurations (F) et.(G), si 'on considére les

- sphéres déterminées pareillement a celle de la configuration (E) pré-

cédente, deux quadruples de sphéres qui se correspondent ont méme
centre radical. : '

En résumé, pour huit groupes de quatre sphéres (E), (F), (G), les
centres radicauz sont le centre 1 de la sphére inscrite, les centres L, L,
I, 1, des sphéres exinscrites et les centres 1,, I, I, des sphéres des
combles du tétraédre ABCD, quand elles existent.

D’autie part, d’aprés la proposition réciproque invoquée au para-
graphe 77, les sphéres (A’ B/, C/, D’) et les sphéres (A", B, C’, D)
respectivement, coupent orthogonalement une sphére (I, R,) et une
sphere (I, R) concentriques 4 la sphére (I, r) inscrite au tétraédre
ABCD, et, en vertu de la formule (6), on obtient

R'=d*—R'42Rr, Ri=d'—R'—2Rn,

en désignant par d la distance OI des centres des sphéreé circons-
crite et inscrite au tétraédre T.

Les sommets des tétraddres a'b’c'd’ et a’b’d'd’ correspondent aux
transformés des sommets du tétraédre ABCD dans les inversions de
centre I et de modules R? et R% On en déduit aisément les mesures

, _R(d*—R’+ 2Rr) ., _ R(d—R!—2Rr)
~ = 4&—R® ’ F - 3—R?

des rayons des sphéres Jbcd eta'l'c'd" et les égalités

\ Ow __ 2Rr __ Ou

10 d*—R? 10

CoroLLAIRE. — Les tétraédres A’BCD et A"B"C'D" sont chacun:
circonscrits a une quadrique de révolution dont un foyer se confond

avee le centre O de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD tandis que

les deuz autres foyers, symétriques par rapport au point O, coincident

avec les centres o' et " des sphéres a’b’'c’d’ et a"b’c"d".
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Les axes focaux de ces quadriques ont pour mesures

’

, 2R’r
&y = R P = Rg d’ = a3
et les axes non focaux,
‘ 2Rr
fr= \————/——R’ — = fa.

Cés remarques peuvent aussi &tre étendues aux groupes de points

(F) et (G).

79. On considére une sphére arbitraire (w,¢) et les sphéres de
centres, A,, B,, C;, D, qui coupent orthogonalement la premiére et
passent” respectivement par les sommets (B, C, D), (C, D, A),
(D, A, B), (A; B, C) du tétraédre T. Si I'on désigne par d,, d,, d., d,
les distances du centre de la sphére (v, p) aux plans BCD, CDA, DAB,
ABC, par d la distance Ow et par P,,, P, les puissances du point «
pour les sphéres (A,), (O, R), ce qui donne déja, d’aprés une propriété
classique,

' P,,—P,=20A4,.4,

on obtient, d’abord,
~—— —d'} R
(7 oK, —E=LEK,

ensuite ‘
6V.2.0A, = (*—d*+ R}).A, 6V..0B,= (;*~d'+ R?).B
6V.y.0C, = (;*—d*+ R?).C, 6V.3.0D,=(;*—d'+RY.D

@, £, v, 8 étant les coordonnées barycentriques du point w par rapport
au tétratédre T. Par suite, les mesures des segments

a.0A,, 8.0B,, +.0C,, 3.0D,

sont proportionnelles & celles des aires A, B, C, D 'des faces du
. tétraédre T auxquelles ils sont perpend:culalres Les forces repré-
sentées par a.0A,, 8.0B,, Y. .0C,, 3.0D, se font donc équilibre et,
en conséquence, le centre O de la sphére ABCD coincide avec le
centre .de gravité du tétraédre ayant pour sommets les extrémités de ces
forces et qui se confond avec le centre des moyennes distances des points
. A,, B,, C,, D, affectés des masses a, B, v, 3. . °

. ComoLraires. — 1° Lorsque le centre de la sphére (v, p) cbincide
avec le centre de gravité G du tétraédre T, le centre de gravité du

s R e i
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tétraédre A,B,C,D, se confond avec le centre O dela sphére circonscrite
au tétraédre T.

20 Le centre de gravité du tétraédre ayant pour sommets les centres
des sphéres GBCD, GCDA, GDAB, GABC coincide avec le centre de la
sphére circonscrite au tétraédre T.

30 La sphére circonscrite au tétraédre A,B,C,D, ayant pour sommets
les centres des sphéres IBCD, ICDA, IDAB, IABC, est concentrique a
la sphére circonscrite au tétraédre T. ’

Car, d’aprés la relation (7),

OA, = 5’-2:‘1' — OB, —0C, = OD,.
r

Si ¢ représente la mesure du rayon de la sphére A,B,C;D,, on

obtient la formule ‘
OI' = R*—2pr

qui étend & un tétraédre quelconque la relation d’EuLER dans un
triangle. Des conclusions analogues ont lieu pour les autres sphéres
quadritangentes du tétraédre T et pour les distances OI,, (i=a, b, ¢, d),
et OI,, OL,, OI, du centre de la sphére (O, R) & ceux de ces sphéres.

49 La sphére circonscrite au tétraédre A,B,C,D, ayant pour sommets
les centres des sphéres circonscrites auz faces du tétraédre T et coupant
orthogonalement une sphére, de rayon r’, concentrique a l'une das sphéres
quadritangentes est concentrique & la sphére (0, R).

En effet, en vertu de la relatior} (7),

2__ g2 2 .
oA =""—%+R_op,—oc,=0D,
2r;

r; étant le rayon de la sphére quadritangente considérée.

" 50 Les sphéres tangentes intérieurement (ou extérieurement) a l'une
des sphéres quadritangentes, et circonscrites aut faces BCD, CDA,
DAB, ABC sont tangentes a une sphére concentrique d la sphére cir-
conscrite au tétraédre T. :

En considérant, par exemple, les sphéres (S;, Ri) tangentes inté-
rieurement & la sphére inscrite (I, 7), et circonscrites aux faces BCD,
CDA, DAB, ABC du tétraédre T, on obtient, en grandeur et en signe,
d’abord,

9208, .r =15 —Rz—(10’—R?) = (R,—r)*—R?—d' + R,
ensuite
Rz + r2|__ d!

—_—  ?

/ Rl —
08+ R, 5
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ce qui'donne . ' . : .

Y. R=p+ £ =08+ R=08+R=0S,+ Ri= 08, + R,
¢ désignant la mesure du rayon de la sphére A,B,C,D;,, (3°), concen-
trique 4 la sphére (O, R). ’ -

Les sphéres (S;, R}) sont donc tangentes intérieurement a la
sphére (O, R’) qui passe par les points A", B", C", D" situés sur les
droites OA,, OB,, OC,, OD, et tels que I'on ait

OA” =04, + 7=+ 5 = OB’=0C"= 0D~

Les sphéres (S;, R]) sont par suite circonscrites aux tétraédres s
A’BCD, B'CDA, C’"DAB, D"ABC et respectivement tangentes aux %
spheres (I) et (I.), (I) et (L), (I) et (L), (1) et (I,); des conclusions AR
analogues ont lieu quand on remplace la sphere (I) par chacune des ¥
spheres des combles (1), (L), (I,) si elles existent, d’aprés le théo- 3 :§

Ay

réme suivant (') : Il eziste une sphére (S, R.) qui passe par les som-
mets B, C, D du tétraédre T et qui touche intérieurement les sphéres
- 7 inscrite et ezinscrite (1) et (1,). Deux sphéres quadritangentes apparte-
nant a deux groupes différents, [(1)] ou [(I), (L), (L), (L,)], sont tan-
gentes a une méme sphére (X) passant par trois sommets du tétraédre. :
Chaque sphére quadritangente touche quatre sphéres (Z) et chacune de.
celles-ci touche deuz sphéres quadritangentes. Par trois sommets donnés
 du tétraédre passent quatre sphéres (Z) ().
b 60 Les sphéres de centres A", B', C", D", (5°), circonscrites respecti-
: )

s S

1

.

o (Y R. Bricarp, L’Enseignement scientifigue, 1936, 162. P

- () Le théoréme de R. Bricarp résulte de la construction des sphéres A"BCD,

B’CDA, C"DAB, D"ABC. Car il y a, en général, deux sphéres (I) qui passent

par un cercle donné (C) et touchent une sphére (S,), les points de contact étant

. ceux des deux plans tangents a (S,) menés par P’axe radical d du cercle (C) et

. du cercle intercepté par la sphére (S;) sur le plan du cercle (C). Dans le cas du
cercle BCD et de la sphére inscrite (I, r), [ou exinscrite (I, rg)], au tétradédre
ABCD, I'une des sphéres (3) est la sphére ABGD, I'autre, dégénérée, le plan
BCD.

D’autre part, cette sphére () = A"BCD tangente 4 la sphére (I, 7), I'est aussi
= a la sphere (L, rd), car la droite d, qui ne passe pas par I'un des centres de simi-
K litude des sphéres (I, r), (I, 7a), est située dans le plan BCD tangent & I'un des
' cénes circonscrits aux deux sphéres, mais elle n’est pas tangente au second

: céne circonscrit. Or, pour qu’il y ait deux sphéres tangentes A deux spheres (S,),
b (S!) et passant par un cercle (C), il faut que la droite d définie plus haut soit
" tangente aux deux cdnes circonscrits aux sphéres (S,), (S).

7 i
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vement aux faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T coupent

orthogonalement la sphére inscrite (I). :
Car la distance du centre A” de la sphére passant par les points

B, C, D et orthogonale a la sphére (I, 7), au centre O de la sphére cir-
conscrite au tétraédre a pour mesure

OA" = (R* 4 r*—d*) : 2.

N

. . ’
Cette remarque s'étend aux sphéres des combles quand elles

existent. 1
I

80. Si les points P, Q partagent les arétes opposées AB, CD du
tétraédre T dans les rapports égaux
AP_CQ_ m
PB QD =n
on sait que la droite PQ coupe la bimédiane B,B{ en un point L qui
est le milieu du segment rectiligne PQ et qui partage la bimédiane

B,B; dans le rapport
BL_m

LB, n _
Cette propriété est une conséquence facile de la théorie des trans-
versales et elle résulte aussi de ce que le lieu de la droite PQ, lorsque

le rapport M varie, est le paraboloide hypérbolique dont les cdtés
n

du quadrangle gauche ABDC sont des génératrices rectilignes.

On se propose d’évaluer les longueurs des segments PQ et OL, en
fonction des nombres m, n et des longueurs des arétes du tétraédre T
dont le point de MonGE est Q. /

1o En appliquant le théoréme de STEWART relatif aux carrés des
distances de trois points collinéaires & un point quelconque, d’abord
aux distances des points A, B, P au point Q, puis a celles des points
C, D, Q aux points A et B, on obtient les trois relations

n}i—(—li @(_QZ mnc?

Q" = Q' _mnd"
m+n m4n (m+4n)

Xaz _ nb’ ma’® ___mnc ,
m+n mtn (m4n)

de ma® mb" mnc?

= m-+4n 7n+n——(m+n)"
.10
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Il en ‘rés‘ulte que

® PQ= (_m_j——n)_ [r5° 4 mb* + mn(a 4 o — — 7).

20 Lorsque m— 1, les points P, Q sont les milieux C,,VC; des
" A

arétes opposées AB,‘ CD du tétraddre; les carrés des bimédianes sont
done o : : '

AAT = %‘[— &' —a+ b+ b+,
-B_l_é—;' - ‘_i_ [a: _|_ at— bt — b2 + c,+ c,,],
. aaﬁ — % [ag-+ arg+ b!+ b"-—c’——c”],

! ,

d’ou I'on déduit (iue la somme des carrés des bimédianes est

KA? + BB} 4+ GO = (@ +a"+ B+ B+ ¢+ ),

~

- ou le quart de la somme des carrés des arétes du tétraé({re.

30 Les points Q, O étant symétriques par rapport au centre de

| _ gravité G du tétraédre, de méme que les points B, B{,ona

¢

ﬁﬁ’;-ﬁﬁz’—_-a{—_i_b'*, QB = 0B’ = R'— - b

Or, en vertu du théoréme de STEWART,

e

L ) Tmtn mtn (mtn)}’

’“ done- : -

@ B =R e 42

_4° Des rela’tions (1) et (2), on déduit que la puiséance du point de

. MongcE Q par rapport & la sphére décrite sur le segment rectiligne PQ
comme diamétre, est L '

i \

o712 1 552 . a_ 1- 2 2\ (]2 ’2 2 ’2
QL —Z—PQ =R 4———(m—|—n)'[(m +n?)(b*+4 b ) + 2mn(a + a'Y].
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"Cette puissance conserve donc la méme valeur quand on y per-
mute m avec n; c’est-a-dire quand on remplace les points P, Q par
leurs isotomiques sur les segments rectilignes AB, CD. On est ainsi
conduit & ce théoréme qui généralise une propriété connue: Etant
donné un tétraédre quelconque ABCD, si les points P, Q partagent les
arétes opposées AB, CD dans le méme rapport, et si P’, Q' partagent
ces deuz arétes dans le rapport inverse du précédent, le point de MONGE
a la méme puissance pour les sphéres décrites sur les segments recti-
lignes PQ, P'Q’ comme diamétres. A

_Les centres des deux sphéres ou les milieux des segments PQ,P'Q’,
sont les points L, L’ qui partagent la bimédiane B,B; dans les rap-
ports suivant lesquels les points P et P, Q et Q partagent les arétes
AB, CD, et les points B,, B{ sont les milieux des arétes AC, BD. La
propriété est donc applicable aux sphéres décrites sur les seg-
ments PQ’, P'Q comme diamétres, et 'on observe que les points P et P/,
Q et Q' partagent les arétes AB, DC dans les mémes rapports inverses;
les centres de ces sphéres ou les milieux des segments PQ/, P'Q par-
tagent de la méme maniére la médiane A,A. La valeur de la puis-
sance du point  pour ces deux sphéres se déduit de la relation (2)
en permutant a® + a'* avec b* + b*

Donc, ¢ une méme valeur du rapport l:l}—, correspondent, sur chaque

bimédiane, deuz points équidistants du centre de gravité du tétraédre et,
sur chaque aréte, deu points équidistants du milieu de cette aréte; les
points situés sur une bimédiane sont les centres de symétrie de deuz
parallélogrammes dont les sommets opposés sont les points situés sur
deuz autres couples d’arétes opposées du tétraédre; les diagonales dont
les extrémités sont sur les mémes arétes opposées sont les diamétres de
sphéres dont le plan radical est le plan perpendiculaire & la bimédiane
considérée par le point de MonGe du tétraédre. Si les arétes dont la
bimédiane joint les milieuz sont perpendiculaires, les parallélogrammes
sont des rectangles et les sphéres décrites sur les diagonales de chacun
d’euz comme diamétres se correspondent. ‘

Ces sphéres se réduisent aussi & celles décrites sur les arétes opposées,

quel que soit le tétrasdre, si le rapport ——IE— =0.

81. Les résultats obtenus dans le cas d’un tétraédre quelconque se
simplifient dans le cas particulier d’un tétraédre orthocentrique T.

En effet, dans cette hypothése, ' ‘

\

a* +a*= I + V=4 ¢
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de sorte que-

—_— 212 2772 — Y] = 1 ,
Pq’-= "—(’:n—i—”‘,;)—”— KA =BB!=CC' =, (@+a";

QL'=R!—
4(m+ n)?

- o . ,
QL?——-Z- PQ’ = R’——:(a’—l—a’) =,

[ + mb* + 2mn (b + b?)];

p étant le rayon de la sphére conjuguée au tétraédre.

De la dernidre formule, il résulte: Dans tout tétraédre orthocen-
trique, si les points P, Q partagent les arétes opposées AB, CD dans le
méme rapport, la sphére décrite sur PQ comme diamétre est orthogonale
& la sphére conjuguée.

En particulier, dans tout tétraédre orthocentrique, la sphére conjuguée
est orthogonale auz sphéres décrites sur les aréles comme diamétres et
a la premiére sphére des douze points. '

1l résulte d’ailleurs de ces propriétés que : La sphére conjuguée au
tétraédre orthocentrique T est le liew d’un point M dont les plans polaires
par rapport auz sphéres décrites sur les arétes comme diamétres, d la
premiére sphére des douze points, et, en général, a toute sphére décrite
sur un segment dont les extrémités partagent deuz arétes. opposées dans

- le méme rapport, comme diamétre, concourent ‘au point M’ diamétrale-
ment opposé au point M sur la sphére conjugude.

SPHERES ASSOCIEES A UN POLYGONE GAUCHE

Polygone gauche quelconque.

82. Norarions. — A chaque sommet A, (i =1, 2, 3, ..., n), dun
polygone gauche (P)=A,A, ... A,, on fait correspondre le polygone
(P.) déterminé par tous les autres. Soient G le barycentre des som-
mets (A;) du polygone (P); G celui des sommets de chacun des
polygones (P,). Les points G, se confondent avec les transformés des
points A, par 'homothétie (G, —;—l—i) (BELLAVITIS).

Conveénons d’appeler médianes du polygone (P) les segments AG'
qui joignent les sommets du polygone fondamental (P) & ceux de son
complémentaire (p) = G,G,G; ... G, et désignons par K* la somme
des carrés des distances des sommets du polygone (P) pris deux &
deux de toutes les maniéres possibles; par K? la somme analogue des

.
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carrés des distances des sommets du polygone (P)) et par ki la somme
des carrés des (n — 1) c6tés aboutissant au sommet A.

On a
K4 k=K, Sk=2K), IKi=(n—2)K), E(K!+k)=n. K.
83. RELATiONs METRIQUES. — Par application du théoréme de

Leisniz au point A, pour les points A, A, ..., A,, on obtient la
formule

() AG = 5 (ki —K),
deont 1 résulte, d'une part,

(2)
S, G = o (nSk—nK?) = L (sk—K) =—i-(2K’—-K‘-’) =%,
et, d’autre part,

&) AG! = gy (ki — K.

84. SpHERE FONDAMENTALE DU PoLYGONE (P). THEOREME. —
Le lieu des points M dont la somme des carrés des distances auz som-
mets A, du polygone (P) est égale a la somme K?* des carrés des distances
des sommets pris deuz a deuz de toutes les maniéres possibles est une

_— éme
sphére (G, o) dont le carré du rayon vaut le (n . 1) de K2
n
Par hypothése et en raison du théoréme de Leisniz,

K* — SMA? = SGA! + n.MG';

d’ou
(4) o' =1 (k—s6A) ="1. ke =al
n n
COROLLAIRE. — La somme des puissances des sommets de (P) pour
la sphére fondamentale vaut le <___n-;; 2)6me de K*.

Car la puissance d’'un sommet A; par rapport a la sphére (G, o)
2 .’

est égale & _K _
: n

CoROLLAIRE. — Dans un tétraédre A,A;A A, la sphére fondamen-
tale (G, o,) se confond avec la sphére orthoptique de Uellipsoide de

STEINER circonscrit.



2

U:»=~1§'6‘K.

CoroLLAIRE. — Dans un triangle A\A;A,, la sphére fondamentale
(G, ,) cotncide avec la sphére décrite sur le cercle orthoptique de Uellipse
de STEINER circonscrite comme grand cercle.

Car .

op= 2 K2

9

85. FAISCEAUX REMARQUABLES DE spuires. TuEéorEME. — La
sphére (a;) décrite sur la médiane A,G, du polygone (P) comme diamétre,
la sphére fondamentale (G, o) du polygone complémentaire (p) et la
sphére fondamentale (G;, o) du polygone complémentaire (p;) de (P))
appartiennent & un méme faisceau (F,).

La sphere (G, ,) étant la transformée de la sphére (G, s,) par

et la sphere (G, ¢,) la transformée de la

I’homothétie <G, —
sphére fondamentale (Gi, op,) du polygone (P;) par I’homothétie

), on obtient, en vertu de I'expression (4) de of qui

[

entraine celle de o},

LKL K
®) oy R s Y Y ©

En comparant les distances

L AG—a AGI—a
d,==—__ "¢ — it el
(7 =05 =56 (8)

du point A, 2 chacun des plans radicaux des sphéres (G, o,) et
(As) (Giy 0p) €t (A) et en observant que

(9) Ga; = z : 2 -AG,

on constate que d, = d,. Les sphéres en cause forment donc un fais-

ceau linéaire (F)).

(Y E. TurrIERE, L’Enseignement mathémaltique (Gendve), 1931, 70.
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CoroLLAIRE. — La sphére fondamentale (G, s,) du polygone (p)
est commune auz n faisceaux (F;) déterminés par les sphéres (A,) et

(GI’ Upi)-

CoroLLAIRE. — Le rapport des puissances du sommet A, du poly-
gone (P), par rapport auz sphéres fondamentales des polygones (p) et (p:)
est égal a n— .

Car, en raison des relations (6) & (9),
Ga;: Ga;= (n—2):n.

CoroLLAIRE. — Dans un tétratdre, les sphéres décrites sur une
médiane comme diamétre et sur le cercle orthoptique de Uellipse de
STEINER inscrite dans la face opposée comme grand cercle et la sphére
orthoptique de Uellipsoide de STEINER inscrit forment un faisceau.

CoroLLAIRE. — Dans un triangle, les cercles décrits sur une médiane
et sur le cdté opposé comme diamétres et le cercle orthoptique de Uellipse

. de STEINER inscrite forment un faisceau.

Polygone dont les sommets sont cosphériques.

86. Tutorime. — Les plans perpendiculaires menés du barycentre
de (n—2) quelconques des sommets du polygone (P) dont les sommets A
sont sur une sphére (0, R) sur la corde qui passe par les deuz sommets
restants concourent en un méme point Q (Point de Kanor) (').

Le barycentre G des points A, Ay, ..y A, divise dans le rapport

2 la distance du barycentre F des points Ay, A, ..o A, _.au
n—
milieu M de la distance A,_ A, des sommets restants A,_;, A Par
suite, la paraliele 3 OM par F rencontre OG en un point Q tel que

(10) 0G:GQ=(n—2):2, et 00 =—".0G.

Ce point Q ne change pas quand on partage autrement les points A,
en deux groupes de (n—2) et 2 points.

() KanTor a signalé une proposition analogue pour n points concycliques
(Wiener Siizungsberichte, 1876).
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87. Tuforime. — Dans un polygone (P) dont les n sommets A, sont
cosphériques, les barycentres G;, les transformés des points de rencontre
A, et A, des droites QA,; avec la sphére circonscrite (O, R) par I’homo-

thétie (Q, R 1)tmn.«;/ormée de

1 . ;
i sont sur une méme sphére { o,
n

la sphére circonscrite par les homothéties (G,'—— 1 ) et (Q, ——1—)
{Sphere des 3n points.) n—1 , n—1
Car la sphére (O, R) circonscrite au polygone (P) et la sphére

(o, R 1) déterminée paf les barycentres G, des (n— 1) points A;
n—

ont le barycentre G des sommets A, pour centre de similitude inverse
. i) . oye .
et le point de Kantor Q de (P) comme centre de similitude directe.

CororLaRe. — La puissance d’un sommel A; du polygone (P),
par rapport & la sphére des 3n points, est égale a
1 22 .

Le théoréme de STEwART appliqué .au triangle A, QO donne, en

effet, .

o 1 A
12 Ao'= ——|[R*+ (n—1)k —K|.
(12 o= g R+ DR K]

CoroLLAIRE. — Le rapport des longueurs des tangentes menées d’un
sommet A, a la sphére des 3n points de (P) et d la sphére fondamentale
(Gi, 3,) du polygone complémentaire (p;) correspondant au sommet A;
considéré est égal a '

13) . bt =\n—2:\/n—1.
Car, en vertu des relations (3) et (4),

14 0=AG —a= (_r—z_—-—i)i_(;l—:—T (i — DR — K.

Il suffit de comparer (11) et (14) pour obtenir (13).

88. TutoriME. — Les sphéres de centres A; dont les rayons sont
proportionnels auz longueurs des tangentes menées des sommets du
polygone (P) d une sphére.donnée (0, R,) sont orthogonales & une méme
sphére (o, p)- ‘

Soient I, L, - - -, L, les longueurs des tangentes menées des sommets
A, A,y .., A de(P)ala sphere donnée (O, R,); () le plan radical

D SR .-

b

PR S
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de cette sphere avec la sphére circonscrite (0, R); o, les projections
orthogonales des points A, sur le plan (z). On a, en grandeur et en
signe,
' l_xip‘i —Ri=1:=200,.Aq,,
(15) 2 A0} — R!=12=200,. Asay,

..................

[ A,0° — R =12 =200, . Az

Le plan (Aa, Aga,) rencontre le plan (=) suivant une droite qui
passe par le point M ot la droite A,A, rencontre celui-ci, et I'on a

(16) MA,:MA, = Ap i Ay =10:1
Quatre spheéres

(A, WK, (A WVE), (A LVE), (A, LVEK),

J étant un coefficient arbitraire, sont orthogonales & une sphere (v, )
et si o), o), o), «, désignent les projections orthogonales des sommets
A,, Ay, A,, A, sur le plan radical (=') des sphéres (0, R) et (v, ¢),

A’ — ¢t = kl{ = 200. Aol

(17) -2 9 2 ’
Ay — 2=kl =200 . Ay, ...

Le plan (A,al, Aya}) rencontre le plan (=) suivant une droite qui
passe par le point M’ ou la droite A,A, perce celui-ci, et, comme,
en raison de (16) et (17),

MA, :MA, = Al Aya = B : = Aoy 1 Ay,
on a
=0y, 03=0, e et (x) =(=)-
Cette sphére (v, ¢) ne chahge donc pas quand on prend pour centres
des sphéres (A, 1)/ k) quatre points quelconques parmi ies n sommets
de (P).

CororLaini. — Les sphéres (0, R), (0, R,), (w, p) appartiennent
& un méme faisceau (F). ’

. Corovrraire. — Lorsque le coefficient k varie, les centres des sphéres
(0. o) décrivent la droite 00,, et lon a la relation

) P ’

(18) Ow, : Owy =k : ky

entre les distances du centre de la sphére (O, R) d ceuz des sphéres (wy, 1),
 (wa £9) correspondant ¢ deux valeurs données k,, k, du coefficient k.
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¥ Y " Cela résulte de ce que le plan radical (z) des sphéres (O, R) et %

) ‘ (w, p) reste fixe quand le coefficient k varie et la relation (18) est une i}
o conséquence des égalités (17). ‘ L
: .. CoroLLAIRE. — La puis&ance du barycentre G des points A;, par
+ .- rapport & la- sphére. (w; ¢)- correspondant & un coefficient k; a pour- :
‘ expression v ’ .‘}
(19) Lok B -+ ) — K,
n : ik
’ ' \ On a, en effet, : :%
oA Al + - + whi=GA] + GAj + -+ + GAL + n.oG; 4
d’ou, en vertu de 1), ’ z?j
o= Ly@ai—n—voa=Lw X B
n ST E R T
f‘_-, , 89. -Sivl’on suppose que (') 'j:
Sy E=Ky E=K ., =K, 1
- ’ £
o les relations (17) deviepnent ,
@) Ra'—p—k.Kl, Aw'—p=kKh .., Ao'—p=kK}
.;' , et il résulte que '
22)  Aw — A = K(KI— K} = —k(k{ — KD, ...
Or; en vertu de (2), , '
ey . ‘ i3
: 23) AG—AG= ;t— [nk — K2 — (nk}— K*)] = _i_ e—K). -
‘ D’otl cette proposition: - : j
TatoriMe. — Lorsque le coefficient k varie, les centres des sphéres :
(w, p) correspondant auz valeurs (20) de 1} décrivent la droite OG et £
lona . ‘ :
(24) Ow:0G = —nk. >

(1) Cette hypothése correspond A une sphére (O, Ry) qui}se confond, quand .
k=— 1 , avec la sphére fondamentale (G, ap) pour laquelle les puissances des )
n : . .

' H
sommets A; de (P),sont égales & — I_ZL
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CoroLLaIRE. — La distance du barycentre G des sommets de (P) au
plan radical (x) des sphéres (O, R) et (v, ¢) est égale @

%) GQ= (n=2K"

(25) Q 2n*. 0G

Car, en raison de (17),

1 ©k.K . 3K

1
=Y /o Re M .. =704 .
GQ. n A n 200 2r.0G

" CoroLLAIRE. — Le carré du rayon de la sphére (v, p) a pour
expression ’
(26) p’= (14 nk)’.R*— k(k +1). K%

En appliquant le théoréme de STEWART au triangle A,wG, on obtient, '
en effet,

(27) Aw' = (L+ nk) . R—k.k—k. K
d’ott (26) en observant que
(28) oc=r—K.
n
De plus,
(20)  SAw' = n(l+ nk)'.R*—k[n(k + 1) —2]. K*.
CoroLLAlRE. — La puissance du barycenti;e G des sommets de (P)
pour la sphére (w, p) est égale a
(30) ;% [(n—2)nk —1]. K2,
et la sphére (v, ¢) passe par G quand
1
31 k= ———.
G1) (n—2)n
A C(‘)ROLLAIRE. — S =—-_—1- la sphére (w, p). se confond avec la
n !

sphére fondamentale (G, o) du polygone (P) qut fait partlfe du faisceau
(F). , . ‘
Cela résulte de la formule (27) qui se réduit a

n-—-’-l ~K’;—-c}.

2=
e n

La sphére fondamentale de (P) fait donc partie du faisceau (F). -
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CoroLLAIRE. — La sommé des carrés des distances du point de
KANTOR auz sommets du polygone (P) a pour expression

1 2 2
(32) (;:—:2—)2-[4nR + (n—4)K’].

Car e théoréme de STEwART appliqué au triangle A,0Q donne

33) AQ'=—— LR+ (n—2K—KT
Sin=4, .
(34) SAQ = 4R
CoroLLAIRE. — La puissance di point Q de KanToR pour la sphére.

circonscrite au polygone (P) est égale a

o _1___2)2 |4(n—1)R—K.

CoROLLAIRE. — Les sphéres de centres A; ayant pour carrés de leurs
2 .
rayons L 5 sont orthogonales & une sphére centrée au point Q de

(35)

KanTtor du polygone (P).
Car, en vertu de (33),
o kK o1 Rk
(36) AQ 3T 2 (4R*—K).

90. SeuirE pE LoNccHAMPS DU PoLYGONE (P). — Nous proposons
d’appeler ainsi la sphére (v, p) telle que les puissances des sommets
A, du polygone (P), par rapport & cette sphére, soient respectivement
égales &

Ki K; K

n—2 n—2 o

n—2

De cette mariére, la somme des puissances pour les n sommets du’

polygone est égale &
‘ 1

n—2

K= K’
Cest-a-dire 2 la somme des carrés des distances des points A, pris
deux 2 deux de toutes les maniéres possibles. Cette sphére corres-

pond & k= 1 5’ et de l’ég_alité (24) il résulte que
n—

(37) 00:0G=—n:(n—2), Ow=—0Q. (38)
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Dés lors, le centre w de la sphére pE LonGcHamPs coincide avec le
symétrique du point Q de KANTOR, par rapport au centre O de la
sphére circonscrite au polygone (P); autrement dit, avec le point de
KanTtor du polygone anticomplémentaire (P,) transformé de (P) par
Uhomothétie |G, — (n—1)]. :

Tutorime. — Le carré du rayon de la sphére pE LoNGccHAMPS
(w, ) équivaut & (n—1) fois la puissance du point Q de KanToR, par
rapport a la sphére (O, R) circonscrite au polygone (P).

La relation (26) devient, en effet,

39 s P l4an—1R—K?
( ) P (n__2)g l (n ) ]’
et-il suffit de comparer cette formule & (35).

La sphére (w, ¢) est réelle, réduite a son centre ou imaginaire,
selon que . )

K2

T N o t it L

4
Quand elle est réelle le barycentre G des point A; lui est extérieur
car .

Si elle se réduit a son centre,

4n—R =K, 0G="—2

n

- R, 0L =R;

le point () de KanToR est sur la spheére circonscrite (O, R).

Tutoriéme. — La sphére b LoNccramps (o, ¢) est orthogonale a
la sphére fondamentale (G, -,) et le plan radical (=) des sphéres (O, R) et
(G, 5,) se confond avec le plan polaire du centre de la sphére pE Long-
cuames, par rapport & la sphére fondamentale, et avec le plan polaire
du barycentre G des points A , par rapport a la sphére pE LoNGccHAMPS.

En effet,

(40) Gm.GQ:M-OG- ":‘_2__.1{2___.2’__“_1. K=

2
P p.
n—2 - 2n%.0G n®
, N : i .
TuéorEmE, — La somme des puissances des sommets de (P} pour

la sphére pE LoNGcuAMPS (o, p) est égale a la somme des carrés des
distances de ces sommets pris deuz & deux de toutes les maniéres pos-
sibles.
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Si I’on applique le théoréme de STEWART au triangle A,0Q pour
calculer la distance A» du sommet A, au centre w de la sphere (v, ¢),
on obtient la relation

@) Aw'=—t_.[4(n—1p R—(n—2K—K],

(n—2) L '
de laquelle on déduit, d’abord, d’apres (39),
@) Ao'—g=SL o BE—¢)=K
. n—

puis, .

2 '1 2 212 — 2 __ 2
(43) QG,‘=[(n_.:i)_(_r;__--T)].[4(n——1)R-——(n 2k — K2,

en vertu de I'homothétie (G, ———-1—> qui transforme (P) en (p)
et w en Q. n—1

91. SraRe DE LONGCHAMPS DU POLYGONE COMPLEMENTAIRE
(p). — La sphére pE Lonacnames (Q, py) de (p) se confondant avec

la transformée de la sphére (w, p) par 'homothétie (G, ——-—1—1),
est centrée au point Q de Kanrtor de (P). =

Tatorkme. — Le carré du rayon de la sphére pE Lonccrames de
. (p) équivaut & la (n—1)® partie de la puissance de son centre Q par
" rapport  la sphére circonscrite au polygone (P).
'En effet, d’aprés (39),

* ‘ 9 __ ' 1 . . - 2___ K2
(44) A= o [sn— )R —K.

11 suffit de comparer cette relation avec (35).

~ Tatorkme. — Darns un polygone (P) dont les n sommets sont co-
sphériques, la différence entre (n—2) fois la somme des carrés des cotés
aboutissant & un méme sommet et la somme des carrés des distances des
sommets A, pris deuz & deux de toutes les maniéres possibles sont égales
@ (n — 2) (n —1) fois la puissance du sommet considéré, par rapport
a la sphére pE .LONGC\HAMPS (Q, p) du polygone complémentaire (p)-
Car, en raison de (33) et (44), . ‘ -
A=t [(n—2)K—K
(45) AQ —ci= T y— [(n—2)K K.
TatoriMe. — La sphére (a;) décrite sur une médiane AG, de (P)
comme diamétre, la sphére fondamentale (G, o) de (p) et la sphére

S
. Ff

e T b R S L T A
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tondamentale (Gi, o,;) du polygone complémentaire (p;) de (P,) appar-
tiennent & un méme faisceau linéaire (F;).
Tutorkme. — La sphére pe Loncerames (Q, p,) du polygone (p)

est orthogonale a la sphére fondamentale (G, o)) du méme polygone. -
Car la configuration (p) et (G, g,) est la transformée de la figure

(P) et (G, o) par l’homothétie.(G, ————)

n—1

TutoriMe. — La sphére pE LoNccuames (Q, ¢,) de (p) est ortho-
gonale & chacune des sphéres fondamentales des polygones complémen-

taires (p;) des polygones (P)).
En vertu de (6), (43), (45), on a, en effet,

(46) QG =¢1+ Ghe -

TutorimE. — La sphére pe Lonceuamps (Q, p,) de (p) est orthogo-
nale auz sphéres (a,) décrites sur les médianes AG; de (P) comme

© diamétres.

Car la puissance du point Q pour la sphére (a;) est égale a
L @K + 86— G,
c’est-a-dire &
1

47 . [amn—1R—K=p?

( ) (-n——2)z(n—1) [ (n ) ( ] Po
en vertu des formules déja démontrées pour les expressions de
QA;. QG;, AG,.

Tatorime (Récapitulatif). — Le point Q de Kantor du poly-
gone (P) se confond avec le centre radical des sphéres (G;, op), (a;) et
les n+ n+1=2n+1 sphéres (a)), (G, ap), (G, qp) sont ortho-

gonales & la sphére pe LoNccuames du polygone complémentaire (p)-

TutoriME. — La sphére fondamentale (G, o) du polygbne (p.) est
orthogonale a la sphére (a}) décrite sur A,Q comme diamétre?
La puissance du point G; pour la sphére (a)) a pour expression

% (CA® + GQ'—ALY,

c’est-a-dire
_ K
(n—2)(n—1%)

en .raison de (3), (43), (45).

e— 2
= 6p
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Tutorime. — Les circonférences de grands cercles interceptées
- sur les sphéres fondamentales (G;, o) relatives auz polygones (p;) par
les plans diamétrauz de ces sphéres perpendiculaires aux droites A;Q
sont sur une sphére (m, r) dont le centre coincide avec le point de Kantor
du polygone compléinentaire (p) de (P).

En effet, on a, d’abord,

' 1
G, = -+ AQ
mG,=—1p AQ,
puis
P — . . 1 2 i
48 = ———— | 4R+ (n—3). K| =1
@ Gt [(n—-z)(n_1)] 4R + (n—3). K] =~
Tutorime. — La sphére (O, R) circonscrite au polygone (P)

rencontre les sphéres de centres G, et de rayons \'n— 2.5, suivant
des circonférences de grands cercles.

Car
: : — K* '
(49) ; Rz‘—OG,- = (n—l)’= (n—2) .95,
92 FAISCEAU REMARQUABLE DE SPHERES. THEOREME. — Dans un

polygone (P) dont les sommets sont cosphériques, la sphére circons-
crite, la sphére des 3n points, la sphére orthocentroidale (L), la sphére

(m, r), la sphére fondamentale (G, q,) et la sphére pE LoNecHAMPS

(Q, py) relatives au polygone complémentaire (p) appartiennent a un
méme faisceau (F). ' - '

Par analogie avec le tétraédre, convenons d’appeler sphére ortho-
centroidale la sphére décrite sur GQ comme diamétre.

La sphér‘e <o, des 3n points de (P) étant la transformée de

n—
la sphere circonscrite (O, R) par I'homothétie <G, 1 1) et la

sphére (Q, p,) DE LoNccramps de (p) provenant de la sphére (w, p)
pE Longcuames de (P) transformée par la méme homothétie, la dis-

tance du barycentre G des sommets A, de (P) au plan radical (r) des

sphéres <o, ni. 1) et (Q, ) a pour expression

( ' P t’) SR
(50) 6Q - 2(n—1)n*.0G '

en vertu de (25).
De cette relation on déduit les distances Q'0, Q'o, QL, Q'm, QQ

et les égalités
- —_ —-_— GO? _ C—y
Q0" — R = o' — Lo = QL — T = Q' = Q0 5k

3
¥
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CoroLLAIRE. — Dans un polygone (P) dont les sommets sont cosphé-
riques, la sphére circonscrite (O, R), la sphére fondamentale (G, o),
la sphére e Longcnamps (w, p), les sphéres circonscrite et orthocen-
troidale du polygone anticomplémentaire (P,) et la transformée de la

sphére (m, r) par Uhomothétie [G, — (n—1)], appartiennent & un

méme faisceau (F').
Ce faisceau est le transformé de (F) par 'homothétie [G, — (n—1)].

98. Dans un polygone plan (P)=A,A, ... A, dont les sommets sont
concycliques, I'analogie est compléte.

11

e



CHAPITRE III

. COMPLEMENTS
A LA GEOMETRIE RECENTE DU TETRAEDRE

94. Introduction. —C’est sous le titre Géométrie récente du triangle
que l'on a classé les travaux de J. Neuserc, H. Brocarp, E. LEMOINE
et ceux de leurs nombreux imitateurs, entrepris &‘ce sujet -surtout de
4870 & nos jours. Ces recherches ont abouti & mettre en évidence toute
une suite de points, de droites, de cercles, de coniques et de cubiques
planes remarquables associés a un triangle, qui portent les noms de ces géo-
métres et dont le rassemblement n’a pas encore été fait d’une maniére
systématique.’ ‘

*est encore 4 J. NEUBERG que I'on doit d’avoir introduit les premiéres
analogies entre ces configurations planes et les éléments d’un tétraddre.
Son Mémoire sur le tétraédre, publié en 1884 par les Bulletins de I’ Académie
royale de Belgique, renferme, en effet, de belles propriétés relatives & des
points, & des spheres et & des quadriques associés au tétraédre général
ou & des tétraddres spéciaux. _ .

‘autres géométres ont continué ce genre de recherches, s’attachant
aux propriétés de certaines quadriques et de surfaces. Il y a lieude signaler,
en particulier, la surface telle que les projections orthogonales de tous ses
points sur les plans des faces d’un tétraédre sont coplanaires, dont la pro-

riété fondamentale a été établie pour la premiére fois par A. SaRTIAUX
(Nouvelles Annales de Mathématiques, 1866, p- 317).

Nous avons pour notre part mis en relief pas mal de configurations
concernant des points, des spheres, des quadriques et des courbes gauches
associés a un tétraédre général. Quelques-unes figurent déja dans les pages
qui précédent (sphére pE LonccrAMPs); les plus remarquables des autres,
presque toujours étudiées par les 'méthodes de la géométrie pure, sont

réunies dans ce chapitre.
Les notations fondamentales indiquées au début seront parfois un peu

modifiées. ,

-
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95. DeériniTioN. — Par analogie avec le point de LEmoine d’un
triangle, nous appelons premier point de Lemoine K du tétraédre T,
le point dont la somme des carrés de ses distances aux quatre plans
des faces du tétraédre est la plus petite.

Le point K, dont les coordonnées barycentriques par rapport
au tétraédre T sont proportionnelles aux quantités A?, B?, C?, D?,
coincide avec le conjugué isogonal du centre de gravité G, et si l’on
pose A* 4 B* 4 C* + D* =S, ses distances aux plans BCD, CDA,
DAB, ABC ont pour mesures

3AV __ 3BV g 3CV 4 3DV
s ® s’ °7 S 4

1), d,=22Y

968. TuéortMe. — Le premier point de LEmoine K du tétraédre T
coincide avec le centre de gravité de son tétraédre podaire.

Cette proposition connue résulte aussi de remarques plus générales.

Soient une quadrique de révolution de foyers P, P’ inscrite au
tétraédre T, dont I'axe non focal a pour mesure 2b; A’B'C’'D" et
A'B"C'D" les tétraédres podaires des points P et P’. Si*I'on porte
sur les droites P’A”, P'B", P'C’, P'D" lés vecteurs

b b’ b b

dont la résultante est 13'_1\7[, et si Ton porte sur PM le vecteur

2
2
P'M
gonale du point P’ sur le plan harmoniquement associé & ce point,
par rapport au tétraédre T, se confond avec le point p’. Or, on a,
d’abord,

RSt . .
= P’p/, d’aprés un théoréme de LAGUERRE, la projection ortho-

bi - b! b! . bl
,=———, ,=—'-——, ,=—--—— PD’:———,
P=pm PP=pp F-pe - PD’
ensuite les égalités vectorielles '
(@) 4Pp=PK+PF +F PC4+PD = p.u L =4,
PR’ Pp

d’ou la relation
(3) b*=Pp.P'p.

. ;‘; J .:‘\{ K|
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Si le point P coincide avec le .premier point de Lemoine K du
tétraddre T, le point P’ se confond avec le point G et p coincide avec
le point P=K tandis que le point p' est a linfini. Le produit (3)
est donc indéterminé, ce qui n’infirme pas les égalités (2), et le point

- P= K’ coincide avec le centre de gravité de son tétraddre podaire.

COROLLAIRE. — Parmi les tétraédres inscrits au tétraédre T, le
tétraddre - podaire du point K est celui dont la somme des’ carrés des
arétes est la plus petite. ‘

En effet, dans tout tétraddre, la somme des carrés des arétes
stant égale & quatre fois celle des carrés des distances des sommets
au centre de gravité du tétrasdre, si un tétraddre est inscrit & un
autre tétraddre, la somme des carrés de ses arétes n’est pas inférieure
a quatre fois la somme des carrés des distances de son centre de
gravité aux faces de lautre. Or, le tétrasdre podaire du point K
dont la somme des carrés des distances aux faces du tétratdre T

est la plus petite a ce point pour centre de gravité.

N. B. — Si I'on désigne par &, a,, by, bl ¢y, CLELY les mesures des
ardtes KK, KK, K K, KK, KK, KiK. et du volume du
tétratdre podaire ¢ du point K, on obtient, d’une part,

2
@ st + i) = 2
d’autre part, '. -
(%) o v=g
97. Tutorime. — Dans un tétrasdre T, le barycentre de quatre

masses mA?, mB?, mC’,. mD? proportionnelles ‘quz carrés des aires
des faces et appliquées en qualre points Ay, By, C,, D, divisant les
hauteurs AA,, BB CC,, DD, dans un méme rapport arbitraire

AAn_ E;_B_!. CCy_ DDy _ k,

—_— o
= = — =

(6) . AA, BB, CG DD,
se confond avec le premier point de LEMOINE.
" Si les points A, B,, G, Dy affectés des masses mA?, mB?, m(C?,
mD? et leur barycentre K se projettent orthogonalement sur le plan
BCD en A}, B, Ci et K,, d’aprés la propriété fondamentale du bary-
centre et en vertu des égalités (6), on 3, de proche en proche, en
grandeur et en signe, .

(A 4B +C+ DY).KK,=A’. AA,4+B.BB + C.C,C, +D*.D,D;
' = k(A AA,+ B2.BB,cosc’ + C*.CC, cos b + D*. DD, cos a)
—3kV.(A+Beosc + Ceos b + Dcosa) =3kV.(A+ A) = 6kAV.
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On obtient des formules analogues.pour les distances KK,, KK,
" KK, du point K aux plans CDA, DAB, ABC par des permutations
circulaires convenables sur les lettres A, B, C, D. Le barycentre K
des points A,, B, C,, D, affectés des masses mA’, mB?, mC?, mD?
dont les distances KK,, KK,, KK,, KK, aux plans des faces BCD,
CDA, DAB, ABC, sont proportionnelles aux aires A, B, C, D de
ces faces se confond .donc avec le preml,er point de LEMOINE du
tétragdre T. '

CororrLAIrRES. — 10 Le point K coincide avec les barycentres de
quatre masses proportionnelles aux carrés des aires des faces et appli-
qudes, soit aux sommels, soit aux pieds,des hauteurs du tétraédre T.

Car dans ces hypothéses, k=1 et k=0.

20 Si les points A,, B,, C,, D, sont coplanaires, le plan qui les
contient passe par le point K. -

30 Les trois plans qui partagent les hauteurs d’un tétraédre dans
un méme rapport concourent au premier point de LEmoiNne K.

4° Le premier point de LEmoOINE coincide avec le barycentre de
masses proportionnelles auz carrés A%, B?, C), D? des aires des faces
du tétraédre T appliquées aux pro]ectwns orthogonales sur les hau-
teurs des points de MoncGE des tétraédres A,BCD, B,CDA, C,DAB,
D,ABC dont les sommets A,, B,, C,, D, coincident avec les points ot
les hauteurs AA,, BB,, CC,, DD, recoupent la spkere ctreonscrite
au tétraédre fondamental.
. Car les projections A;, B;, C;, Dj des points de MoNGE en question
divisent les hauteurs AA,, BB,, CC,, DD, du tétraédre T dans le
méme rapport .
 AJA_BB .C_ DD __
AjA, BB, GC, DD,

50 Dans un tétraédre orthocentrique T dont les hauteurs AA,, BB,
CC,, DD, rencontrent la sphére circonscrite en A,, B,, Cy, D,, le bary-
centre des orthocentres A,, B,, C,, D, des tétraédres A,BCD, B,CDA,
C,DAB, D,ABC, affectés de masses proportionnelles auzx carrés des
dires des faces correspondantes du tétraédre T, se confond avec le premier
point de Lemoine K.

Car les points Ag, B;, C,, D, partagent les hauteurs du tétraédre T

dans le méme rapport k=— —3

98. Tutorkme. — Les droites qui joignent les sommets A, B, C, D
d’un tétraédre T aux points d’intersection A,, B,, C,, D, des cines
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des tangentes & la surface de SARTIAUX (S) aus trois autres sommets deT, .
concourent au premier point de LEMOINE K du tétraédre fondamental.
En effet, I'équation normale de la surface (S) étant

) o ﬁ‘_;[__l_?’_+_C_+P_=O,.
z Yy z t

’ )
et celles des cones des tangentes aux points B, C, I,

z - Lt = z Yy T Yy z

T t

on obtient

Lés coordonnées normales du point A, sont donc proportionnelles
aux quantités —-%—, B, C, D), ce qui prouve que la droite AA, ‘
j e
et, par analogie, les droites BB,, CC,, DD, concourent au point K.

 Cororraire. — Les coordonnées barycentriques du point K dans
le tétraédre T, sont proportionnelles auz quantités

,(——i;—+B+C+D),' (A'—P,;,-+c+n)',
(A‘+l.3——%+D>, (A+B-'|—C_——'-122),

’ - Tatorkme. — Le tétraédre T et le tétraédre T, = A,B,C,D, ayant
pour sommets les troisiémes intersections des droites AK, BK, CK,

DK avec la surface (S) sont homologiques. et le plan d’homologie se
S i 1 . N . v . .
confond. avec les’ plans. polaires du point K par rapport auz deuz
tétraédres T,,Tj et a la surface (S). (Premier plan de LEMOINE.)

. Les sommets du tétratdre T, étant

.

‘ -

= —_— = = ) ooy
'

 etles plans des faces, o ‘
'_"."' o BCD __—___—____5_1:_ .l _Z_ _t_= eoe
‘~‘."’" 3A+B.+C+D 0, J
le plan B,C,D, rencontre le plan BCD suivant la droite

N

E IR
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de sorte queile plan polaire du point K, par rapport au tétraédre T,
est :

S R R S
b A+B+C+D 0.

-~ D’autre part, si I'on pose

U=(B,C,D,);, V=(C,DA,), W=(DAB,), S= (A.B,Gy),
le plan polaire du point K, par rapport au tétraddre T;, est
U,, V. W, S\_¢X
2X<ﬁ+-\7+ W+§)=z: =0

Enfin, comme I'équation de la surface (S) peut aussi s’écrire

: SAyst =0=f(z, y, 3, t), "
le plan polaire du point K, par rapport & la surface (S), est

Xf,+ Yf, + 2.+ Th =0,

pour

CoroLLAIRE. — Les tétraédres T, T, et le tétraédre tangentiel
T,= A;B/CiD} du tétraédre T, par rapport & la surface (S), sont
homologigues, le centre et U'aze d’homologie étant le point K et le
premier plan de Lemoine du tétraédre T. )

En effet, le plan tangent A la surface (S) au point A; a pour
équation

92  y , = ¢
T2 =0
- L1z L=0,
et ce plan rencontre le plan BCD suivant la droite
Yypigtoo
. B + C + D
qui se confond avec l'intersection des plans BCD et B,C,D;, le
centre d’homologie est le point K, car A} se trouve sur la droite

" AA,A,. Etant Pintersection des plans tangents en By, C;, Dy, ses coor-

données sont, en effet,

99. Soit (I') une quadrique inscrite au tétraddre T dont elle
touche les plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC en A, B, Cc,D;
nous supposons que les droites AA’, BB/, CC’, DD’ concourent

* en un méme point P. Si le point P varie sur la droite AA/, les qua-

driques (I') forment un faisceau tangentiel comprenant les points
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A et A’ et la conique (y,) inscrite dans le triangle BCD aux pieds
des céviennes du point A’. Le lieu des centres des quadriques du
faisceau est donc la droite MO, joignant le milieu de AA’ au centre
0, de la conique (y,). Les quatre droites M,0,, M,0,, M.0,, M,0,
relatives aux quatre-faces du tétraddre T, passent donc par le centre
de la quadrique (I').

CoroLLaire. — Dans un tétraédre orthocentrique T, les droites
joignant les points de Lemoine de chaque face au milieu de la
hauteur correspondante passent par le premier point de LEMOINE K
du tétraédre. :

On sait en effet que dans un triangle la conique touchant les trois
¢dtés aux pieds des hauteurs a pour centre le point de LEMOINE
du triangle. De méme dans un tétraédre othocentrique T, la qua-
drique touchant les plans-des faces aux pieds des hauteurs a pour
centre le premier point de Lemoine K du tétraédre.

100. TatoriME. — Dans un tétraédre orthocentrique T=ABCD,
d’orthocentre H, les droites AK,, BK,, CK,, DK, joignant les sommets
‘aux premiers points de LEmoine des tétraédres HBCD, HCDA, HDAB,
HABC concourent en un point K’ situé sur la droite HK qui joint
Porthocentre au premier point de LEmoing du tétraédre fondamental (*).

Soient H' Porthocentre du tétraddre complémentaire du tétragdre
T, B, l'intersection du plan HCD avecla droite AB, L le barycentre
des points B, C, D affectés des coefficients HCD’, HDB’, HBC'.

Affectons les sommets A, B, C, D du tétraédre T des coefficients

HBCD(z_;_'_ H’BCD), HCDA <2_3‘_' — H’CDA),
ﬁ_ﬁﬁ(%y——H’DAB>, 'HTB‘E(?Q—’— H’ABC),
et désignons par K’ le barycentre correspondant. On a

HBCD (%‘f.—H'BCD>= HpcD. 2V __ At AH.HA,

3 27 ,
——= 2V  k.A’
= D.__\. ——
HBC 3 57

en posant -

k=ﬁX.ﬁI,.=ﬁ§.ﬁ1‘3’,.=ﬁE.Hc,,=ﬁ’ﬁ.HDh.

(). V. TmémauLrT, Mathesis, t. LIV, 460; t. LVI, 154, question proposée
3229, résolue par M. R. BLANCHARD. ’

’
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Les points H et K sont les barycentres des points A, B, C, D
affectés des coefficients

HBCD-2Y, HCDA.-2Y, HDAB.Z', HABC-2'
3 3 3 3
et )
k.A*  k.B® k.CC  k.D'
27"’ 27’ 27’ 27’
le point K’ se trouve donc sur HK et il est tel que
KH_ _k3A__ kS
KK 18V? 18V?
On a aussi
DA 2V 7 7 4 4 V
HCDA(-Q-——H CDA> = HCDA<H BCD + HDAB+ HABC— 3
— TICDA. WBCD + HCDA( I'DAB -+ H'ABC—%)
Or,
H'DAB — %-DAB.C_H == DAB(C_Q—E’(Z)=%.(V—'}EE).
De méme,

HABC — % (V—HABC).
Par suite, on obtient, de proche en proche,

HCDA (H’DAB + HABC— %) — 1 HCDA (V— HDAB— HABC)
|

=

— — HCDA(HBCD 4 HCDA)

=

T T TS
_ﬁH/CD .AB,.AB
1

Y
Le point L est le barycentre des points B, C, D affectés des coefficients
15/ 07 3 n 1 T o I B B e e
= . — HDB". . — HBC".AH.AA
7 HCD . AH . AA,, 27H B".AH. AA,, 27H A
et il est affecté du coefficient

10 T wHE?
- AH.AA,. ZHCD".
7 AH. AA, .

HCD'.AH. AA,.
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. Le point H est le barycentre des points A, B, C, D affectés des
coefficients

- HBCD. H'BCD, HCDA. H'BCD, HDAB.H'BCD, HABC. H'BCD

et il est affecté. du. coeflicient. V.. H'BCD..
Le barycentre K, des points L et IT affectés des coefficients précé-

dents est donc tel que

K,L 27V.H'BCD _ A’

, KH  AH.AA,SHCD' SHCD

Il ‘s’ensuit que K, coincide avec le premier point de LEMOINE
du tétraédre HBCD. Le point K’ se trouve alors sur la droite AK,
et, de méme, sur les droites BK,, CK,, DK, ce qui achéve de démon-
trer le théoréme. I : _

-101. TETRAEDRE ASSOCIE A UN QUADRANGLE GAUCH|E. —_
Tugorime. — Etant donné un quadrangle gauche Q,=ACBD, les
hauteurs du tétraédre Ty=A,C,B,D, formé par.les plans: =, perpen-
diculaire en A a CA, =, perpendiculaire en C & CB, =, perpendiculaire
en B @ BD, =, perpendiculaire en D 4 DA, sont inversement proportion-
nelles auz longueurs des cdtés du quadrangle.

A,, C;, B, D, étant les points d’intersection des plans (w., = Ta)s
(Fas by Ta)s (Tay Tes Ta); (T-a’ ey )y les cotés A,D,, B,C,, CiAy, DB,
du quadrangle gauche A,C,B,D, sont respectivement paralltles aux
hauteurs kg, Py he ha du tétraddre T = ABCD, de méme que

AC, CB,BD, DA sont pa}'alléles aux hauteurs ‘
AlA’i = Hu,r . BIB_; = Hb,) C|C: = Hc.: DaD; = Hd.

du tétraddre T,. Les arétes opposées AB, et C,D, sont paralléles
aux plus courtes distances de CB et DA, AC et BD, comme AB et
CDh sont - paralléles’ aux plus courtes distances de CB, et DA,
A,C, et B,D, (). Les plans (Ras %ey ABC), (Tes 7o BCD), (%5, 74y DAB).
(%4; ®ay CDA) se coupent respectivement en des points 3, o, v, P
par ou passent les arétes B,D,, A,D,, AC,, C,B, perpendiculaires
aux plans ABC; DCB, DAB, CDA. ' :

- Le tétratdre T, se projette donc orthogonalement sur le plan ABC,
par exemple, suivant un triangle o'y’ semblable & ‘ABC, dont les
cotés 3y, 2, &Y sont perpendiculaires a AC, CB, BA, car les pro-

(!) Ces faits sont -mis en évidence en projetant la figure soit sur des plans
tels que ACB, ..., soit sur des plans paralléles & deux arétes opposées.

’
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jectioﬂs des ardtes A,C, et A,D, sont orthogonales 2 BA et CB.
En outre, les plans des faces B,C,D, et D,A,B, étant perpendiculaires
au plan ABC, les hauteurs A A/ et C,C{ du tétraddre T, se projettent
en vraie grandeur sur ce plan suivant les hauteurs du triangle 3a’y’
issues de o ety dont les longueurs sont inversement proportion-
nelles aux cdtés opposés 3y’ et 3«, c’est-a-dire & AC et CB. La démons-

tration se termine en. projetant le tétraédre T, sur les plans BCD

et DAB.

102. Soient M,'N, P, Q les points de rencontre des cotés AC, CB,
BD, DA du quadrangle Q, avec les plans perpendiculaires & ces
droites, menés par le centre de gravité G, du tétraddre T,. D’aprés

‘ce qui précéde, on a, par exemple, 4m_== AfA,.

En posant AM=z, CN=y,. BP =3z DQ="t, on obtient, en

‘grandeur et en signe,

1) AM.AC=bz=CN.CB=ay=BP.BD= ¥z=DQ.DA =a’,

de sorte que les puissances de A; par rapport & la sphére décrite sur
G,C comme diamétre, de C, par rapport & la sphére de diamétre G,B,

" de B, par rapport & la sphére de diamétre GD, de D, par rapport a

la sphére de diaméire G,A,, sont égales.
D’aprés une propriété classique, on a, d’abord,
AM' — MC' + CN*—NB' 4+ BP'—PD' 4+ DQ'—QA* =0

ensuite
Sz — (b—2)7 =0,
puis

@) bz + ay + Yzt a't= %—(a’+a’i+ B+ b =2

En observant que les triangles rectangles A,AC" et A,D,A] sont
semblables, il résulte des relations (1) et (2)

i 2 ' .
H¢’=4w=.l_, Hcl=4y=l_, Hb‘-_—_—l_lz:.)\_:, Hd'=4t=l‘;,
b a b .oa
et . .
A\ 2\ 1N 1N
2y AD,=2, AC=>, CB=->, BD=--

( ) 17 % 144 k. 1Dy by 1Yy by

" CoROLLAIRE. — Les mesures des vecteurs A,D, B,é,, CA,, DB,

sont proportionnelles a celles des aires des faces BCD, DAB, CDA, ABC
du tétraédre T. -



. 156 COMPLEMENTS A LA GEOMETRIE RECENTE DU TETRAEDRE

Cette proposition résulte des formules (2).
On déduit aussi de ces formules; la mesure

3) vV, = .;_ C,B,.B,D,sin b. % A=

)\6
o 288 V
du volume V, du tétraddre T,.

103. Les six arétes d’un tétraédre quelconque T= ABCD forment
les quadrangles gauches

Q=ABCD, Q' =ACDB, Q'=ADBC

Quatre plans non concourants et respectivement perpendiculaires
aux cOtés des quadrangles Q, Q’, Q" déterminent trois tétraddres
dont les aires des faces sont proportionnelles aux cotés des qua-
drangles correspondants. Ainsi, les plans perpendiculaires sur les
cdtés AB, BC, CD, DA du quadrangle Q en A, B, C, D, respective-
ment, forment un tétratdre T, = A;BC/D; dont les aires des faces
sont proportionnelles & AB,BC,CD, DA, etl'on obtient des tétraédres
analogues T;= AiC.D: t, Ty = AD;BiC; associés aux quadrangles
Q, Q. o

Les ardtes (A/B], BiC;, C/Dj D/A}), (AiCi, CD, :B;, B:Aj)
(AsD;, D:Bi, Bj ;. C,A;) des quadrangles gauches Q,=A'BCD;,
Q,=A;C.D;B;, Q= A,DB;C;, sont respectivement perpendiculaires
aux faces (BCD, CDA, DAB, ABC), (BCD, DAB, ABC, CDA), (BCD,
ABC, CDA, DAB) du tétraddre T. -

Comme les distances du centre O de la sphére circonscrite au
tétrasdre T aux quatre plans des faces des tétraédres Tj, Ty, T3 sont
égales & (%E, %(—:, 922 , %‘é y ..., le centre O coincide avec le premier
point de LEMOINE de chacun des tétraédres T;, Tj, Ts.

104. A chacun des quadrangles Q, Q’, Q" correspond un tétraédre
“ T, T, T, inscrit au tétraddre T, dont les plans des faces sont
perpendiculaires aux quatre cOtés. '

Les plans médiateurs des ctés des quadrangles Q.= AB,C,D,
Q,=A,C,D,B,, Q= A,D,B,C,, déterminés par les tétraddres T,, Ty,
T,, concourent au premier point de Lemoine K du tétraddre T, et
les mesures des cotés perpendiculaires aux faces (A), (B), (C), (D)
sont égales deux fois celles des distances d,, d;, d., d4 du point
K.a ces faces. !

Tétraédre T,= A,B,C,D, (‘). — Les sommets A,, B,, C,, D, sont

(1) '(A) désigne la face BCD opposée au sommet A du tétraddre T, et A repré-
gente la mesure de I'aire de cette face.
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~ respectivement sur les faces (A), (B), (C), (D) du tétraddre T.

AB, = 2d, est perpendiculaire a la face (A) de T,
B,C, = 2d, est perpendiculaire a la face (B) de T,
C,D, = 2d, est perpendiculaire & la face (C) de T,
D,A, = 2d, est perpendiculaire & la face (D) de T.

Les arétes A,C, et BD, sont paralléles aux : perpendiculaires
communes aux arétes opposées AB et CD, BC et AD. En outre,
les angles A;, By, Ci, Dy du quadrangle Q,=A,B,C,D, sont respec-
tivernent égaux a ¢, @/, ¢, a, et ‘ '

A
AC,=k(A*+B? —2ABcosc)?
= k(C*+ D*—2CDcos¢)* = o~ / sin B,

i

B,D, = k(B + C*—2BC cos @) .
— k(A4 D*—2ADcosa)’ =

09 |
o

(4)

2
—;— aa’ sin 0,
B, O, 0. étant les angles des arétes opposées BC et AD, AC et BD,
AB et CD, et en posant k= 6V: (A* + B* 4+ C* + D?).

Tétraédre T,= A,C,D;B,. — Les sommets A,, C,, D,, B, sont
respectivement dans Jes faces (A), (C), (D), (B) du tétraédre T.

A,C, — 2d, est perpendiculaire 2 la face (A) de T,
C,D, = 2d, est perpendiculaire & la face (C) de T,
D,B, = 2d, est perpendiculaire & la face (D) de T,
B,A, = 2d, est perpendiculaire & la face (B) de T.

Les arétes A,D, et B,C, sont paralléles aux perpendiculaires
communes aux arétes opposées AC et BD, AB et CD. De plus, les
angles A,, Cy, Dy, B, du quadrangle Q, = A,C,D,B; sont respecti-
vement égaux a b, ¢, b, c, et

A,D, = k(A?+ C*—2AC cos )
= k(B*+ D’— 2BD cos b)
1

: , .
2= _’_C- bb, sin Gb,
) t 2
B,C, = k(A*+ B —2ABcosc)? Lk
=k(C*4+ D*—2CDcosc)* = 5 cc’ sinf,.

Tétraédre TaE AsDaBscs' — Les sommets Aa’ D:” B:b cs sont
respectivement dans les faces (A), (D), (B), (C) du tétraédre T.

A,D, = 2d, est perpendiculaire a la face (A) de T,
D,B, = 2d, est perpendiculaire a la face (D) de T,
B,C; = 2d, est perpendiculaire 2 la face (B) de T,
C,A, = 2d, est perpendiculaire 2 la face (C) de T.
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et C,D, sont paralléles aux perpendiculaires '

.communes aux arétes opposées AC et BD, BC et AD. Les angles
A,, Ds, By, G du qgadrangle Q,= A,D;B;C; sont respectivement
égaux 2 d', v, a b et . ‘

. 1
ABy=kB*+C —2BCcosa’) X !

.-
N W

®.

. o N
C,D, = Kk(A*+ C*—2ACcosbt)?

. Enﬁn,'_il apparait visiblement que -

1 .
" = k(A? 4 D*—2AD cos a)?= -g-\aa’ sin 6,

|

_ k(B! 4 D*—2BD cos b)

1
2

© O AB=AG=AD=2d, B,C; = B,A, = B,y = 2
¢ CiD. = CzD’ = CsA.' = 2dc, . DiA‘ = D’B’ = D3B3 = de
et A!C’ = B]C’, B‘D‘ = AsB‘, A’D, = CSD,.

~ Les faces du tétratdre T sur lesquelles les cotés des quadrangles
Q. Qay Qs, issus des points A,, A,, A,, sont perpendiculaires, se suc-
cédent dans les ordres (D, C, B, A), (8, D, G, A), (C,B,D, A) en sui-
vant le sens BDC sur le périmétre de la face BCD. On détermine
trois autres totraddres ,

T:'é:—AsBancnl ] T:= AGy 1Dy Ti= A,D,CsBy,
quand Dordre de succession des faces du totraddre T est dans le

sens opposé BCD.

~ D’apres les relations qui précédent, on constate que les tétraédres
T, et T/ sont égaux comme ayant leurs faces égales chacune & chacune,
‘et la conclusion est la méme pour les tétrasdres Ty et Ty, Ty et T

. 105. TakoREME. — Les sphéres circonscrites aux tétraédres T,
"ot T, Tyet Ty, Ts et T} ont pour centre commun le premier point de
'ﬂLEMOINE' K du tétraédre T.. Quand un couple d’arétes opposées de ce
tétraédre est rectangulaire, deuz des sphéres coincident, et sile tétraédre T

. est orthocentrigue les trois sphéres sont confondues (*).

En effet, les plans médiateurs des cotés des quadrangles gauches

Q(E=123) et
spheres circonscrité
point de LEMOINE

Q) concourent, d’une part, aux centres des
s & ces quadrangles et, d’autre part, au premier’
K du tétraddre T. :

Les spheéres circonscrites aux tétratdres égaux T, et Tj, étant
concentriques, Seé confondent et il en est de méme des sphéres cir-

-

~ (1) V. Ta#BAuULT, Comptes rendus des séances de U'Académie dos Sciences
(Paris), 1941, Pp- 327 et 967.
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_conscrites aux tétraédres T, et T, et des sphéres circonscrites aux
tétraddres T, et T;. Il y a donc, en général, trois sphéres distinctes
' (K; o1)s (K, ca); (K, o). -

D’autre part, si I'on améne partranslation Paréte A,C, du té-
traddre T, A coincider avec I'aréte A B, du tétraédre T, de maniére

= que le tétraddre A,C,D,B, prenne la position  A,(A?)B,(C;)D;B;, le

centre de la sphére A,B,C,D, coincide avec le point de rencontre de
' . . la perpendiculaire au plan
C.B, du triangle A,B,C, menée
par le centre du cercle
C, circonscrit A ce triangle et
de la perpendiculaire au
plan C,D,A, menée parle
centre du cercle C,D/A,.
-5 De méme, le centre de la
Ay D, sphére circonscrite au
tétraédre A5CiD;B; est a
Pintersection des perpendiculaires élevées par les centres des cercles
AICiB: et CiD;B; aux plans de ces cercles. Comme les triangles
A,B,C, et AICiB; sont coplanaires, et que les tridngles C,D,A, et
C’D!B% sont équipollents, les rayons des sphéres A,B,C,D, et AC:D;B;
(ou A,C,D,B,) ne seront égaux que si les plans C,D,A, et C;D3B; sont
perpendiculaires au plan AB,C,B;. ‘ . :
En revenant a la conﬁguration primitive (T, T,, T,), il faut donc
que les plans: A;B,C, et C,D,A, soient rectangulaires, de méme que
les plans A,C,B, et C,D;B;. Or, comme le plan AB,C, est perpendi-
culaire & CD et le plan C,D,A, perpendiculaire &' AB, ces plans seront
rectangulaires si les arétes AB et CD sont orthogonales, et récipro-
quement. Dés lors, deux sphéres, de centre K, circonscrites aux
tétraddres T, se réduisent 2 une seule si un couple d’arétes opposées
du tétraddre T est orthogonal, et réciproquement. Quand le tétraddre
T est orthocentrique, les sphéres circorscrites aux tétraédres T,
et T/ sont donc confondues en une seule:

108. Mesures des rayons des sphéres (K, o). — Avec les notations
déja invoquées, S, k, 04, 6,, 8., lesrayons r,, ry des cercles circonscrits
aux triangles C,D,A,, D,B,A,, de centres o, wy, Ont pour mesures

o DA, _A.C.bsing, , _B.D.Vsinb,
T 25in ¥ s . S :

Si M désigne le milieu du cété D,A,, le rayon ¢, de la sphére

circonscrite au quadrangle gauche Q, est égégl a KA, et I'ona
ot = KA} = Ku; + wA} = KM" — M+ 7.
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Or, le quadrangle Ko Mo, est inscriptible, et comme les plans
C,DA, et D,A,B, se coupent sous I’angle 0,,

— Wy We
. sin 0.,’
ot o ' — 2. M o8
Mais .
oM = _i_ kbb cotg b sinb,, wM = _i_ kbb cotg bsin 0,3
done ‘
\ 1
oy = _i_ ¥ sin 0 fcotg? b+ cotg? ¥ —2 cotg beotg ¥ coshl’,
et enfin
1
1 ;) . 1 ’ ’ 1 :
0= T kbbb sin ob[sin’ o (cotg b — cotg bcos 0,)* + m] .

Par des permutations circulaires convenables sur les lettres a, @,
b, b, c ¢, on obtient les mesures des rayons g s des sphéres

circonscrites aux quadrangles Q,, Q.
Lorsque le tétraddre T est orthocentrique, 8, = 0= 0. = —% , et
I'on a
1
2A.B.C.D (l—cos’acos’a')‘ ,

- ci=0'g=0'3= 3V S

car, dans ce tétraédre particulier,

cos a cos @’ = cos b cos b = cos ¢ cos C.

N. B. — Si le tétraédre T est orthocentrique, les plans des faces
DAB, et B,C,D, du tétraedre T, sont aussi rectangulaires, car le
plan D,A,B, est normal & Paréte BC et le plan B,C,D, normal & DA.

Les tétraédres Ty, Ts, T, ont donc deuz diédres opposés droits et les
perpendiculaires communes aux deux couples d’arétes opposées n’ap-
partenant pas au diddres droits sont rectangulaires et se rencontrent.

La seconde partie de cette remarque provient de ce que les cotés
du quadrangle gauche dont les diagonales coincident avec les arétes
des diédres droits sont quatre génératrices d’un paraboloide équila-
tére qui rencontrent a angle droit les deux génératrices principales.

Enfin, si le tétraddre fondamental T = ABCD a deux diédres
opposés suivant les arétes BC et DA droits, le quadrangle gauche
Q= AB.CD, a les angles opposés A,, G, droits. La sphére circons-
crite aux tétraddres T, et T, a pour diameétre B,Dy = A;B; et le
point K coincide avec le milieu commun de B,D, et A B;. De plus,
les arétes opposées AC, et B;D{ du tétraédre T, sont rectangulaires,
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ainsi que les arétes A,By et C,D, du tétraédre Ty, et lon a
A4+ D*=B'+ C.

107. AUTRES PROPRIETES DES QUADRANGLES Q,, Q;, Q; ET DES
TéTRAEDRES T,, Ty, T;. — THEOREME. — La somme des carrés des
cétés de chacun des quadrangles Q,, Q,, Q; et la somme de trois diago-

" nales de ces quadrangles convenablement associées, est égale ¢ la somme

des carrés des arétes du tétraédre podaire du premier point de LEmoine K
du tétraédre T. ’ ‘ ‘
Car,

AB! 4+ B,C +CD 4+ DA = 4(d2+ di+ d2 + df) = 365"", ey
et, d’aprés les relations (4) a (6),
ACi+BD/+A,D; -
- % [(aa’ sin 0.)* + (bb' sin 8,)* - (cc’ sin8,)"] = 3—651’, .

CoroLLAIRE. — Les bimédianes E,F,, E,F,, E;F; des tétraédres T,,
T,, T, relatives aux diagonales A,C, et B,D,, A,D, et ByC,, A;B; et C;Ds
des quadrangles Q,, Q,, Q, sont respectivement égales a la moitié des
arétes B,C; = A,B,, A,C, = C;D,, B,D, = A,D, des tétraédres T, Ty, Ts.

En effet, ’

4E,F;=AB+B,C+CD; + DA —(ACi+BD}+B,C;) +BC,, .
Tutorime. — Les aires des faces des tétraédres T,, T,, Ts sont
proportionnelles aux arétes du tétraédre T auzquelles leurs plans sont

- perpendiculaires.

Qar, on a, par exemple,

aire C,D,A, = —;— C.'D, .C/A,sina= 27V?

—g—;— .a.

Les aires des faces des tétraédres T,, T,, T, et, par sﬁite, les dis-
tances des premiers points de LEMoINE aux plans de ces faces, sont
proportionnelles aux cétés (a, a', ¢, ¢), (¢, ¢, b, ¥), (b, b, a, a’) des
quadrangles ABCD, ACDB, ADBC.

CoroLLAIRE. — Dans un tétraédre orthocentrique T, les sommes
des carrés des aires des faces des tétraédres Ty, Ty, Ty sont égales.

Car, dans ce cas,

. ad+a*=bp+b=c+ 2

TutoriME. — Le volume de chacun des tétraédres Ty, Ty, Ty équivaut
& deur fois celui du tétraédre podaire du point K par rapport au
tétraédre T.

12

’
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En effet, d’aprés une formule classique, on obtient, par exemple,
les égalités

1 — .
= AB.CD, == -CDA AB.C, sinb,. K%’

qui se réduisent aux suivantes:

’ 5 —_—
/= AB,CD, = 1_%1 _ 9 — A.G.D;B, = AD:B:Ca-

Tusorkme. — Les plus courtes distances des arétes opposées de
chacun des tétrasdres Ty, Ts T, perpendiculaires auz plans des faces du
tirasdre T sont inversement proportionnelles & deux arétes opposées de

celui-ct.
Si I'on désigne par A, et A, les plus courtes distances des arétes

opposées AB, et C,D,, AD et B,C; du tetraddre T, des relations

= _16_ AB,.CD,.A,sinb= %A,D,.B,C, Aysinb,

on déduit, en effet, .
(7 b.A, = b . =20d+ &2+ di + do),
et ainsi de suite pour les bihauteurs des totraédres Ty, Tse

Tutorime. — Les plus courtes distances des arétes AC, e BD,
A,D; et By, A,B, et CsDy des tétraédres Ty, T,, Ty sont inversement
proportionnelles quz produits d'une des plus courtes
arétes opposées du tétrasdre T par le sinus de Pangle des deux autres.

Si I'on désigne par 3 la plus courte distance de AC, et B,D,, par
a angle de ces arétes du tétraédre T, et par di, d., d, les plus courtes
distances des arétes BC et AD, AC et BD, AB et CD du tétraédre T,
en vertu dela relation (7) et de celles du paragraphe 45,30, on obtient,
d’abord,

K aa sing,.cc sinb.3 sina = 4d d.. Aar sin v,

puis, aprés réductions,
o 8. d, sin « = constante,
ce qui achéve la démonstration, puisque les arétes A,C, et B,D, du

tétraedre T, sont paralléles aux plus courtes distances di, d. des
arétes AC et BD, AB et CD du tétraedre T.

distances des’
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108. Définition. — TutoriME. — Si l'on marque sur chacune des
faces BCD, CDA, DAB, ABC d’un tétraédre T les points A,, B,, C,, D,
dont les distances aux trots arétes qui limitent ces faces soient inverse-
' ment proportionnelles aux arétes opposées, les droites AA,, BB,, CC,,
DD, concourent en un point L dont les distances auz plans des faces
sont proportionnelles aux rayons des cercles circonscrits aux triangles
BCD, CDA, DAB, ABC (second point de LEmoine du tétraédre T).

Les coordonnées normales du point D, dans Je triangle ABC étant

1 .

v’ l, » les coordonnées barycentriques de ce

point sont proportionnelles a —, %, —-. De méme les coordonnées

barycentriques du point A,, par rapport au triangle BCD, sont pro-
/ 7

portionnelles & _a,_’ <, % On en conclut déja que les droites AD|
c

et DA, divisant ’aréte BC daus le rapport i, : % sont situées dans
-c

proportionnelles & —.,
a

un méme plan, ce qui suffit & prouver que lesdroites AA,, BB,, CC,, DD,

sont concourantes.
Désignons maintenant par «, y, z, ¢t des coordonnées barycen-
triques par rapport au tétraédre T. Nous avons trouve pour les

points D, et A, respectivement,

a b ¢
xiy:iz=—:—:—=abc:bc’a :ca’t
a b ¢
’ /
¢ b a
y:z:it=—:—:— =bca’ :ca’b’: abe.
c b a

I1 en résulte que les droites AA,, BB,, CC,, DD, concourent en un
point L pour lequel

(1) z:y:z:t=ab'c: bc'a’: ca'b : abe,

de sorte que ses coordonnées barycentriques sont entre elles comme
les produits des trois ardtes des faces correspondantes, ou comme les

quantités

R, R R R
ha’. hb’ hc’ hd'
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. " DB, AB et DC sur les dro

‘par le point L. : : '
— ABCD et ©,= LL,L,Ls pré-.
de

CENTE DU TETRAEDRE

Réciproquement, si Pon désigne les coordonnées normales du

point D, dans le triangle ABC par z,, s, 2, 0N @

: sy P,

TR = T Beinb Csine

c est;h-dire
: B ' 1 1 . 1 '

. x,:yl:zl=—a7:7..;;-,
et ainsi de suite pour les points Ay, B,, C.. '
'Les distances 7, ¥s ¥ ,-t du point L aux faces BCD, CDA, DAB,

ABC sont telles que

R R, , R, R
= cot =9 ok —¢< 2.
cotg 0 h.+h},+h¢+h¢()

\ B

N Par analogie avec la géométrie du triangle, les droites AA,, BBy,
cC,, DD, sont les premiéres symédianes et Pangle 6, l'angle de

Brocaip du tétraédre T.
t L. — Si I'on change

HARMONIQUES DU POIN
les du point L, on

des coordonnées norma
ux quaternes de points :

Lb(Rm —',Rb’ Rca Rd)a
L‘,(R,, Rb) Rc; '—'Rd)’

409. PoinTs ASSOCIES
de signé une ou deux
obtient, avec celui-ci, de

o A, 'L,(—\— Ra:, Rb; Rc’ Rd)’
P ‘ Lc(Ray Rb’ —-RC’ Rd)’

LI(_' Rar Rb’ Rca-—Rdja

’ i;(Ra’ Rb’ Rcy Rd)’
La(Ra’ Rb) - Rc’ —_Rd)

R Ll(Ra”‘_Rb’ R, —R.),

S VR 3 e
AR

v

2

ts (Ligy Ly L., L) coincident

1l résulte des coordonnées que les poin
avec les conjugués harmoniques du point
AA,, BB,, CC,, DD, et que les points (L,
les conjugués harmoniques du point Lp

_a,ai, b, b, csC interceptés par les ardtes opp
ites qui s’appuient s

les deux tétraédres T=

. Par suite,
- gentent cette particularité que deux aré
et DC, sont par

I'un, par exemple, AB

tes opposées quelconques

i

de Bruxelles, 1922, 172.

———

() V. TuEBAULT, Annales de la Soc. Scient.

L par rapport aux segments
L,, L;) se confondent avec

ar rapport aux segments
osées BC et DA, CA et

ur ces arétes en passant

tagées harmoniquement par
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les deux arétes correspondantes L,L, et LL, de I'autre tétratdre. On
en déduit que chacun de ces tétraddres est autopolaire par rapport
a I'autre, c’est-a-dire que chaque sommet de I'un des tétraddres est

le pole de la face opposée par rapport & I'autre tétraddre. -
Cés tétraédres T et G, sont homologiques, le centre d’homologie

étant le point L, et le plan d’homologie le plan L,L.L.

b Le tétraédre ©= L,L,L.L, est également autopolaire par rap-
k' port au tétraddre T et ces deux tétratdres se correspondent dans
" une homologie de centre L dont le plan coincide avec le plan L,L,Ls ().

. ConstQuences, — Les tétraédres T, G, ©, forment un systéme
;' DESMIQUE et les sommets des tétrasdres G, G, sont alignés sur les som-
] mets A, B, C, D du tétraédre T d’aprés les répartitions suivantes :

A Lel, L, et L, L, et L, L, et L,
J B LelL, L, e L, L, et L, L; et L,

C L e L, L, et L, L, et L, L, et L,

D LelL, LyeL, LyetL, L, et L.

P 140. Tutorime. — Les points L, L,, L, Ly sont les seuls points P
i~ dont les céviennes AP, BP, CP, DP rencontrent les faces opposées et la
sphére circonscrite du tétraédre T en des points A, et A,, B, et By, C,
et Cy, D, et D,, de maniére que les quaternes (A,A,,P,A,),(B,B, P, B,),
(C, C, P, C,), (D, D,, P, D,) soient harfoniques. :

En effet, équation barycentrique de la sphére (0, R) circonscrite

. au tétraddre T est
a'yz + bz + vy + a”vu + byu + P =0.

Si a, B, v, 3 sont les coordonnées d’un point cherché P, celles du
point A, sont — a, B, ¥, 3, et A, se trouve sur la sphere (O, R) si

(1) a2y + b5+ 3 —(b*ya + c'ad + a'*a) = 0.
De méme, pour que B, et C, soient sur (0, R), il faut et il suffit que

(2) by + a'Ba + 3 — (a’By + caf - VBY) = 0,
(3) cap + a3a+ b33 — (a*3y + bya + ¢*y3) =0.

Notons que si les égalités (1), (2), (3) ont lieu, en les ajoutant on a
M+ 3+ B — (@'By + Bra+ daf) =0,

autrement dit, si A,, B,, C, sont sur (O, R), D, y est aussi.

(1) Les tétra¢dres T et A;B,C,D, ont également poﬁr centre d’homologie le
point L et pour plan d’homologie le plan L,L,L,.
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L’addition membre & membre de (1) et (2), (1) ¢t (3), (2) et (3) donné
A iy = c'ad, b3 = b'ya, d'%a = a’fy, ‘
" relations qui, multipliées deux a deux membre 3 miembre, donnent
. b’!c’!al f— (biciai a”b’!a’ _ ibi.{ﬂ a’ﬂc’isi J— alclﬁl
o ’ B? . ’ 3 '

ou = = _
a’b’gq’2 a’ibic,l a'ib’ic’ a?b’ci

Il existe donc quatre positions du point P: le second point de

Lemoine L du tétraddre, de coordonnées

a=abd, B= bla, y=cdll, 3=abc

et les points (&, —B,—» 3), (@ — By, — 8), (@ 8 —1 — 3), qui
sont les associés harmoniques du point P= L dans les combles du
tétraédre T. i

111. SecTions ANTIPARAL'L‘ELES. — Des plans paralléles aux plans
tangents en A, B, C, D a la sphére circonscrite (O, R) découpent dans
les triedres de sommets A, B, C, D des triangles &4, t, s & semblables
entre eux, par la condition que chaque coté de 'un d’eux est pro-

portionnel au produit aa’, bb', cc’ de I'aréte antiparalléle dans la méme -

_face du tétraédre T par P’aréte opposée. ,

Ces plans sont les transformés de la sphére (O, R) par des inver-
sions (A, k,), (B, k), (C, k.), (D, ka), les puissances k,, k,, k., k4 étant
arbitraires. '

TutortMe. — Dans un tétraédre T, les symédianes AA,, BB, CC,,
DD, passent par les centres des cercles inscrits auz triangles to, 4, b ta
découpés dans les triédres (A), (B), (C), (D) par des plans paralléles
auz plans tangents 4 la sphére circonscrite en A,B,C, D. :

Si les sommets a, B, Y du triangle ¢, = «fy sont sur les ardtes DA,
DB, DC, on obtient, d’abord, '

' 'a’.Da=b'.D3=c'.Dy,
ensuite, d’aprés les propriétés de Pinversion,

(3’) BY_.“(“_“B__ ku_'

'

Le théoréme résulte, d’une part, de ce que les droites A,D,, B,Dy,
C,D, rencontrent les arétes BC, CA, AB en des points A’, B', C" qui
partagent ces arétes dans les rapports

‘ c' b a ¢

A )
cl bl al cl

8|8

b,
U
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et, d’autre part, que les droites DA’, DB’, DC" coupent les cdtés
8¢, - a, a du triangle ¢, aux points A", B”, C" qui les divisent dans les
rapports i :
e ad’ 1.4
W o ad

Les droites aA”, gB”, yC" concourent au centre I, du cercle
inscrit (I,) au triangle ¢, sur la symédiane DD,.

N. B. — Si I'on désigne par «', 8, y’ les longueurs des cdtés @y, ya, af

gne p Y g Y

du triangle ¢, et que 'on pose

k
o+ 8+ =2p ;TI;—C,=7*0:
il résulte des rapports égaux (3'),
p = No(ad’ + bb + cc'), p—a =\ (—ad + bV + ec’),
p— B’ = \(aa’ — bb' + cc'), p—+ = Nlad’ + bb' — cc’).
Les formules classiques donnent

240, VR
Y = 243VR =,
(3) d 0 ’ L aa; + bbl + CC,
pour mesures de Iaire du triangle ¢, et du rayon du cercle (L,). De
plus, la distance LI, du point I, au plan BCD est égale a

LI, =r,sina=r,;sinA,

« étant Pangle diédre suivant By, A I'angle de la sphére (O, R) avec
le plan BCD, tandis que la distance LL, du point L au méme plan est
(3" LL, = R, tang0.
On a donc, d’abord, .
DI,_ LI, _ rysinA

DL LL, R,tangf’
puis, d’aprés (3) (3") et (3"),

(%) DI, _ ks ad + bb +cc )
DL da'b'd abc + bd'a’ + cd'b' + abe
Dans le cas ou I, =1L,
(5) ky _ ad’ + bV + o )
dbd  abd + bcd + ca'b’' + abe

1l résulte encore des égalités (3) que si on choisit les puissances
relatives aux sommets A, B, C, D de maniére que

(6)
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les sections antiparalléles correspondant & une méme valeur de k sont
égales entre elles.

412. TatoritME. — Dans un tétrasdre T, les sommets &', B', €', P
d’un tétraédre T" dont les plans des faces découpent dans les triédres de
sommets A, B, C, D des sections antiparalléles égales, sont situés sur
les droites A’L, B'L, C'L; D'L qui joignent les sommets du tétraédre
tangentiel T'=A'B'C’'D’ au second point de LEMoOINE du tétraédre
fondamental. ' : R ‘ '

En vertu des relations (5), les distances du centre d’homothétie K
des tétraddres T’ et T’ aux plans des faces homologues de ces
tétraédres sont proportionnelles aux quantités a’be, bca, dab, a'b'c.
Le point K reste donc fixe lorsque k varie et les points A", B’, C’, D"
décrivent les droites AK, BK, CK, DK. Or, le tétraddre T se réduit
a un point confondu avec K et le second point de LEsoiNedu tétraédre
T lorsque -
a’bc _abld + bca +ca’b' + abc
k., ad + bb + ¢ ’

en vertu des égalités (5) et (6).
N. B. — Les droites AL, B'L, C'L, D'L sont les lieux des points de
rencontre de trois sections ‘antiparalléles égales (secondes symédianes).
Les coordonnées normales des pieds A,, B, C,, D, de ces symé-
dianes sur les faces BCD, CDA, DAB, ABC, dans les triangles de ces
faces, sont proportionnelles aux quantités

A,; a(—aa’+ by +cc’), blaa’ —bb +cc), c(ad’ + bb'—cc'); B,; ...

k=

-4
o
B
Ty
J
o
8
At
iy
i
v
N

)
. TN F et
EINC NRP L St

-

LWy

-

448. TETRAEDRE METAHARMONIQUE % =L,L,L.L,. — Relations

. . métriques. Lemme. Etant donné un tétraédre T et un point D, dans le

S plan de la face ABC, dont les coordonnées barycentriques, par rapport L

¥, . au triangle ABC, sotent m, n, p, on @ ' -
© (@) (m+n+p)DDi=(m+n+ p)(ma®+ n¥+ P

. ‘ . E — (npa® 4 pmb* 4 mnc').

" . En effet, si la droite ADi- rencontre 'aréte BC en A’, le théoréme

;7 .de STEWART appliqué aux distances AA”, b, ¢ du point A, puis

y ' aux distances DA’, ¥, ¢ du point D aux points collinéaires A’

ot B, C, donne déja o )

(n+ p)*AA"™ = (n+ p) (p" + ') — 7P,

et
(n+ p)' DA = (n+ p) (pe* + n¥") —rpa”
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Le méme théoréme appliqué aux distances DD,, DA", a' du
point D aux points alignés D,, A, A donne la relation (7). Le pied
D, de la symédiane DD, ayant pour coordonnées barycentriques
a b

Pl -‘-f,-, dans le triangle ABC, si I'on pose

. c -
m= —, n=—., pP=—
' c

b’

. g‘! Q.

et, pour la commodité,

aad’ + bb' + cc’ = s, aa’bb'cc =' P,
ab'c 4 bc'a’ + ca’t 4 abc=p, + py+ pPc+ P =S,

m -+ n+p=§-_,—;)—?¥2, ‘ ma't = aa’, . nb*= bb'; pct=cc,
a’b'c
npa® = el aa’, pmb’= ;,—%9;; bY, mnc'= ;,l;—)l}g, .cc.

!

Tenant compte de I'égalité (1) et du quaterne harmonique défini
au paragraphe 110, on déduit de la relation (7) l’gxpression simple

\ . - TN S"—2 21
8- DD,;s.(—S—-__—pIil)?’.abc

de la mesure du carré de la symédiane DD, et les expressions ana-
logues de AA;, BB}, CCi, par des permutations circulaires convenables
sur les lettres a, &, b, ¥, ¢, c. ) '

D’autre part, on obtient, d’abord,

DL=S—pD=DLd DL=S-—pD
LD, p, DL’ DD, s ’

puis successivement

S

S—2p,

.a’b’c,

DL'= —;; (S—2p,).a'b'e, DL,=

et enfin

9 DL.DL,= _g_ .a'be;

ce qui permet d’énoncer cette propriété caractéristique du second
point de LEmoIiNE L et de ses associés L,, Ly, L, Ly:

TutortmME, — Dans un tétraddre T, les associés L,, Ly, L L,y
du second point de LEmbiNe L se tonfondent avec les points ou .les
symédianes AA,, BB,, CC,, DD, recoupent la sphére circonscrite.
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~Car, d’aprés les égalités (5) et (8),
0y DL.DL,= 5 .a¥¢ = ks

N

k,- étant la puissance de Pinversion (D, k,) qui transforme la sec-
. tion antiparalléle passant par le point L en la sphére (0, R).
Démonstration analytique. — L’équation normale de la sphére
(0, R) étant
S(z, ¥, 2, t) = c'ABxy + b?ACzz + a*ADzt
. + a’BCyz + b*BDyt + ¢*CDzt = 0,
et celle de la droite DL,

cette droite recoupe la sphére au point

P=1.aa’bbcc (aa’ + bV + cc) + Dtabc(aa’ + b + ¢’y =0,
et .

—-Dt.

abe

l=

Donc

et le point P coincide, sur la sphére circonscrite au tétraédre, avec
le conjugué harmonique L, du point L, par rapport aux points
D, D,.

TuéoriME RECIPROQUE. — Dans un tétraédre T, si un point P
de coordonnées normales (Xy, Y1, %1 t,) est tel que ses associés, de

coordonnées ,

(—X,, Y5 Zys tl)’ (xh — Y1 Zi» tl)s (xh Y1 Zns tl), (xn Y Zyy '—tl)a

sont sur la sphére circonscrite, U coincide avec le second point de

Lemoine L.-
En effet, d’aprés P'équation précitée de la sphére (O, R), les coor-
données Z,, ¥y, %, b étant positives, les conditions imposées sont

S(— 2y, Y15 21y ) = S(yy — Y1y %15 &) .
= S(zn Yi, — %1y tl) = S(z,, Yy 21 —1t) = 0,
et il en résulte _
c*CDzt,— ABzy, =0, a*ADz,t,— a’BCy,z, = 0,
b*BDy,t, — b*’ACzz, = 0.
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Eliminant z,, t,, nous obtenons, d’abord,

B°CE = BBy,

‘puis

bc'Cz, = b'cBy,.
En définitive, et par analogie,
z,:y 50 = R Ryt Rt Ry,
de sorte que le point P coincide avec le second point de LEMOINE
L du tétraédre. - '

CoroLLAIRE. — Les coordonnées barycentriques du second point
de Lemoine L, dans le tétraédre T, sont inversement proportionnelles
auz coordonnées normales de ce point, par rapport au tétraédre tan-

‘gentiel T'.

Car, d’aprés les égalités (10), les mesures des distances des faces
du tétraddre T’ aux sections antiparalléles menées par le point L
sont inversement proportionnelles aux quantités ab'c, bdd, ca't’,
abc qui sont proportionnelles aux coordonnées barycentriques du
point L par rapport au tétraddre T.

114. Autres relations métriques. — Le théoréme de STEWART
appliqué aux distances AD,, @, AL, du point A aux points alignés
D,, D, L, donne .

(11) AL — (—oa b A ec e,

’ S—2PD
et Pon obtient les valeurs de BLj, CL; par des permutations circu-
laires convenables sur les lettres a, @', b, ¥, ¢, ¢. Les formules (8)
et (11) conduisent a la relation

abe. DD} = ab'¢’ AL+ bda’ .BL; + ca't'. CL;
qui constitue une extension du théoréme de PToLEMEE & un tétraédre.
Les relations
2sP

LD.LL, = LD(DL,— DL) = LD.DL,— DL*= — 5
qui expriment la puissance du point L, par rapport a la sphére
(0, R), et, par suite, I'expression
Y 2sP sP
OL'=R'— 25 =R — ———
s? 72V? cotg® 0
du carré de la distance du point O au second point de LEMOINE L
en fonction du rayon de cette sphére et des mesures des arétes du

tétraédre T, proviennent aussi des relations (8) et (11).

o
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115. Tutonime. — Les sections antiparalléles du tétraédre G sont
semblables & celles du’ tétraédre T. : .

Des plans paralléles aux plans tangents en A, B, C, D, a la sphére
(O, R) découpent dans les tritdres dée sommets A, B, C, D des
triangles semblables entre eux, par la condition que chaque cdté
de P'un d’eux est proportionnel au produit ad’,"bb', cc de l'aréte
. antiparalléle dans la méme face du tétraédre T par 'aréte opposée.

' Si l'on désigne par a,, al, by, b, ¢, c, les mesures des arétes du
tétraédre © qui se confondent avec les transformées des arétes
BC, DA, CA, DB, AB, DC du tétragdre T par I'inversion
(L, LO'—R*= ), en vertu des propriétés de cette transformation
on a, d’abord, - ' .
! . A ’ ’ A

“=41grc “° “'LD.LA
" 2 | A
12 A\ : =-b- - > bl= b’--—————y
12 h="t1c 1A : LD.LB
c,=c..———)‘—. . c{=c’.—-—)‘————,
. LA.LB | LD.LC" -
puis '
: g_c_zl=,_1&’_____£c_’_=LA.LB.LC.LD
ad, bb, o - N ’
ce qui achévé de démontrer le théoréme.
TrtorimEe. — Les’ tétraédres © et T ont méme second point de

Lemoine L. .

En raison de propriétés 'déja - invoquées, (109), les sommets
L,, Ly, L., L, du tétratdre © qui coincident avec les barycentres
de masses p}'oportionnelles aux quantités :

(—ab’d, bca’, ca’¥', abe), (ab'd,—bc'd, cd'¥, abe),
(ab'c, bd'a/, —cd'l/, abe), (ab'¢, bc'd’, ca'l, —abc),
appliquées aux sommets A,B,C,D du ~tétraédrq T, sont affectés de
masses proportionnelles & : o '
S—2p,, S—2p,, S—2p., - S—2p,,
dont le barycentre se confond avec le point L. Or, d’aprés les rela:
tions (12) et en posant T :

' . N
: (LA.LB.LC.LD)* ~’ St
on obtient

PsK
= W

alb,,’c" =u(S— 2p.)s b'ay = p(S— 2py),
c,a by = w(S—2p,), a,bye, = p(S— 2pp)-
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‘Le barycentre L{ des masses a,blc,, biclal, c,aibi, a,b.c, appliquées
aux points L,, Ly, L, La qui, en raison des égalités (1), se confond
avéc le second point de Lemoink du tétraddre G, coincide donc avec

le point L.
TatoriME. — Les tétraédres G et T ont méme angle de BRocarD 6.
En vertu des propriétés de l'inversion, le rapport des volumes
V, et V des tétraddres © et T est égal &
Vi N
vV~ (LA.LB.LC.LD)*

D’aprés les égalités (2), on a donc, de proche en proche,

Sabic; _2uS _ _AKS _ S

cotgh ="y~ =y, 12V, 12V . g0
9, désignant I'angle de Brocarp du tétraddre ©.
CoroLLAIRE. — Les symédianes des tétraédres % et T sont colli-

néaires (tétraddres cosymédians) et les symédianes du tétraédre ()
sont divisées harmoniquement par le point L et par les sommets A,
B, C, D du tétraédre T.

416. SUR DEUX RESEAUX PONCTUEL ET TANGENTIEL DE QUA~
DRIQUES LIES A UN 16TRAEDRE T=ABCD ET A UN POINT
QUELCONQUE DE LEsPACE L. — Si &y, 4y, 2, &, sont les coordonnées
normales par rapport au tétraédre T, le réseau ponctuel est formé

des quadriques d’équation
t .
(P) E)"(ﬂi + f_) + )\2<1“’._+ }_/‘_) + )\3<iy. + ._z_t_) =0.
. Y T 2@ Yt \Zy, Zih
Les quadriques (P) passent par les huit points A, B, C, D et
‘ A’(—.’t,, Yiy 215 ti), B',(:t,, —yl;/zh tl)r
C’(xl’ Y1y — 2y tl)’ Dl(xu Yuy 2y '_'tl)°
Les équations des plans B'C'D, C'D'A/, D'A’B’ , A’B'C’ sont
respectivement i . '

'z oy , %, t _

z t
——w‘+—y_‘+‘—’ — =0, L4424 -=0
Y 2 t T Y % L
_“i+.l._i+f.=0, ﬁ+l+_z__.i_—_0,
x, N Zy 4 z, Yy Z t
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L’équation des quadriques (Q) du réseau tangentiel est
(Q=M(yy2,0% + T, tyus) + Mz 2 w8 + y,8,98) + h(Tiyue + ztyws) =0.

Toutes ces quadriques sont tangentes aux faces du tétraédre
T =ABCD. . . '

Les tétraédres T, T’ et les réseauzx (P), (Q) sont polaires réciproques
par rapport d la quadrique Q' d’équation

2 oyt 2 2z 2xt 2zx 2yt 2xy 2zt
P =0
z Yi ZL Y& b 3x Yh nY b
tangente aux arétes des deux tétraédres, et le point L est le péle du plan
d’équation '
i T4 Y2y Lo
- Y 4
pour toutes les quadriques des deux réseauz (P) et (Q).
"Soient A,, B,, C,, D, les points ou les droites AL, BL, CL, DL
coupent les faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T; Aj, By,
', D! les points ou les droites A’L, B'L, C'L, D’L rencontrent les
faces B'C'D’, C'D’A’, D’A'B’, A’'B'C’ du tétra¢dre T'. Les points
A’ et L, B et L, C' et L, D’ et L sont conjugués harmoniques par
rapport aux points A et A,, B et B,, C et C;, D et D,; de méme, les
points A et L, Bet L, C et L, D et L sont conjugués harmoniques
par rapport aux points A’ et Aj, B’ et B], C' et C}, D" et D;. Donc,
le point L joue le méme réle par rapport aux tétraédres T, T et
A=A =2As=1 correspond & la quadrique (Q') d’équation

y:iz,vwW + x,tius 4+ yit,vs 4+ xgyuv + ztyws = 0

U ’

_ qui touche les faces des tétraédres T, T" en A, B, C,, D, et A;, B, Ci,

D!-.A toute quadrique (Q), on peut faire correspondre une quadrique (P)

de fagon que les quadriques soient de raccordement suivant leur inter-

section par le plan polaire commun du point L pour les deuz quadriques.
En effet, ’équation tangentielle des quadriques (P) est

2 ?
» Zaju'—3Z Nt+h—N (yaz 99w + z,t,us) =0
B 2hs ,

Ak
ou ]
(z,u + yiw + 2w + 43)* .
. — 2 ()\l + 11 + )\3))\(‘;' 7\| —l— )\3 + lg) (y;zl"w + a:,t‘us) — 0.
23

"~ La quadrique (P) correspondant & des valeurs données de A, A,

.
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As est donc de raccordement & la quadrique (Q) d’équation

2:-'__)“__!___..),‘1il3 (ylzlpﬂ: + xlt‘us) =0
ek
dans les conditions énoncées.
Application & la sphére (O, R) circonscrite et au second point de
Lemoine L du tétraédre T. L’équation de la sphére (O, R) peut s’écrire

(Y% xt (2= 4 Yt (o B N_ 9.
o (et )+ P (eR ) o (fR T ) =
on en déduit ces propriétés: Soient L (R,, R,, R, R,) le second
point de Lemoine du tétraédre T, et L,, Ly, L, Ly les points ot les
symédianes AL, BL, CL, DL recoupent la sphére circonscrite (O, R).
10 Le point L est le second point de LemoiNE du tétraédre 6= L,L,L_.Ly;
20 Si A}, B;, Ci, Dj sont les points ow les droites AL, BL, CL, DL
coupent les plans L,L.L,, L.L,L,, L,L.L,, L,L,L. et si A,, B,, C;, D,
sont lés points ou les droites L,L, L,L, L.L, L,L coupent les plans
BCD, CDA, DAB, ABC, la quadrique (Q,) d’équation tangentielle

R,Ruv=20
est inscrite auzx deux tétraédres T, © aur points A,, B,, C,, D, et Aj,
B;, C,, D;; 3° Le plan polaire du point L pour la quadrique (Q,) est
le plan polaire du méme point pour le tétraédre T.

CororrAtrReE. — Lorsque le tétraédre T est isodynamique, la qua-

drique (Q,) est de .révolution.
En effet, 'équation tangentielle de la sphére (O, R),

(ER,u)'—3 (aa’+ bb + Cc')’(—a?’+ bb’ +-cc) (RoR.oww-4 RR uss) =0
bb' + cc

se réduit a

(SR,u)' — 3R, Ryup = 0

lorsque aa’ = bb’ = cc/, et la sphére (O, R) est de raccordement
a la quadrique (Q,) suivant le cercle d’intersection par le plan polaire
du point L.

417, TETRAEDRES cosYMEDIANS. — THEOREME. — Etant donné
un tétraédre T = ABCD et un point arbitraire P, si Uon prend sur
PA, PB, PC, PD des points A’, B', C', D', tels que

PA’.PA=PB .PB=PC.PC=PD'.PD=m,
le point P et les seconds points de LEmoiNe L et L' des tétraédres T
et T'=A'B'C'D’ sont collinéaires.
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Soient R,, R,, R, Rs et Ry, R}, R, R} les rayons des cercles
circonscrits aux faces des tétraédres T, T; A, B,C, Det A, B
C’, D' les aires de ces faces; A, By, G, Dy, Ay, B, G, Dy, Ly, L,

projections des points A, B, c,D, A, B, C,D, L L sur un
plan quelconque @ passant par le point P, ces projections étant
effectuées paralltlement a- une direction choisie arbitrairement.

Les coordonnées barycentriques du second point de LEMOINE
étant proportionnelles aux produits des aires par les rayons des
cercles circonscrits des faces, on a, pour le tétraddre T,

M SAAL A'R,=L'Ll. SA'R.,
Or,
AR, _ CD.D'B.BC
AR, CD.DB.BC ’
cr _|ml DB |m|  BC__|m

=

Tb _pPC.PD’ DB PD.PB’ BC _ PB.PC’
. i
) R AR _ |m?|
AR, PB.PC'.PD’
Par sgi_t_e,'les p:l)_c!uits A']ﬁ, B'R;, CR, D'R/, sont proportionnels
a AR,.PA’, BR,.PB, CBC.PC’, DR,.PD’ et la relation (1) devient
2) ' SAAL.AR,.PA’=LL].ZAR,.PA". ‘

D’autte part,
’ AA, _PAY m

| AA, PA PA"
et de méme o o

BB, m CC; m DD m

= — ——
=

BB, pB G PC DD, PD'

La relation (2) devient finalement

@ . TEE.AR. =1'L].ZAR,.PA".
Pour tout plan w passant par le point L,on a °
' - TAA,.AR,=0.

Lq‘relaj.i'qn (3) montre qu’alors L'L;= 0, ce qui prouve que la
droite PL passe par le point L. ‘

\
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118. CONSEQUENCES DE CE THEOREME. — 1° Quand le plan &
ne passe pas par le point L, on a
'

SAA,.AR,= LL,.¥AR,.

Par conséquent,

PL — L'L, _ mXAR,
PL _LL, SAR,.PA’
Or, le théoréme de Leisniz donne, d’abord,

. SAR,.PA’= PL’.YAR,+ SAL'.AR,,
ensuite - . N
R:.YAR, = OL’.¥AR, + SAL’.AR,,
enfin

P _ . m

PL PL’+ R*—OL’

20 Lorsque m= PL’ + R’——-—O.Lg, les points L et L' sont confondus,
et réciproquement. Les tétraédres T et T’ sont cosymédians, d’aprés
une expression appliquée aux triangles de cette sorte.

Si les sommets du tétraédre T’ coincident avec les secondes inter-
sections des droites PA, PB, PC, PD avec la sphére (O, R), on a

PO’ —PL’=2R'—OL’.

Par suite: Etant donné un tétraédre T inscrit & une sphére (O, R)
dont L est le second point de LEmoing, M le milieu de OL, le plan
perpendiculaire ¢ OL mené par le point P’ de OL tel que

N :___ 012
vp = R— Ok
. 20L
est le lieu des points P pour lesquels les tétraédres T’ sont cosymédians
du tétraédre T. =~
Dans ce cas, les tétraédres T et T’ ont méme angle 6 de. Brocarp.
30 Lorsque m=—-(PL’+R’——-6-I:*), les points L et L’ sont
symétriques par rapport au point P, et réciproquement. o
Si A’, B, C/, D’ sont les secondes intersections des droites PA,
PB, PC, PD avec la sphére (O, R), on a

PO’ 4 PL’=OL".
Dés lors: Etant donné un tétraédre T inscrit & une sphére (O, R)

dont L est le second point de LEMGINE, la sphére décrite sur OL comme
13
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diamétre est le liew des points P pour lesquels les tétraédres T déter-
minés par les secondes intersections des droites PA, PB, PC, PD et
de la sphére (O,. R) ont leur second point de LEMOINE symétrique
du point L par fapport au point P.

Plus généralement : Etant donné un tétrasdre T inscrit & uné sphére -

(0, E)_dout-ku&l&second» point de Lamosns, M le point de OL tel

que %_(f), =V, la sphére de centre M, de rayon

VOL'.A" + (1 — 3R
=

est le lieu des poinis P pour lesquels les tétraédres T’ déterminés par _ .

les secondes i/ntersqctidns des droites, PA, PB, PC, PD et _df_ la sphére

’

- (0, R) ont leur second point de LEmoine L/ tél que —%I:IT:)".

Pour que la sphére (M) existe, il faut et il suffit que
‘ OL .+ (1—V)R* >0,
soit, en désignant par L, la puissance du point L pour la sphére
(0, R), '
R

: R
VL, +R22>0 ou —_———— V< ==
’ = \/— Lo\ o \,/__ L,

Quand V' == L , la sphére (M) se réduit au point M avec

0 .

le(iuel le point P est confondu. Dans ce cas, puisque -1;—?: =,

les points L’ et O coincident et, en conséquence — il est facile de le
montrer — le tétraddre T’ est équifacial. Les points P correspondants

 stant les centres d’homothétie des cercles d’intersection de la sphére

(O, R) et des plans menés par les points O et L perpendiculairement

- a la droite OL, on obtient ce théoréme :

Etant donné un tétraédre T inscrit & une sphére (O, R) dont L est

" le second point de LEMoINE, si lon considére les centres d’homothétie

P, et P, des cercles d’intersection de la sphére (O, R) et des plans menés
par les points O et L perpendiculairement & la droite OL, les droites
AP, BP,, CP,, DP, et AP, BP,, 'CP,, DP, recoupent la sphére (0, R).
en deg points Aj, By, Cj, D, et Ai, Bi, Ci, Dj tels que les tétraédres,
A,B,C,D; et A:B{C;D; sont EQUIFACIAUX. ,

CoRoLLAIRE. — Dans un tétraédre orthocentrique T, d’orthocentre
H, les seconds points d¢e LEMOINE des tétraédres T et A,B,C,D, sont
collindaires. = ' )
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Car ' ‘ ,
HA,.HA = HB,.HB = IIC,. HC= HD,. HD.

De méme, si 'on désigne par L;, L, Li L, les seconds points
de Lemoine des tétraddres HBCD, HCDA, HDAB, HABC et par
L, L!, L, L} les seconds points de LEmMoINE des tétraédres déterminés
par les pieds des hauteurs de ces tétraddres, les ternes de points
(A, L, LY), (B, L, L), (G, L, L, (D, L;, L) sont également alignés.

419. Le TéTraEDRE G, = LL,L,L;. — TuéoREME. — Dans un
tétraédre T, le second point de LEmoine L a le méme plan polaire par
rapport au tétraédre et d la sphére circonscrite.

- En effet, les tétraddres T et G, étant autopolaires (109), le plan
polaire du point L, par rapport au tétraedre T, coincide avec le
plan L,L,L,. :

D’autre part, les points A, L, L,, par exemple, étant alignés (109),
et le point L, situé sur la spheére (O, R) (113), le plan polaire du point L,
pour le tétraédre T, qui coincide avec le plan LL,L; (109), rencontre
le segment rectiligne L,A au conjugué harmonique du point L, par
rapport aux points A et L, et se confond, par suite, avec le plan
polaire du point L, pour la sphére (O, R) circonscrite au tétraédre T.
De méme, les plans LL,L,, LL,L,, qui contiennent le point L, coin-
. cident avec les plans polaires des points Ly, L, pour la sphere (O, R).

En définitive, le plan polaire du point L, par rapport & la sphére
. (0, R), passe par les points Ly, L, L, et coincide avec le plan L,L, L.

Cororratre: — Les plans LL,Ly, LLyLs, LLL, des faces du tétraédre

©, se confondent respectivement avec les plans polaires des associés
harmoniques L,, L,, Ly du point L, par rapport au tétraédre T et ¢ la

sphére circonscrite (O, R).
La démonstration de cette proposition est analogue & celle du
‘ |

théoréme précédent. _
DEMONSTRATION ANALYTIQUE DU tHEorEME. — Les coordonnées
barycentriques du point L étant proportionnelles aux quantités
1) Aab’c’, bdd, ca’l, abc oTl ;:—(—1—,‘, ;a_il? q—:;,, a_’il;’?’
son plan polaire, par rapport au tétraedre T, a pour équation bary-
centrique o : )
(2) bed'z F cab’y + abc'z + a'bcdt= 0.
D’autre part, l’équatibn barycentrique de la sphére (0, R) étant
atyz + bz + c'zy + a”zt 4 byt + %t =0,

\ !
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celle du plan polaire du point (a, 8, Y, 3), par rapport & cette sphére, est

S(b% + ¢ + a™) =0,

dans laquelle il suffit de remplacer a, 8, ¥, & par les coordonnées (1)
du point L, pour constater qu’aprés suppression du facteur

A ad’ + bb + ¢ £ 0,
elle se réduit & I'équation (2). Le théoréme est donc démontré.

Tatorkme. — Le tétraédre G, est orthocentrique et son orthocentre
coincide avec le centre de la sphére (O, R) circonscrite auz tétraédres
Tet®.

Car les plans des faces du tétraédre ©, coincidant avec les plans
polaires des points L, L,, Ly, Ls, pour la sphére (O, R), le tétraédre b,
est conjugué par rapport a cette sphere et son orthocentre coincide

avec le point O.

CoroLLAIRE. — Les plans des faces du tétraédre ©, se confondent
avec les transformées des sphéres décrites sur les segments OL, OL,, OLs,
OL, comme diamétres, par Pinversion (O, R?).

Si L, L, L,, L; sont les projections orthogonales des sommets
L, L,, L,, Ly du tétraédre ©, sur les faces opposées, on a, en effet,
d’aprés le théoréme qui précéde, '

OL.OL’ — OL,.OL] = OL,.OL; = OL,.OL; = R*,

CoroLLAIRE. — Les tétraédres T et © ont le méme tétraédre G,.
Car les tétraddres T et G étant autopolaires ainsi que les tétraédres
T et G,, les tétratdres G et G, sont nécessairement autopolaires.

120. TETRAEDRE 1sODYNAMIQUE. — Dans ce tétraédre particu-
lier ot aa’ = b = cc/, certaines des formules obtenues dans un
tétraddre quelconque se simplifient. Ainsi les coordonnées normales
des pieds (A,, By, Cy, D,), (As, By, Gy, D;) des premicéres et des secondes
symédianes, par rapport aux faces correspondantes BCD, CDA, DAB,
ABC du tétraédre T, sont proportionnelles & ‘

(cls bl, a)’ (a,’ b, C’), (ca b,s al), (a’ b, c).

Les points A, et A;, B, et B,, G, et C, se confondent donc avec les
points de LEmoINE des triangles des faces du tétraddre. ,

Les symédianes AL et A’L sont donc portées par une méme
droite, de méme que les symédianes BL et B’L,CLet C'L, DLet D’L.

-y
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Note Par M. A. MarmiON., -

121. Tutorime. — Etant donné un tétraédre A AAA, = (A)
inscrit dans une quadrique Q il existe un tétraédre (A') inscrit dans Q et
un tétraédre (A") conjugué a Q formant avec (A) un systéme desmique [6].

Soient Q,, Q,, Q, les quadriques déduites de Q par les involutions
biaxiales ayant pour axes deux ar8tes opposées de (A) et Q, Q;,
Q,, Q., les quadriques déduites de Q par les homologies involutives
de centres'A,, A,, A,,.A,, les plans étant les faces opposées de (A). Si

(1) Q=Samz;=0 (G, j=1,2 3, 4; i)

est 'équation de Q en coordonnées barycentriques homogénes, les
équations de Q], Q;, Q5, Q; s’obtiennent en changeant le signe d’une
coordonnée, ce qui change le signe de trois termes, les équations
de Q,, Q,, Q, s'obtiennent en changeant les signes de deux coor-
données, ce qui change les signes de quatre termes. Les deux sommes

Q+Q+Q+Q, QU+QQ+Qu+Q

contiennent les six mémes termes répétés quatre fois, avec le signe +
pour douze termes et le signe — pour les douze autres; elles sont donc
nulles et les quatre quadriques de chaque groupe passent par les huit
points d’intersection de trois d’entre elles, parmi lesquels les som-
mets de (A). ‘ ‘
 Les quatre autres points sont, pour le premier groupe, les sommets
d’un tétraédre (A’) également inscrit & Q, qui est 'une des qua-
driques du groupe, et, pour le second groupe, les sommets d’un
tétraddre (A"). ' : ,
Par suite de la fagon dont on a obtenu les Q; et les Q/, un des
huit points A/ ou A] étant donné, les sept autres s’obtiennent en lui
appliquant les sept transformations involutives précédentes. Les
tétraddres (A), (A’) et (A”) forment donc un systéme desmique. Par
suite les quatre sommets de (A’) sont les homologues des sommets
de (A) dans une homologie involutive ayant pour centre un sommet
de (A") et pour plan la face opposée. Les sommets de (A) et de (A)
étant sur Q, un sommet de (A”) et la face opposée partagent harmo-
niquement quatre cordes de Q et par suite sont pdle et plan polaire
par rapport & Q. Le tétraédre (A”) est donc autopolaire par rap-
port & Q et la propriété énoncée se trouve établie. Chacun des trois
tétraédres est d’ailleurs autopolaire par rapport aux deux autres en
vertu des propriétés des systémes desmiques [5].
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v Pour les sommets de (A') les Q; sont nulles. Or ‘
0 (Q, + Q;) = — a;;T%; + CuTiie

v . Donc - . ' -

. .
@ B&; == ATy
a‘,,lxiw,, = aﬂmja:,.

Multipliant mgmbre.h membre et supprimént le facteur commun
a,z, différent de zéro pour les sommets de (A”), il vient

au?‘w’”? = aklaﬂx?'

ce qui donne, les ¢ désignant = 1, )
N 1
X " .1?‘ .

. .
=€ =€

2) I BEP. U
. "V daaxsidse V dss®s4%s \/“uauau \/wnzz'a-'”u i
. I

avec e’ = 1.

aintenant que Q soit la sphére circonscrite S
L) le tétraédre (A'). En représentant par (ij) ;
ij)* et par suite (2) devient

122. Supposons m
et nous appéllerons (
la longueur AjA; on a a;; = (

® Ty

e —e > Ty — —— T,
O oyEnE — EHEHE  @0Es - e

: avec ec’e’ = 1. :

Soit L:le. point pour lequel e = ¢’ = ¢' = 1, point intérieur & (A).
, Ses coordonnées barycentriques sont proportionnelles aux produits
r des arétes de chaque face. Pour avoir ses coordonnées normales il

faut diviser ses coordonnées: barycentriques par les aires.des faces
. . ‘ v 0 ’ .
. . abe ‘
. correspondantes, ce qui, d’aprés la formule 4R=—§-, donne des

N

valeurs proportionselles aux rayons des cercles -circonscrits aux
\faces. Les coordonnées des autres sommets de (L) et de (A') ont les
mémes valeurs absolues avec deux signes ou un signe changeés. Yoo
. Le .point L est le second point de Lemoine. — Les points L, Ly, Ly, L,
. sont tels que leurs plans polaires par rapport a la sphére circonscrite
B sont lés mémes que par,rapport a I'un ou Pautre des tétratdres (A)
i, ou (A"), le tétraddre dont-ils sont les sommets étant autopolaire par
N rapport 4 la sphére et & chacun des tétraddres (A) ou (A"). :
Le tétraédre (L) ayant la sphére circonscrite & (A) pour sphére .
. conjuguée est orthocentrique, son orthocentre, étant le centre O de
cette sphére. '
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0

D’aprés les propriétés des systémes'desmiques, une ardte quel-

© conque de (A) rencontre deux arétes opposées de (L), les plans de

jonction avec cette ardte étant conjugués par rapport aux faces de (A).
Comme deux ardtes opposées de (L) sont polaires par rapport a la
sphére S, ces plans de jonction sont conjugués par rapport 4 S et par
suite coupent cette sphére suivant deux cercles orthogonaux qui sont,
d’aprés ce qui précéde, les deux cercles bissecteurs des cercles de S
situés dans les faces de(A) contenant I’aréte.

Si I'on inverse par rapport & un sommet A; de (A), les cercles
situés dans les trois faces issues de A; deviennent les cdtés d’un
triangle situé dans un plan antiparalléle & la face opposée et leurs
cercles bissecteurs, les bissectrices. du triangle. Les droites joignant
A, a L, L, L,, L, passent donc par les centres des cercles tangents
aux trois cOtés du triangle, AL passant par le centre du cercle
inscrit puisque L est mterleur au tétraédre.

"En résumé :

Les droites joignant ehaque sommet d’un tétraédre (A) auz centres des
cercles inscrits auz sections antiparalléles a la face opposée concourent
en un point L, le second point de Lemolne, dont les'coordonnées tétraé-
dnques normales sont proportwnnelles aux rayons des cercles circons-
crits aux faces Les droites joignant chaque sommet de (A) aux centres
des cercles exinscrits aux mémes sections concourent respectivement en
des points L,, L,, Ly qui ont les mémes coordonnées’que L avec deux

.signes changés. Le tétraédre (L) est orthocentrique et autopolaire par

rapport & la sphére circonscrite ainsi que par rapport au tétraédre (A).

Les droites AL coupent la sphére circonscrite aux quatre sommets
d’un tétraédre (A' formant avec (A) et (L) un systéme desmique. Ces
points sont les intersections des cercles bissecteurs, sur la sphére
circonscrite, des cercles circonscrits auz faces de (A)

Comme on ne trouve, en partant de (A) inscrit a S, qu’un
tétraédre (A’) également inscrit et formant avec un troisiéme tétraédre
(L) un systéme desquue, sil’on était parti de (A’) on auralt trouvé (A)
et (L).. :

Par suite: ‘

Le second point de Lemoine du tétraédre (A) est ausst le second point
de Lemoine du tétraédre (A') et il en est de méme de ses associés Ly, Ly, Ls.

Si I’on était parti de (L)'et de sa sphére conjuguée S, il aurait suffi
de se donner.un point de cette sphére comme sommiet de (A) ou de

1

. (A’) et Ton en aurait déduit les sept autres par les sept transforma-

tions involutives dont il a été déja question: on aurait bien en effet
obtenu un systéme desmique et les huit points seraient sur S car les
carrés de leurs coordonnées, qui seuls entrent dans I’équation de
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" S rapportée 4 (L), sont les mémes que ceux du point pris sur S. Donc:

Les sommets d’un tétraédre orthocentrique obtus sont be second point de
Lemoine et ses associés pour oo® couples de tétraédres inscrits a sa sphére
conjugude S, dont les huit sommets sont un point quelconque de S et ses
homologues dans les sept transformations involutives qui conservent
le tétraédre.

123. Centres isodynamiques et sphéres d’ Apollonius. — Cherchons
les centres d’inversions qui transforment les sommets du tétragdre (A)
en ceux d’un tétraédre équifacial. Si M est un tel point, on doit avoir :

AA; _ _AA,
MA,.MA, MA,.MA,

ou en représentant A/A; par (ij) comme précédemment‘ et MA,
par (zi) :
(i) (o) (k) = () () ().
(i) (k) () = (1) (D) (iR)-
En multipliant membre & membre et supprimant le facteur (zf) (),
(i) (7) (k) = () () (k) ou (i) (jk) (Rl) (1) = (a)* (i) (F) ().
_ Représentant (jk) (Kl) (4j), produit des arétes d’une face, par v;, les
points cherchés satisferont & :
@ oy(@1)? = va(a2)? = vy(a3)* = ei(@4)"

De méme

On sait que le systéme linéaire des sphéres o orthogonales & une
méme sphére est un systéme & quatre termes

() S a=E s + a3 + a0y + 2z =0

(o, bien entendu certains des o, peuvent &tre nuls) et que si g; repré-
sente la puissance d’un point, le centre de s est le point de coordonnées
barycentriques a; par rapport au tétraédre des centres des sphéres s;
(c’est le centre de gravité de ces centres affectés de masses a;).

Supposons que les sphéres g, solent les spheres-points (i)' = 0 dont
la sphére circonscrite S est la sphére orthogonale. La sphére

- (6) oy(@1)? — v3(22) = 0

est orthogonale a S et les coordonnées barycentriques de son centre
par rapport au tétraédre (A) sont

Vi, TV 0. 0. c '
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C’est le poini: situé sur I'aréte A A, et dans le plan
LR D T |
p. v,’ v, "‘

polaire de L par rapport & (A) c’est-a-dire L,L,Ls. ,

La sphere (6) est donc la spheére orthogonale 4 S qui a son centre &
P'intersection de A,A, et du plan L,L,L,.

Les six sphéres qu’on obtient en égalant deux des termes de I'équa-
tion (4) passent par les deux points d’intersection de trois. d’entre
elles. Ces deux points sont les centres isodynamiques et les six sphéres
précédentes sont les sphéres d’ Apollonius de premiére espéce.

L’équation :

(7) oy (21)? £ 0y(22)? 2= 9y(23)® = v (24)" = 0

représente les huit sphéres orthogonales a2 S ayant pour centres les
sommets de (L) et de (A’). Avec tous les signes + on a une sphére
imaginaire de centre L; avec un signe —on a les quatre sphéres
ayant pour centres les sommets de (A’), sphéres-points puisque la
sphére S qui leur est orthogonale contient leurs centres ( '); avec deux
signes — on a les trois sphéres de centres L, L, L, orthogonales a S,
qui sont appelées sphéres d’ Apollonius de seconde espéce [2].

Elles passent par les centres isodynamiques car pour ces points
les quatre termes de (7) ont méme valeur absolue et ils figurent avec
deux signes 4 et deux signes —. Les quatre sphéres ayant pour
centres L,L,,L, L, sont orthogonales deux & deux car leurs centres
sont conjugués deux & deux par rapport & S & laquelle elles sont
orthogonales. Avec S elles forment un groupe de cinq sphéres ortho-
gonales deux & deux. Leurs centres sont les sommets d’un penta-
gone orthocentrique OLL,L,L,. Ce sont les sphéres conjuguées des
cinq tétraédres orthocentriques qu'on peut former avec ces cing
points. En résumé : .

Les siz sphéres d’ Apollonius de premiére espéce ont pour centres les
intersections des arétes de (A) avec le plan L,L,L, (plan de Lemotne)
et sont orthogonales a la sphére circonscrite S; elles passent par deux
mémes points (céntres isodynamiques) qui sont centres d’inversions
transformant les sommets de (A) en ceuz d’'un tétraédre équifacial.
[Par les mémes inversions les sommets-de (A’) sont transformés en
ceuz du tétraédre équifacial jumeau du précédent.] Les centres isody-
namiques sont symétriques par rappart au plan de Lemoine et inverses

(') Pour ces points A} I'équation (7) s’écrit
v AA = X0, AT (A 0).
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par rapport & S. Ce sont les points limites du faisceau de sphéres (fdis-
ceau de Schoute) déterminé par la sphére circonscrite et le plan de
Lemoine. Par les centres isodynamiques passent aussi les trois sphéres
d’ Apollonius de séconde espéce, orthogonales & S et ayant pour centres
“les points Ly, Ly, Ly (qui sont les points diagonauz du quadrilatére
complet dont les sommets sont les centres des sphéres de premiére espéce).
Les trois sphéres &’ Apollonius de seconde espéce, la sphére 4 (imagi-
naire) de centre L orthogonale & S et la sphére S forment un groupe de

cing sphéres orthogonales deuz & deuz.

ReMARQUES. — 10 Les sphéres d’ Apollonius de premiére espéce de (A)
‘sont aussi celles de (A’). — En effet, ces-deux tétraddres étant homo-
logiques par rapport au point L et au plan L,L,L,, les arétes AA;
et AA} se coupent sur ce plan et par suite les sphéres d’Apollonius
de premiére espéce de ces deux tétraddres, ayant mémes centres et
étant orthogonales & S coincident.

90 Les centres isodynamiques, points limites d’un faisceau de
sphéres & cercle radical imaginaire, sont toujours réels. Ces points et
les spheres d’Apollonius sont différents des éléments étudiés sous les
mémes noms par M. N. A. Court [1] et indiqués par M. Goormaghtigh
dans sa Terminologie du tétraédre [Mathesis, t. LX (1951) pp. 264

et 268]. ,

124. Nous avons vu (123), que, sur la sphére S, les cercles bissec-
teurs des couples de tercles. d'intersection yy; de S avec les faces
de (A) passent par les sommels de (A’). Ces cercles contiennent
deux sommets de (A) et deux sommets dé (A’) et sont également
les cercles bissecteurs des couples de cercles d’intersection de S avec
les faces de (A') car les relations de (A) avec (A') sont entiérement
réciproques. Les plans de chacun de ces cercles contiennent deux
.sommets de (L). Par un sommet L, de (L) passent six de ces plans.

Leurs cercles d’intersection avec S, qui sont six des cercles précé-
dents, sont orthogonaux au cercle d'intersection de’' S avec le plan
polaire de L, ou avec la sphére de centre L, orthogonale a S. On peut
donc déterminer sur la sphére S par des conditions d’orthogonalité,
qui se conservent dans une inversion, les traces, sur cette sphére, de
la sphére de centre L orthiogonale & S et des trois spheres d’Apollo-
nius de seconde espéce. o . .

Quant aux sphéres d’Apollonius de premiére espéce, dont les
centres sont sur une aréte de (A) et sur le plan L,L,L;, leurs traces
sur S seront orthogonales & deux des traces des faces de (A) et 4 la’
trace de L,L,L,. Par suite :

.

.
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~ . .
Si une inversion de centre M quelconque transforme les sommets de (A)

- én ceuz d’un tétraédre (a) inscrit & une sphére ¢ inverse de S, les som-

mets du tétraédre (o) inscrit & ¢ et qui forme avec un tétraédre (\) conju-
gué & ¢ un systéme desmique seront les inverses de ceuz du tétraédre (A').
Il en sera de méme des sphéres &’ Apollonius de premiére et de seconde
espéce, et par suite des centres isodynamiques, ainsi que de la sphére £
de centre L. Quant au tétraédre (X), ses sommets ne seront pas les inverses
de ceux de (L) mats, les sphéres centrées aux sommets correspondants
étant inverses, ces points seront alignés avec'le centre d’inversion M.

Sila puissance d’inversion est choisie de fagon que coincide avec S,
la trace de linversion sur S sera celle de I’homologie involutive de
centre M ayant pour plan le plan polaire de M par rapport aSetles
sommets des deux tétraédres (') et (A) seront les homologues de ceux
de (A’) et (L) dans cette transformation involutive.

125. Points de Beltrami, de Brocard, de Jacobi. Tétraédres et angles
de Brocard. — On sait que, dans un triangle, si C,, C,, C; sont les
cercles d’Apollonius, 'homologue du point de Pinfini dans le pro-
duit de deux inversions par rapport a ces cercles n’a que deux posi-
tions (car I'inverse dans C; du centre de C; coincidé avec I'inverse
dans C; du centre de C,) qui sont appelées points de Beltrami. Leurs
inverses par rapport au cercle circonserit sont les points de Brocard.

Dans le tétraédre "homologue du point de Iinfini dans le produit
de deux inversions par rapport 4 des sphéres d*Apollonius de seconde
espéce n’a que trois positions. En effet, deux de ces sphéres 5; et S;
&tant orthogonales, I'inverse dans S; du centre de S; ainsi que lin-
verse dans S; du centre de S; coincident avec I'intersection du plan
radical et de la ligne des centres et les trois positions sont les pieds
des hauteurs du triangle L,L,Ly car le plan radical de S, et S; passe
par L,, centre d’une sphére orthogonale commune. Ces trois points
sont appelés point de Beltrami: [4]. Ce sont aussi, puisque le tétraédre
(L) est orthocentrique, trois pieds des bihauteurs et les points de
Brocard [4), leurs inverses par rapport & S seront les trois autres, car
deux ardtes opposées de (L) étant polaires réciproques par rapport 4 S,
leur perpendiculaire commune passe par le centre O de S et les coupe
en des points inverses par rapport a S. : \ :

Les six points de Jacobi [4] sont les points communs a la sphére S
et # deux spheres d’Apollonius de seconde espéce S, S;. Les cercles
radicaux de S avec S, et S; étant dans les plans polaires de L;et L;
par rapport & S, plans qui passent par LL,, les points en question
seront les intersections des trois ardtes de (L) issues de L avec la
sphére S..En résumé :
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Les trois paints de Beltrami sont les pieds des hauteurs du triangle
L,L,L,; ce sont aussi trois pieds de bihauteurs de (L); les points de
Brocard, leurs inverses par rapport a S sont les trois pieds de bihauteurs
sur les arétes issues de L et les siz points de Jacobi sont les intersections
de ces trois arétes avec S’ . _

Par analogie avec le trianglée on peut appeler premier tétraédre de
Brocard celui qui est formé par les projections de L sur les axes des
cercles circonscrits aux faces. Dans le plan chaque sommet du pre-
mier triangle de Brocard forme avec le coté correspondant du triangle
fondamental un triangle isocéle et ces’ trois triangles sont semblables, '
I’angle a la base étant angle de Brocard. Dans Iespace, chaque
sommet du premier tétraddre de Brocard forme avec le cercle cir-
conscrit  la base correspondante de (A) un cdne droit et ces quatre
cones sont semblables puisque leur hauteur (coordonnée normale
absolue de L) est proportionnelle au rayon de leur base, I'angle & la
base étant celui que P. Delens [2] appelle angle normal de Brocard ¥
déterminé par cot ¢ = f"—;—"r, V stant le volume du tétraédre (108). Le
méme auteur définit un angle principal de "Brocard U tel que
cotU=23 cot A;, les angles A; étant les angles de S avec les faces.
Signalons les formules [3]

1 cotU_2P_R
o0 v,’ coty. S R/

P et S étant respectivement le produit et la somme des sinus des
angles d’un triangle associé, R et R, les rayons du cercle circonscrit
et du cercle inscrit d’un triangle associé, ¢; désignant comme précé-
demment le produit des arates d’une face de (A).

Les sommets du second tétraédre de Brocard sont les projections
de O sur les droites joignant L aux sommets de (A).

Les points de Brocard et les sommets des tétraédres de Brocard
sont sur la sphére de diamétre OL, dite sphére de Brocard [2], inverse
du plan de Lemoine par rapport aS. :

126. Ellipsoide de Brocard. — Les quadriques de révolution cir-
conscrites A la sphére S le long de son intersection (imaginaire) avec
le plan de Lemoine sont. évidemment conjuguées au tétraédre (L).
Il y a une quadrique E de ce faisceau tangentiel tangente a une
face dé (A); elle est également tangente aux autres faces de (A) et &
celles de (A’) car les carrés des coordonriées de ces plans par rapport
au tétraddre (L), qui interviennent seuls dans I'équation de E rap-
portée a (L), sont ]és mémes que pour la face considérée. Cette qua-
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drique est intérieure & S car sa polaire réciproque par rapport & S,
circonscrite au tétraddre tangentiel de (A), est extérieure. C’est donc
un ellipsoide et comme un plan méridien coupe S suivant un cercle
bitangent extérieur, c’est-3-dire ayant son centre sur le petit axe de
Yellipse méridienne de E, celui-ci est un ellipsoide de révolution
aplati. Ses foyers principaux (imaginaires) sont conjugués harmo-
niques par rapport a L et O car dans lellipse méridienne ces deux
points sont les traces, sur le petit axe, de la tangente et de la normale
en un point. Par suite le cercle de ses foyers réels, intersection des
cOnes isotropes ayant pour sommets ces deux points conjugués par
rapport a OL, se trouve sur la sphére de diamétre OL. Donc:

Les tétraédres (A) et (A’) sont circonscrits & un ellipsoide de révolu-
tion aplati (ellipsoide de Brocard) (2] conjugué & (L), tangent a la
sphére S le long de son intersection imaginaire avec le. plan de Lemoine.
Son cercle focal se trouve sur la sphére de Brocard, de diamétre OL. Le
cone droit de sommet L ayant pour base ce cercle a pour angle a la base
Pangle normal de Brocard. .

Cette derniére propriété résulte de la propriété suivante, facile a
démontrer, des cercles bitangents & une ellipse centrés sur le petit
axe: le segment intercepté par un tel cercle sur une tangente 2
Pellipse divisé par la distance du pdle de contact a la tangente est
égal a la distance focale divisée par la distance du péle de contact
au centre de ellipse. Les tétraédres inscrits & S et circonscrits 4 E
ont donc méme angle normal dé Brocard. Signalons qu’ils ont égale-
ment méme angle principal de Brocard [3]. )

127, Le raisonnement précédent sur les quadriques de révolution
tangentes a S le long de son intersection. avec le plan L,L,L; s’ap-
plique aux autres faces de (L) et montre qu'il y a trois autres qua-
driques de révolution E,, E,, E, inscrites 4 (A) et (A’) et conjuguées
a (L). Pour ces quatre quadriques, O et L, sont conjugués par rap-

“port aux deux foyers principaux de la quadrique correspondante,

points isogonaux relativement au tétraddre (A) [ou (A")]. On sait
que le lieu des conjugués harmoniques d’un point O par rapport aux
couples de points isogonaux alignés avec lui est la biquadratique $
passant par O et les centres O; des huit sphéres tangentes aux faces
du tétraédre fondamental. '

En effet, les couples de points isogonaux, étant conjugués par
rapport aux couples de plans bissecteurs, sont conjugués par rap-
port A toutes les quadriques passant ‘par les huit points O; et si
deux points isogonaux P,P’ sont alignés avec 0, le conjugué harmo-
nique w de Q par rapport  ces deux points se trouvera sur toutes
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- célles de ces quadriques qui passent par 0, c'est-a-dire sur la biqua-

~ triedre qu’elles forment. Ces directions d’axes de quadriques de
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: dratique .déterminée par O et les huit points O .

Toutes les quadriques qui passent par'les huit points 0, de (A)
sont conjuguées par rapport 2 ce tétraddre (puisque les couples de
plans bissecteurs le sont) et par suite celles qui passent par un des’
huit sommets-de- (L) et (A)) 'péssent' par les sept autres. La biqua-
dratique $ est donc aussi circonscrite & (A"). Elle passe aussi par les
homologues de O dans les sept involutions qui conservent le
tétraddre (A). Ses directions-asymptotiques sont les droites-supports
des couples isogonaux de milieu O puisque, pour ces couples, le
conjugué de O est a l'infini.

Signalons que, pour le point O, trois de ces directions sont les
droites-supports des trois couples de points de Servais, points com-
muns aux: quatre cylindres droits ayant pour bases les cercles cir-

conscrits aux faces de (A), la quatriéme étant la droite-hauteur du

révolution inscrites & (A) sont les mémes pour tous les points de &
et en particulier pour les sommets de (L) et de (A).

Le tétraédre (A), étant conjugué par rapport a toutes les quadriques
qui passent par les huit points O;, est le tetraddre conjugué de la
biquadratique $. Ses sommets sont les sommets des quatre cones du

par les quatre bissectrices du tri¢dre A, et le rayon A0 de la sphére
circonscrite. Ces quatre cones passent par les sommets de (L) et de
(A') et par suite, d’aprés le n° 122, par les centres des cercles inscrit et
exinscrits de chaque triangle associé de la série correspondant & leur
sommet. ’ T
On sait que les droites-supports des couples isogonaux alignés
sur un point O forment un cdne du troisiéme ordre circonscrit au
tétraedre (A), contenant les trois droites issues de O rencontrant
' deux arétes opposées ainsi que les huit points O.. En résumé: )
Les sommets de (L) et de (A’) se trouvent sur la biquadratique B
déterminée par O et les huit centres O, des sphéres tangentes auT faces
de (A), ayant le tétraédre (A) pour tétrasdre conjugué. Les quatre cones
du second ordre contenant cette biquadratique ont pour sommets les
sommets de (A) et chacun d eux'est déterminé par les quatre bissectrices
du tricdre A, et le rayon AO dela sphére circonscrite. Chacun de ces
cbnes' passe par les centres des cercles inscrit et exinscrits de chaque
triangle associé relatif au sommet du cone. Les douze sommels des
tetrdedres (A), (A), (L) les huit points O; de (A), les trois couples de

points de Servais, Pisogonal de O, les trois droites issues de O rencon-
trant’ deux arétes _opposées de (A) sont sur un cone du troisiéme
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_ordre(*) de sommet O. Les quatre quadriques de révolution inscrites
& (A) et ayant pour centre chaque sommet de (L) ou de (A’) ont leurs
azes paralléles’ aux trois droites-supports des couples de points de
Servais et a la droite-hauteur du triédre formé par ces droites.

128. Signalons les propriétés suivantes qui résultent immédiate-
ment de ce que les trois tétraédres (A), (A"), (L) forment un systéme
desmique : ' o ‘

Toute quadrique circonscrite ou inscrite & deux des tétraédres est
conjuguée au troisiéme et inversement toute quadrique conjuguée &
'un des tétraddres et passant par un sommet (ou touchant une face)
de 'un des deux autres passe par les sept autres sommets ou touche
les sept autres faces.

Il y a une quadrique imaginaire Q conjuguée aux trois tétraédres.

Son équation, en coordonnées barycentriques par rapport & (A), est,

s 0. ’

a

Son centre, de coordonnées ¢}, est le conjugué du centre de gra-
vité d’un quelconque des tétraédres par rapport aux six couples de
plans qui passent par chaque aréte de ce tétraddre et contiennent les
sommets des deux autres. ‘ '
. Par chaque conique d’intersection de ) avec les faces d’un des tétraédres
il passe trois ellipsoides Q, Q', Q" tangents a Q le long de cette intersection
et respectivement circonscrit, inscrit et tangent aux arétes des deux
autres tétraédres; Q et Q' sont polaires réciproques par rapport a et
les deus tétraédres sont polaires réciproques I"un de Vautre par rapport
@ Q". Ces trois quadriques sont les quadriques de Steiner lorsque le
systéme desmique, ayan} un de ses plans a l'infini, est formé de deux
tétraédres jumeaux et de leur tritdre des bimédianes complété par
le plan de I'infini.

Il y a douze ternes de telles quadriques.

129. Les neuf couples d’arétes opposées de trois tétraddres des-
miques peuvent étre groupés, en prenant un couple convenablement
choisi dans chaque tétraédre, de fagon a former trois nouveaux
tétraddres d’un second systéme desmique que Stephanos nomme

("} Le céne relatif & (A’) coincide avec celui de (A) puisqu’ils ont douze
génératrices communes; par suite, ce cone contient les éléments relatifs a (A7) :
es huit centres des sphéres tangentes aux faces, etc. — Voir Mathesis, 1953,
pp. 215-233.
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conjugué du premier [5]. Ainsi, en convenant d’appeler A; les som-
mets de (A') situés sur les droites AL et d’appeler L,, L,, L; les
sommets, de (L) situés respectivement sur A, AA, AAL les
couples d’arétes

AlAb AaAs; A:. ;, A:’; :; LL,, LzLa

forment un tétraédre (B). Par chiacun des douze sommets du premier
systéme desmique passent deux autres arétes, qui sont les arétes des
tétraddres (B) et (B) du systéme conjugué. Par conséquent il y a
quatre faces de ces deux tétratdres qui passent par chacun de ces
points et ceux-ci constituent les six couples de points formant qua-
driques dégénéréés_ du réseau tangentiel des quadriques tangentes
aux huit faces de (B) et (B"). -

Les centres des quadriques de ce réseau tangentiel sont contenus
dans un plan Py et les milieux des arétes précédentes, étant les inter-
sections de P, avec les arétes de (B), sont les sommets d’un quadri-
latére complet. Le plan P, contenant une bimédiane de chacun des

tétrasdres (A), (A)) et (L), contient les trois. barycentres de ces

tétrasdres et ceux-ci sont également contenus dans les deux autres
plans P, et P, analogues a Pi. Les trois plans Py, Py, P, passent
donc par une méme droite D sur laquelle sont les trois barycentres.

Remarquons que les spheres décrites sur les trois diagonales d’un
quadrilatére complet comme diamétres appartiennent a-un faisceau
et que les six couples de points rencontrés précédemment, faisant

partie d’un réseau tangentiel, les spheéres ayant pour diamétres les -

arétes dont ils sont les extrémités (sphéres orthoptiques des qua-
* driques dégénérées en couples de points), appartiennent & un réseau
ponctuel ¢’est-a-dire passent par deux mémes. points.

On obtient ainsi les propriétés suivantes énoncées par M. A. de
Majo dans I’ Intermédiaire des Recherches Mathématiques d’avril 1946
(p. 47), 1a premiére propriété ayant déja été donnée par Veronese [6] :

‘Les trois barycentres des tétraédres d’un systéme desmique sont sur
. une méme droite D ; leurs neuf bimédianes se répartissent, & raison
" d’une pour chacun des tétrasdres, dans trois plans P,, P, P, passant

par D ; les neuf sphéres ayant pour diamétres les bimédianes se répar-

tissent en trois groupes de trois sphéres ayant méme plan radical, per-

pendiculaire. d D, chacun des groupes correspondant & trois bimé-

dianes situées dans Uun des trois plans Py, P, P,; les diz-huit sphéres

ayant pour diamétres les arétes des tétraédres se répartissent en trots
groupes de siz ‘sphéres ayant méme aze radical, perpendiculaire & lun
des trois plans Py, Py, P, chacun des trois groupes correspondant & un
couple d’arétes opposées de chacun des tétraédres. .

SPIANRIB N 36
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Dans le cas présent, les sphéres décrites sur les bimédianes de (L)
se confondent avec la premiére sphére d’Euler. Appelons [ le rayon
de cette sphére, my, my, my les moitiés des bimédianes de (A), m{, ms, m
celles de (A’). Soient g, le barycentre de (L), g et g ceux de (A) et
de (A’), z et o’ les distances de g a ces points, d,, d, et dy les dis-
‘tances de g, aux plans radicaux des trois groupes de sphéres. On a
pour le premier groupe .

(1) ml—(z—d,)? = m?— (2’ —d))*=0"—d.

On tire de ce groupe et des deux autres
C(m— P — 22 = (m*— P — %)z,

\

(2) (mi— P — a%)a’ = (my! — ' — 2%z,
i f (m}— 1 — &) = (i — 1 — 2",
et enfin
3) m—mi __ mi—my __ my—mi _ T

mEi—m?  mi—m T m—mp? &

Les différences des carrés des bimédianes dans (A) et (A') sont pro-
portionnelles ('), le facteur de proportionnalité étant le rapport des dis-
tances des barycentres de (A) et de (A’) a celui de (L).

Comme conséquence on, voit que si (A) a des bimédianes égales,
il en sera de ‘méme de (A’) et en particulier st (A) est orthocentrique
il en est de méme de (A') (*). :

Si (A) est isodynamique il en est de méme de (A’) car les sommets de
ces deux tétraddres étant homologues dans une inversion, les pro-
duits des arétes opposées sont proportionnels.

Plus généralement si (A) est involutif, il en est de méme de (A’). En
effet si a, a,; b, by; ¢, ¢, désignent les longueurs des arétes opposées,
la condition pour que (A) soit involutif est d’aprés Neuberg (Mémoire
sur le tétraédre, p. 57)

1 a*+al da}
1 B+ b bb|=0 ou

1 &4

b+ b2 — (a*+a}) bbi—a’al] 0

¢+ c2—(a*+a}) c*c} —a'a}

() D’un calcul, que nous omettons pour ne pas allonger cette note, il résulte
que les sommes des carrés de deux arétes opposées dans {A) et (A’) sont propor-
tionnelles et par suite aussi les carrés des bimédianes ou ces bimédianes eiles-
mémes. . .

(2) Cette conclusion suppose que = n'est pas nul, mais I’hypothése z =0 a
des conséquences inadmissibles. D’ailleurs, d’'une fagon générale, si deux
tétraddres d’un systdme desmique sont orthocentriques, il en est de méme du
troisitme, car les tétratdres du systéme desmique conjugué, qui sont formés,
par deux arétes opposées de chacun des tétraddres, ayant deux couples d’arétes
opposées rectangulaires, en ont trois. . :

14
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et les termes relatifs a (A’) sont, dans chaque colonne, propbrtionnélﬁ
a ceux de (A). - L .

RemarquEes. — 1° En ajoutant les équations (2) relatives aux trois
bimédianes, on trouve que les sphéres orthoptiques des ellipsoides de
. Steiner inscrits des trois tétraédres appartiennent a un faisceau, le plan
radical étant le plan moyen des trois plans radicaux relatifs aux
bimédianes. . .
20 Les droites d’Euler des tétraédres (A), (A') et (L), qui passent
toutes trois par O, se trouvent dans le plan joignant O a la droite D.

130. Calculons ¢, en fonction de ¢,. Dans I'inversion par rapport

a L, dont nous représenterons par — k la puissance par rapport
aS,ona: '

(23 = (23) =t

' . LA,.LA,

et des expressions analogues pour (3'4) et (42). En les multipliant
et représentant par = le .produit LA,.LA,.LA,.LA, on obtient

(¢Y) ' vi=v,. LA} ’::
Par suite )
(2) v{-—‘v&:%lv..fxz—ﬁ.i—&’i. _

T a2 T A2 X
Or 2 LA, —v,. LA, est la plllissance de L par rapport a la sphére
9 — ¥y :
d’Apollonius de premiére espéce S,, d’équation p,(z1)!— vy(22)* = 0.
Cette sphére, orthogonale & S, a son centre dans le plan polaire de L
et le point L se trouve dans le plan radical de S et S,,; sa puissance
par rapport a S, est done —ketlona :

(3) ._l___._==-—._§.-

En appelant s et 5’ les sommes des ¢, et des ¢ on a d’aprés (1) et
ses analogues

¢ =X 5, TA}
™

T A2
Or Zoi. LA gt 1a puissance de L par rapport & la sphére imagi-
s
naire € de centre L orthogonale & S. Cette puissance est par suite + k

'
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et 'on a
(4)

En appelant j,, j,, j; les prodults (12) (34), etc. de deux arétes
opposées et 2s la somme J, + j, -+ j; on sait que

a|al
I
ax

(5) 36R*V! = s(s —j,) (s —Ja) (s — 1)
Or dans P'inversion précédente
. s ki
li=]i—> §=3s—

D’oll, puisqu’on a'la relation analogue & (5) pour (A')

V/ k‘ 0_I G,
6 — == coty= .. =-2_ = coty.

(©) vV = 3 12V 12V’ '

Pour montrer que cot U’ = cot U remarquons que les coordonnées
barycentriques absolues de O, étant les rapports au volume V de (A)
des volumes des tétraédres ayant poursommets O et les sommets d’une
face, ont pour valeurs il :;;A‘ Celles de L sont 22 ou —

12Vcot ¥

rapport des résultats de substitution de ces coordonnees absolues
dans le premier membre de I'équation du plan L,L,L,, c’est-a- dire

2%, donnera le rapport des distances de O et L & ce plan Sl lest

Vi
le pied de la perpendlculalre OL & ce plan, on aura, en remarquant
que Y cot A, =cot U

Ol _ cotU.cot

7 = =S -0 Y,

() Ll 4

Comme ce rapport est le méme pour (A’) et que cot{’ = cot
on a aussi cot U = cot U. En résumé:

Les différences v;— v/, sont proportionnelles aux différences v, — v
le rapport de proportionnalité étant négatif et égal en valeur absolue
au rapport des volumes des tétraédres (A’) et (A). Ces deux tétraédres
ont les mémes angles de Brocard ¢ et U. ’

RemarQues. — 12 Comme Ol> Ll on a l’megahte signalée par
Delens :

cotU.coty >4

I’égalité ayant lieu lorsque L coincide avec O (tétraédre equaclal)

2
La relation (7) a pour analogue dans le triangle ?—‘f co:t?' ’
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o étant Pangle de Brocard. Elle donne, dans le tétraédre, la repré-
sentation géométrique suivante de I'angle U.

Si de O lon projette le cercle focal de Dellipsoide de Brocard
guivant un cercle I' sur le plan L,L,L; (le cdne projetant a pour angle
au sommet 2¢ d’aprés le n° 125), le céne ayant pour base I et pour

sommet la projection X du barycentre de (L) sur Ll(ll:l—[—') '
a I'angle U pour angle a la base. 4

20 Si P'une des différences ¢;—¥; est nulle, il en est de méme
de ¢ — ¢). La sphére d’Apollonius de premiére espéce correspon-’
dante devient un plan. Le point L se trouve dans le plan médiateur
de AA; qui est aussi celui de A'Aj Le plan LA,AAA; contient
les barycentres de (A) et (A"). ,

Si (A) est équifacial il en est de méme de (A’) qui est alors son
jumeau.

30 De la relation : .

signalée au n°® 125, et qu’on établit facilement en partant des coor-
données barycentriques absolues de O et exprimant que ce point
est le centre de S, on déduit (puisque R > 2R,) la seconde inéga-

lite donnée par Delens . ‘
cot y >2 cot U.

131. Configuration de Brocard-Beltrami. — Dans le triangle il
y a un ensemble de vingt points qui se reproduit dans les inversions
par rapport au cercle circonscrit ou aux cercles d’Apollonius. Ce
sont : les sommets du triangle, les centres des cercles d’Apollonius,
les seconds points d’intersection du cercle circonscrit et des cercles
d’Apollonius, les sommets du second triangle de Brocard, les centres
isodynamiques, les points de Brocard, les points de Beltrami, le
centre du cercle circonscrit et le point de Vinfini.

Dans le tétraédre, M. J. W. Peters [4] a signalé de méme un
ensemble de points et de spheres, ‘appelé par lui la configuration
de Brocard-Beltrami, qui se reproduit dans les inversions par rapport
a la sphére circonscrite ou aux sphéres d’Apollonius de seconde
espéce. Ce sont:

A. Vingt-quatre points: les sommets des tétraddres (A), (A)
et (L), les pieds des hauteurs de (L), les points de Beltrami, les points
de Brocard, le centre de la sphére S et le point de Pinfini.

B. Les six points de Jacobi. :
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C. Les six spheres d’Apollonius de premiére espéce.

nul ou infini) du systéme de Schoute :

D. Cinq sphéres (de rayon fini,
d, le plan de Lemoine, les deux

la sphére S, la sphére de Brocar
sphéres-points appelées centres isodynamiques.
Dans linversion par rapport & S, les sommets de (A) et de (A'),

les points de Jacobi sont inchanges, les sommets de (L) s’échangent
avec les pieds des hauteurs, les points de Beltrami avec les points
de Brocard et le centre de S avec le point de infini. Les six sphéres
d’Apollonius de premiére espéce sont conservées, la sphére de Bro-
card s’échahge avec le plan de.Lemoine et les centres isodynamiques
g’échangent entre eux. N

Dans l'inversion par rapport i une sphére d’Apollonius de seconde
espéce, par exemple S, de centre L,, les sommets de (A) s’échangent
avec ceux de (A’), le point L, avec le point de P'infini. Les sphéres
S, et S,, orthogonales & S,, restant inchangées leurs centres L, et
L, deviennent deux points de Beltrami sur L,L, et L,L,. Le troisiéme
point de Beltrami devient Porthocentre de LyL,Ls, pied de la hau-
teur de (L) issue de L: En ce qui concerne les sphéres d’Apollonius
nous avons vu, 124, que toute inversion
qui transforme, comme cest le cas ici, les sommets de (A) en ceux
d’un tétraddre (A’) transforme les sphéres d’Apollonius de premiére.
espéce de (A) en celles de (A’) qui, d’aprés une remarque, 123, sont
celles de (A). Ces sphéres sont donc conservées dans leur-ensemble.
Leurs centres se trouvent par deux sur les cotés du triangle L,L,L,
(d’aprés 122, AA, et A,A, coupent le plan L,L,L, sur L,L,) et sont
conjugués par rappoirt aux sommets de ce triangle. La sphére S,
est orthogonale aux deux sphéres qui ont leurs centres sur L.L,
et seront conservées dans I'inversion tandis que les sphéres qui ont
leurs centres sur L, L, et L, L, seront échangées. Quant aux sphéres du
systéme de Schoute elles sont conservées, étant orthogonales a Si.

‘Sur LL,, les deux points de Jacobi s’échangent et le point de
Brocard s’échange avec L. Les quatre autres points de Jacobi,
étant sur S,, sont conservés. Les points de Brocard sur LL,, LL;
g’échangent avec les pieds des hauteurs issues de L, et Ly, le point O
avec le pied de la hauteur issue de L,.

La configuration est donc anallagmatique dans les inversions par
rapport & S ou a une sphére & Apollonius de seconde espéce. Elle est

la méme pour le tétraédre (A').

de premiére espéce,

+ ¢, L, est a linfini, S, devient

REMARQUE. — S1 ¢, + 9, = ¢
la configuration.

un plan, qui est plan de symétrie pour
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‘

Propriétés diverses. , _
a) En-faisant correspondre les sommets de (A) et de (A) qui
sont alignés avec L, la somme des cotangentes des angles 'que deux
faces correspondantes de (A) et de (A’) font avec la sphére circons- -

crite S est la méme pour les quatre couples. Elle est égale a —% cot U.

Si deux faces de (A) font le méme angle avec S, il en est de méme
des faces correspondantes de (A’). '

b} Les cosinus des angles que font deuz arétes opposées de (A) et
les deux arétes correspondantes de (A’) sont proportionnels. Si deux
arétes opposées de (A) sont rectangulaires ou si deux couples font
les mémes angles, il en est de méme de (A').

¢) Le produit de la plus courte distance de deux arétes de (A) par la s

tangente de leur angle est le méme pour les arétes correspondantes de
(A’). Sil’on définit un signe pour ce produit, les signes sont différents.

d) La somme des carrés des inverses de deux arétes opposées de (A)
est la méme pour les arétes correspondantes de (A').

e) Les barycentres de (A) et de (A’) sont inverses par rapport a
. la premiére sphére d’Euler dg (L). o ' :

f) Les trois sphéres qui ont pour diamétres les droites joignant
deuz points situés sur des arétes opposées et chacun dans le plan média-
teur. de Uaréte opposée sont les mémes pour (A) et pour-(A’). Ces trois
sphéres ont un cercle pommuﬁ dans le plan paralltle au plan polaire
‘de O par rapport & 'un’ ou 'autre des hyperboloides des hauteurs
de (A) et de (A’), a égale distance.de O et de ce plan polaire. Les
trois sphéres sont orthogonales & la premitre sphére d’Euler de
(L) et chacune d’elles & deux spheres décrites sur les arétes opposées
de (L) comme diamétres. Si (A) est orthocentrique, et par suite aussi
" (A"), les trois sphéres précédentes deviennent les plans-hauteurs com-
muns .de leurs triédres des bimédianes.

g) Les points de Jacobi gont centres d’inversions transformant.
les sommets de (A) et de (A’) en ceuz de quadrangles plans ayant deux
- couples de cotés opposés égauz (parallélogrammes ou contre-paral-

lélogrammes. : .

h) On sait que les biquédrati'q’ues sphériques ou cycliques sphé- A

riques ‘sont anallagmatiques par rapport aux quatre sommets de
leur tétraddre conjugué. Deux de ces biquadratiques ayant le méme
tétraédre conjugué (L) et situées sur la sphére S se coupent auz huit
sommets- de deut tétraédres (A) et (A) pour lesquels les sommets de
(L) sont le second point de Lemoine et ses assoctés. Elles se coupent
auz huit points sous le méme angle (le sens étant inverse pour les
- deux tétraddres). Ces biquadratiques sont orthogonales par couples,

§
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les deux biquadratiques d’'un méme couple appartenant a des cones
de sommet L (ou L,,'L,, L,) dont les quatre plans tangents communs
sont tangents & la sphére S.

i) Par projection stéréographique on obtient les cycliques planes
(quartiques bicirculaires ou cubiques circulaires) anallagmatiques
par rapport 4 quatre cercles directeurs, projections des cercles d’inter-
section de S avec les faces de (L). Deuz cycliques planes ayant les mémes
cercles directeurs se coupent sous le méme angle en leurs huit points
d’intersection, le sens étant inverse pour les deux quadrangles,
projections des sommets de (A) et de (A"). Ces deux quadrangles’
sont homologiques de quatre fagons différentes, les centres d’homo-
logie étant les centres des quatre cercles directeurs. Un point quél-
conque d’une cyclique plane et ses sept homologues dans les quatre
inversions par rapport & ses cercles directeurs et les trois produits
d’inversions par rapport & deux de ces cercles forment deux tels qua-
drangles. Si I'on prend pour centre de projection un point d’inter-
section des: deux cycliques sphériques, on a la propriété suivante
énoncée par M. A. de Majo dans I'Intermédiaire des Recherches
Mathématiques d’octobre 1948, p. 105.

L'angle de deuz quelconques des cubiques circulaires passant par
les sommets d'un triangle et les quatre centres des cercles tangents
aux cdtés est égal en chacun de ces sept points d celui des deux asymp-
totes réelles de ces cubiques. .

.j) Une sphére cayleyenne est, comme on sait, une quadrique
circonscrite 3 Pabsolu le long d’une conique dont le péle du plan
est dit le centre de la sphére. Les centres des huit sphéres cayleyennes
tangentes aux quatre faces d’un tétraédre sont les intersections
.-des plans bissecteurs cayleyens, couples de plans issus des arétes,
¢onjugués par rapport aux faces et a Pabsolu. En prenant pour
absolu la sphére S, les sommets de (L) et de (A’) sont les centres des
huit sphéres cayleyennes tangentes auz faces de (A). En langage ordi-
“naire, il y a huit quadriques de révolution inscrites & (A) et circons-
crites & S le long des plans polaires des sommets de (L) et de (A).
Les quatre premiéres sont les ellipsoides E, E,, E,, E, des no8 126 et
127. Les quatre autres sont des quadriques de révolution circonscrites d S
suivant les cercles de rayon nul dans les plans tangents & S auz points
- A/("). Les points de contact de ces huit quadriques avec les faces se
trouvent . sur les perpendiculaires cayleyennes menées par les
centres, droites joignant ces centres aux poles des faces par

. (1) C'est-d-dire dont les méridiennes coupent les grands cercles de S en quatre
points confondus. '
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rapport 4 S. Les droites joignant A; aux ‘sommets de (L) sont.
les quatre bissectrices cayleyennes du triédre (A)) de (A), lieux des

centres des sphéres cayleyennes tangentes aux trois faces du

triddre, les points de contact étant sur les perpendiculaires cay-
leyennes. - . S

-Lés analogues cayleyens de Phyperboloide des hauteurs, des Hyper-
boloides orthogonaux lieux des.arétes des diedres droits dont les -
faces passent par deux arétes opposées, de la biquadratique de
Schroter, intersection commune de ces quadriques, etc. donnent des
‘propriétés correspondantes. Lecas ou(A)est isodynamique correspond
au cas du tétraédre orthocentrique en géométrie euclidienne.

'k) A'la transformation isogonale, dont deux points homologues
sont conjugués par rapport aux quadriques passant par les huit
centres des sphéres tangentes aux faces, correspond_une transfor-
mation qu’on pourrait appeler isogonale cayleyenne dont deux
points homologues sont conjugués par rapport aux quadriques
passant par les huit sommets de (L) et de (A’). Dans les propriétés
correspondantes les cones isotropes sont remplacés par les cOnes
circonscrits A la spheére S. Si P et P’ sont deuz points_conjugués dans
cette transformation, les traces de AP et AP’ sur un plan antiparalléle
a la face opposée & A, sont deux points isogonauz au sens ordinaire
par rapport au triangle associé contenu dans ce plan. Les quadriques
passant par les sommets de (A) et ceuz de (L) ou de (A'), en parti-
culier la sphére S, sont inchangées par ceite transformation.

1) Récapitulation des relations entre les éléments de (A) et de (A').
Avec les notations déja définies et, en outre, o; étant I’angle de deux
ar8tes opposées, d; leur plus courte distance, les éléments de (A)
étant affectés d’un accent: ‘

K_<t_d oV _d_attal_mi_dlal_coda _ J—
2 kK =z V o a+a m}  d'al cos’o; 0—;
.1 _l_.i 1 +1

a*' d? a  a .
ditgoi=— d; tg a;, cot U= Zcot A,= Zcot A],

cot A, + cot Al = % cot U,

b AA! = So A A et wAA] = SO AAT (4.




/
AUTRES POINTS REMARQUABLES - - 201

AUTRES POINTS REMARQUABLES

132. TutoriMe. — Si Uon détermine dans le plan de la face BCD
d’un tétraédre T = ABCD, un point A’ vérifiant les relations d’aires

1) CDA + CDA’ = DBA 4 DBA’ = BCA 4 BCA/,

et les points analogues B, C', D’ dans les plans des faces CDA, DAB,
ABC, les droites AA’, BB, CC’, DD’ concourent en un méme point qui
coincide avec le centre de la sphére inscrite au tétraédre anticomplé-
mentaire du tétraédre T. i
Soient I, le centre de la sphére inscrite au tétraédre anticomplé-
" mentaire T,; z et z, les valeurs algébriques des distances des points
I et I, au plan BCD. ' '
Le tétraédre T, étant le transformé du tétraédre T par I'homo-
thétie (G, —3), le point I, partage le segment IG dans le rapport

U, _ 4
| 1,G 3’
et
4 1
r—— . 2_h
. 4 ¢
T, = 3 7 =h,,—3r.l

Les coordonnées barycentriques absolues du point I, dans ce
tétraédre sont les quotients des nombres

A(h,—3r), B(h,—3r), C(h.—3r), D(ky—3r)

par trois fois le volume du tétraédre T. ~
La droite AI, coupe donc le plan de la face BCD du tétraédre T
. en un point A’ dont les coordonnées barycentriques absolues dans
le triangle BCD sont les nombres Y, Z, W pour lesquels on a
Y 'z W L7 W
2 = = - t Y4+Z4+W=1
@ o =v—o - v—or & TTATF

Mais si S’ est la somme A + B+ C+ D des aires des faces
du tétraédre T, la somme des conséquents des proportions {2) est

égale &
3V—(S'—A).r=Ar



. Or, par définition, Y, Z, W sont les quotients par A des aires
des triangles A'CD, A’'DB, A'BC; on a donc :

acp=Y_B, ADB=Y_c, ABC=Y_D,
‘ r . r ' . r
ou
‘ A'CDf B= A'DB4 C=A'BC+ D,
ce qui' démontre le théoréme.

. N,B..— 1° Au point I, il faut associer, en général, les sept autres
centres des splieres quadritangentes du tétra¢dre T,. Ces sept points,
(associés de 1), correspondent & quatre quaternes de points
(A”, B, C, D’) et a trois quaternes (A", B, C”, D”) dans les plans
des faces du tétraédre T, pour lesquels on a les relations d’aires

—B + A'CD=—C+ A'DB=—D+ A’BC, ...,
-analogues aux égalités (1). :
20 L’analogie de ces ptopnetés avec celles du pomt de NaceL
" d’un trigngle ABC ést évidente, sauf que les droites 'AA’, BB, CC/,
DD’ ne passent. pas, en général, par les points de contact des

sphéres i inscrites dans les triédres tronqués avec.les plans des faces du
tetraedre T.

\

133. Les plans paralleles aux faces BCD, CDA DAB, ABC du
tétraédre T par les centres I,, I, I, I; des spheres exinscrites (I,,
ro), (I, r), (L, r.), (I rs) forment un tétradédre A,B,C,D, homo-
thétique au tétraddre T. Les coordonnées normales du conjugué
isogonal P’ du centre d’homothétie P, rapporté au tétraédre, sont
@) . 1004 11
. . Tq Ty r. Taq
que I’on peut remplacer par

S—A, §—B, - 8—C, $—D.

Les coordonnées des sommets du tetraédre LIL Id, rapporte

© au' tetraédre ABCD, étant

‘(—ABCD) (A—BCD),"( B,—C,D), (A,B,C,—D),
~ celles du’ point P’ dans le tétraddre LLLI, sont les nombres X, Y,
Z, W -pour lesquels on a_ , .

E 1. —X Y Z ., W
re 8 —A,+S'—B+S'——-'C+S"—D

et trois éu'tres équations déduites de ‘celle-ci par des permutations

~

/
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circulaires convenables sur-les lettres (A, B, C, D), (a, b, ¢, d), (X,

‘ Y, Z, W). On a donc

X:Y:Z:W:i:-gz—gzp;,
Te Ty re 'y .
et il en résulte, en vertu de (3), que le point P’ a les mémes coordonnées
barycentriques dans les tétraédres T et 1,1,1.I,. D’autre part, les points
A", B’, C", D’, ou les spheres (I, ro), (L, 1), (L, 7o), (I, 7a) touchent

* les faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T, coincident avec

les points de contact de ces faces avec la quadrique inscrite (I)
d’équation tangentielle,

(%24 008’ — + uw COS" ——2 + uv» CIOS! -——-2 + us COS’ —_— + Vs COS2 ——2
—|- DS cos’ —_— == 0
. ! 2 ’

dont le centre se confond avec le point de coordonnées

—A4+B4+C+D, A—B+C+D,

~A4+B—C+D, A4+B+C—D,
ou ce qui revient au méme , o
R S S SR 4

Ta Ty T T (

autrement dit avec le point P'. ‘ .

On obtient ainsi une autre analogie entre Pellipse de NAGEL qui
touche les c8tés d’un triangle A’B’C’ aux points intérieurs de contact .
des cercles exinscrits (I7), (L), I)), dont le centre est le point de
Lemoine du triangle LL;I,, et Pellipsoide de NaGeL qui’ touche

les faces du tétraédre T aux points intérieurs de contact des sphéres
(I.p rn)) (Iw rh).’ (I,,, r.c), (Ich rd)~
- CoroLLAIRE. — Les plans bissecteurs intérieurs des diédres d’un
tétraédre coupent les arétes opposées aux points de contact de celles-ci
avec une quadrique (Q) qui est concentrique & Vellipsoide de NAGEL
et par rapport & laquelle les tétraédres ABCD, LLLI, sont polaires
réciproques. :

N.B. — L’équation tangentielle de la sphére (I) inscrite au tétraddre

T étant

a

-

+ vscos’—;-—l—wscos’% =0
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I3

au faisceau tangentiel d’équation
(I + M) =0,
correspondent des cas particuli'ers intéressants.
1° La quadrique (T',), touchant les faces du tétraédre T aux pieds
K,, B,, C;, D, des bissectrices intérieures des triedres opposés, corres-
. pond 2 A =1 et son équation est

vw+wu+uv+us+vs+ws=.0.
Son centre P, a pour coordonnées
B+C+D, C+D+A D+A4+B A+B+C

20 La quadrique (I'y), quitouche les faces du tétraédre T aux pieds
des hauteurs, correspond 2 A = —1 et a pour équation

ow cos @’ + uw cos b’ + uv cos ¢’ -+ us cos a + vs cos b4 wscosec=0.

Son centre est le point P, de coordonnées A, B, C, D ou le premier
point de LEmoine du tétraddre T.

“Le lieu des centres des quadriques d’un faisceau tangentiel étant
une droite, il résulte de ce qui précéde que les points P, P,, P, sont"
sur un méme diamétre de la sphére inscrite au tétraddre T.

134. Tutorime. — Les coordonnées barycentriques du second
point de LEmoine du tétraedre T,= A,B,C,D, ayant pour sommets
les points de contact de la sphére inscrite (I, r) au tétraédre T, par
rapport & celui-ci, sont. proportionnelles auz tangentes des angles
que les bissectrices Al, BI, CI, DI des triédres (A), (B), (C), (D) font

avec les faces adjacentes du tétraédre T.

Le tétraddre T se confond avec le tétraédre tangentiel du tétraédre
T, et les coordonnées normales du point L,, par rapport au tétraédre
T, sont propottionnelles aux produits

AB,.AC..AD, BC,:BD, BA,
C,D,.CA,.CB, DA,.DB,.DC,

des arétes des faces du tétraédrg T, qui sont eux-mémes proportion-
nels aux quantités .

/ / b cl ) al
3 cos 7 COS ~— CO0S —»

2 2

cos 2 cos b €os —
.2 2 2

cos—c—cosa—,cos —I, cos 2 cos —Ii-cos—f-.
2 ’ 2 2 2

2 2
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Désignons par a, B, ¥, 2 les angles des droites Al, BI, CI, DI avec
les plans dés faces adjacentes de chacun des triedres (A), (B), (C),
(D), par AL, Aj, A;, Ag les sinus des triddres supplémentaires des
triedres (A), (B), (C), (D) et par z, y, 3, ¢ les coordonnées normales
du point L, pour le sétraédre T,. Les produits
cota. ), cotf. Ny, cotv. A, cot 3. Ay,
sont proportionnels aux quantités

’ /

costicosicos 4, cos 5 cos 2 cos -,
2 2 2 2 2 2
cos —a—coslb—coslc—,. cosi’cos—-, cosil ,
2 2 2 S22 2
et 'on a .

.C.D !
A,B,=A,C,=A,D,=rcota=ii]%—g;—-.rcosf% cos-g—cos %—,
B,C,=B,D.=B,A|=rcotﬁ=w.rcosicosicosi,'

() 9V 2 2 2
‘ ClD,=C,‘jk,%C,B|= recoty= 81)9——‘—‘?2—]—3 .rcos g—cosg— cos% ’
A- . N ’ / /
D,A,=D,B,=D,C,=rcotd= %5—’9 .rcos % cos % cos %

D’autre part, A A, Al Ay sont proportionne:ls aux aires
A, B, C, D des faces du tétraédre T. On obtient donc, d’abord,

Acota:BcoiB:Ccoty:Dcot8=cos%cos%cos%
: cos = cos ‘= cos ¥ :cos—a—cosicosi:cosicos Y cos <.,
2 2 2 2 2 2 2 2 2

/

ensuite, en vertu des relations (4),

8.A.B.C.D a a’ b / c c
Azcota= —-— " €OS - €08 - COS o COS — COS — COS —

9V? 2 2 2 - 2 2 2
= By cotp = Czcot y = Dt cot 3, -

)
ce qui achéve de démontrer le théoréme.

N. B. — 10 Le point de GErGonNE d’un triangle posséde une pro-
priété fondamentale analogue. Mais Panalogie entre le triangle et
le tétraddre n’est compléte qu'avec le tétraddre isogone dans lequel
le point L, coincidc avec le point de concours des droites AA,, BB,,

CC,, DD..

i
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20 Les seconds points de Lemoine des tétraédres podaires des
centres des sept autres sphéres quadritangentes du tétraédre' T
donnent lieu a des conclusions similaires et ces points sont, par ana-
logie avec le triangle, les associés, du point de' GErconnE L,
du tétraédre T.

30. Autre propriété du point-L, (). — Si 'on marque sur les droites
. A,B, A,C; A,D des points 8/, ¥, ¥, tels que A =Ay=AY=)et
que les perpendiculaires au plan BCD par ces points- rencontrent
les droites IB, IC, ID en w,, o, wg, les sphéres de centres wp, W,
wg, de rayons' w8, vy, w2, ont pour axe radical la droite fixe
A,L,, ‘quelle que soit la longueur 2. Dés lors, si 'on joint le point

L, aux points A,, B,, C,, D, les bissectrices des angles L,A,B, LAC, -

L,A,D rencontrent respectivement les droites 1B, IC, ID auz centres

o), wl, w} de trois sphéres inscrites dans les triédres (B), (C), (D), tan-

gentes a la-droite LA, en un point Q. Car la droite L A, est I'axe
radical de ces trois sphéres. La méme propriété s’applique aux trois
sphéres; inscrites aux triédres (C), (D) et (A), (D), (A) et (B), (A),
(B) et '(C), qui touchent respectivement les droites L,B,, L,C,, L,D,
en un méme point. Dans’ un tétraddre isogone T, les droites LA,
LB, L,C,,.L,D, passent respectivement par les sommets A,B,C D,
et les trois sphéred tangentes & la drote qui joint un sommet au point

de contact de la sphére inscrite sur la face opposée et inscrites dans
point. . . N .
" Ces remarques rappellent une propriété d’un triangle ABC dont
les cotés BC, CA, AB sont tangents au cercle inscrit en D, E, F.
Les cercles inscrits aux triangles BAD et DAC, BAE et BEC, CBF
et CFA sont tangents respectivement sur les droites AD, BE, CF

en un méme point.

3

185. RAPPEL DE PROPRIETES p’UN TRIANGLE. — 19 Si, du centre de
gravité M =G d'un triangle ABC, on méne sur les cités BC, CA, AB
des perpendiculaires GA,, GB,, GC, qui rencontrent respectivement,

CA, AB, BC en A,, B, C, et AB, BC, CA en A,, By, Cy, les triangles-

A,B,C,, A;B;C, ont des aires équivalentes qui ont pour mesure
%.ABC.(téBth-l—thtgA-{— tg A tgB).

20 Pour tout point M du plan ABC, il existe un rapport constant

{1) Nous rencontrerons plus loin d’autres propriétés remarquables du point L.

les triédres ‘adjacents & cette face, touchent cette droite en un méme -
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entre Paire A B,C, et la somme algébrique des aires A B,C,, A,B, C
3° Les points dont les projections sur CA, AB, BC du sur AB, BC, CA,
faites au moyen des perpendiculaires d-BC, CA, AB, sont collinéaires,
ont respectivement pour lieuz géométriques les coniques
BycosBsinC+ yacosCsinA 4 af cos AsinB =0,
BysinBcosC + yasinCcos A + af sin A cos B = 0,
a, B, v désignant les coordonnées normales du point M dans le triangle
ABC.

40 Si du ‘point de TARRY on méne les perpendiculaires sur les cités
d’un triangle et qu'on marque les intersections avec tous les cétés, on

obtiént neuf points qui sont répartis sur trois droutes A,B Gy, AB,C,,
A,B,C; ().
3

136. D’un point arbitraire P de coordonnées normales absolues
z, y, %, t par rapport & T, on méne les perpendiculaires aux plans des

faces (A)=BCD, (B)= CDA, (C)=DAB, (D)=ABC qui ren-
contrent ceux-ci en A,, B,, C,, D, et, respectivement, les plans

(1‘ (B): (C)’ (D) en B, Cs"D:’ (C), (D): (A) en C,, D:’ A,

’ (D)r (A)7 (B) en Dh Ah Bb (A)) (B)) (C) en Am BS’ Cﬁ:

On obtient, d’une part,,

PB,=-Y ., PA,=-2, PA,=_%_, PA,=-%, .
cos ¢ '

(2) PC,=$, PC3=._‘_7:__,, PB, = Yy PB, = Yy

d’autre part,

BB, = ytgc, CCi=ztgl, D,D,=ttga,
CC, =ztga/, D,D,=ttgb, AA, =ztgd,
DD, =ttge, AA, =ztgd, BB, =ytgd,
AA,=ztga, BB, =ytgb, C,C;=ztge.

@)

L’égalité A : A
~AjA;.BB,.C,C,.D,D,. = AA,.B,B,.C,C,.D,D

() J. Neusere, Mathesis, 1886-6.
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résulte de (3), tandis que, sile tétrasdre T est orthocentrique, les .
egahtes .
PA,.PB,.PC,.PD,=PA,.PB;.PC,. PD,=PA;.PB,: PC, PD,= kf‘,

N

proviennent de (2), en posant cosacosa’ = cos bcos b’ =cosccosc' =k.

137. On peut associer les douze points (1) quatre par quatre et -
obtenir les ternes de tétraédres .
(4) T,= AaBtcs 2 T,= AB,C,D,, T, = A,B,C,D,,
(6) Ty= A,B,C,D,, T, = A,B;C,D,, T, = A,B,G,D;,
(6) T, = A,B;C,D;, T,=A,B.C;D,, T,,= A;B,C,D;,
de volumes Vo(i=2,3,. ., 10). Si I'on désigne par Q,, Q,, 25, Q4
" Jles sinus des triédres A

p—B,CDD, P—ACD, P— AB.DD, P—ABG,

on obtient les égalités

, ) é—=_l_3_=£‘=_]_)“=2.A.B.C.D
. Q, Q Q 9V
qui permettent d’exprimer les volumes
V= K

cos a cos a’ cos ¢ cos ¢’
.(yatB cos ¢ + x2tC cos a’ + xytD cos ¢ + zyzA cos a)
K
() | cosbeos® b’
.(yztC cos b’ + zztD cos b + zytA cos b’ + zyzB cos b)
K

V,=
cos a cos a’ cos ¢ cosc
(yztD cos a + zztA cos ¢ + zytB cos a’ + xyzC cosc),
.‘i vV, = ——"_K—‘——
cos? ¢ cos*c’
. (y2tB cos ¢ + zatA cos ¢’ + zytD cosc+ 2yzC cos c)
Ve = K -
(8) | '° ~ ‘cosacosa cosbcos ¥
. (y=tC cos b’ + ztD cos b + :cth cos @’ -+ zyzA cos a)
Vv, = K

cos a cosa cos bcos b’
\ . (yatD cos a + 73tC cos d + zytA cos b’ + zyzB cos b),
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; K

'V" = 7 7
cos bcos b’ cos ccos ¢
. (2B cos ¢’ 4 x2tD cos b+ zytA cos b’ + zyzC cosc),
VvV, = K
(9 ! ® cosbcosb cosccosc
(yztC cos b’ -+ zatA cos ¢’ + aytD cos ¢ + zyzB cos b),
v K
10

" cos*acos’a
. (y3tD cos a 4 22tC cos a’ + xytB cos a’ + 1yzA cos a),

o 3v:

A B B <D . On a aussi

des tétraédres T;, en posant K=

V,=ABCD, =T = K(Ayzt + Bazt 4 Cayt + Dzyz).
Donc, d'aprés (7), (8), (9),

cosacosa cosccosc .(Vy+4 V) 4 cos’beos’b'. V, =V,
(11) cosacosa’cosbcosb'.(V,+ V;) + cos’ccos’c’ . Vo=V,
cos bcos b cosccos ¢ . (Vy + V,) + cos’acos’a’. V,, = V.

N.B. — 8i P=G, =, y, z, t sont mversement propornonnell% a
B, C, D, ce qui donne

A,
v2 = Vh Vl’ =

7

V,, Vs = Vg.

Lorsque T est orthocentrique, on a, en vertu de (11),
ik ik Vam Vaok Vb Vi = Vo b Voo Vig =0

138. LiEux GEOMETRIQUES DU POINT P QUAND LES VOLUMES
pEs TETRAEDRES D'uN TERNE (7), (8), (9) SONT EQUIVALENTS.
Lorsque V,= V,=V,, le lieu de P est la cubique gauche

ystBcosc 4 2zt Ccosa’ + zyt Dcosc 4 zyz A cosa
cos a cos a’ cos ¢ cos ¢’
_ yatCcos b’ + xzt D cos b+ ayt A cos b’ 4 ayzB cos b
cos* b cos® b’
yztDcosa—I— zzt A cos ¢’ + zyt B cos a’ 4+ xychosc
cos a cos a’ cos ¢ cos ¢/
N 15




ot et circonscrite au tétraédre T. Les ternes de tétraédres (5), (6) don- I “ :

-

Z' " P, P, P, sont seuls a posséder la propriété qu’ont les sommets de

{

¢ ) o

I ,,210 COMPLEMENTS A LA GEOMETRIE RECENTE DU TETRAEDRE o35
K e ! ' ‘ ‘ I A -

v\imlei‘se tétraédrique, par rapport & T, de la droite
# D cos a‘;-l— yA cosc + zBcosa"+tCcosc
~tos acosd cosccosc o
_zCecos ¥ 4+yDeoshtzAcos b + tBcos b
, cos® b cos’ 4 . '
_zBecosd 4+ yCcosa’ 4+2zDcosc+tAcosa
T COS @ COS @, €0S ¢ €08 €' 7

/

nent lieu a deux autres cubiques gauches circonscrites a T.

N. B. — Lorsque les.volumes des tétraddres T,, Ty, T, sont nuls,
leurs quaternes de sommets (A, By, Cg, D), (As, Bs, Gy, Dy), (Agy
B,, Cs, D.), sont situés chacun dans un plan. Dans cette hypothése,

le point P se confond avec I'inverse tétraédrique P,, par rapport
a T, du point :
\ zDcosa+ yAcosc + zBcosa + tCcosc=0,

P chosb’+‘yDcosb+zAcosb’+thosb=O,
. (a;Bcosc’+yCcosa’+chosc+tAcosa=0.

Ce point est situé dans le plan de I'infini, car
Az +By+ Cz+ Dt=0.

et le point P af;partient a la surface cubique (S) de SarTraux du
tétraddre T. Si les volumes des ternes (8), (9) sont nuls, on obtient

deux autres points Py=P, P,==P situés sur (5). En.dehors des
sommets A, B, C, D de T, .(points nodaux communs), les points

chacun des tétraédres des ternes (4), (5), (6) qui leur correspondent,

.d’&tre situés, ainsi que ceux des tétraédres podaires de ces points,

dhns quatre plans distincts. Ces propriétés rendent les points Py, -

P,, Py comparableé au point de Tarry d’un triangle (135, 4°). '
Si 'on pose" ‘ :

- §,=SyztDcosa, - S, = ZyatCcos b, Sy=2XyatBecosg,, S=2yat A,

.- lorsque ,les‘ sommets Aj;, B,, C;, D, de T, sont coplanaires, S, = 0.
+ . D’autre part, toute surface-
. \

y ! B NS, + 7‘?S;+ 7~3Sz =0

) | . ' .
est telle que pour Uun quelconque de ses points P, les volumes de trois

/ \
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des tétraédres T,, T,, T,, T, sont liés par une relation lméatre En effet,

8,=K,.V, S=K.V, S$,=K.V, et S—S, + Ss+ Se;

d’ou, par exemple,
l«(s S,——S-.) + NS + 2 Sy =0; aV, + BV + Tvs =0.
189. Points REMARQUABLES. Dans chacun des tétraddres T

composant les ternes (4), (5), (6), considérons respectlvement les
points, en coordonnees normales,

M,(cos ¢, cos a, ‘cos ¢, cosa) N,(cos ¢, cos ¢, cos o cos ¢)
(&) Mq(cos b, cos b, cos ¥, cos b) (5) Ny(cos b, cos b, cos a/, cosa)
M,(cos a, cosc’, cos a, cosc) N,(cos a, cosa’, cos b, cos b)
o Q,(cos ¢/, cos b, cosb'; cosc)
(6’ ) Qu(cos b, cos ¢, cos ¢, cos b)
Q,(cos a, cosd’, cosa’, cosa)
qui donnent, d’abord, - AR
(12) m,=MA;=MB,=M,C;=MD,= z =9
cosc cosa
L S S 3V _
cosc Cosa Acosc’+Bcosa’+Ccosc+Dcosa'
(13) my= M,A; = M,B, = M:CS =MD, = __.‘!:_7 =Y
osd cosb
__z __t 3V
cosb cosbh T Acost +Bcosb+Ccosb’+Dcosb
(14) m,=MA, = M;B; = M,C, = M,D,, LA .
- cosa Cosc
== z = ¢ == 3V H
, cosa . cosc Acpsa+Bcosc’+Ccosa’+Dcosc’
ensuite
—+——+-—=-—-— Y(Bcosc’ +Ccosb’+Dcosa) A‘-*'—Eigi'—l—)-= 1’
m, m, 3V r

r désignant le rayon de la sphére inscrite 3 T. En procédant de la

méme mamére sur (5), (6"), en posant .

n = NlAa =NB,= N,Cy= N,D,, =QA,= Q|B5 =Q(C,= QD,,
ny= NA = N;B, = NGy = N,D,, =QA,= Q:B: = Q:Cs = Qst’
ny = NyAy= N,B,= N,C, = N,D;, QsAs QB.= Q.Cs= Q,D.,



)

'

"que les mesures des segments PA,, PB,, P.C; sont inversement

.tances de ce point auzx cGtés BE, CA, AB soient proportionnelles aux

. N ° )
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on o}»tient,aussi , ‘ .
1 1 1 1
_+_+}_=_+_+L=_1..J
n, n, ny ¢ % qs r
Il y a donc analogie compléte avec lJa relation signalée sans
démonstration dans un triangle ABC("). ’

140. Si PYon considére les points (Mj, M, M3, (Ni, N;, Nj),
(Q;, Qi Qi) dont les codrdonnées normales par rapport aux tétraddres
(4), (B), (6) s’obtiennent en remplacant dans (4), (5'), (6') les cosinus
par les cotangentes des diedres correspondants, on obtient, par
exemple, d’aprés (3), ' .

AA = B,B, = Clca =D,D,, AA = BBy = C,Cy = D,D,,
AlAB = Bth = Cxca = D,D, .

et ainsi de suite pour les points (Ni, N3, N), (Ql, Qs Q)

Note. — Ces points M, N, Q; (i = 1, 2, 3), sont comparables aux
points P,, P, du plan d’un triangle T=ABC dont les coordonnées,
normales (cot B, cot C, cot A), (cot C, cot A, cot B) proviennent:
de celles du point (cot A, cot B, cot C) (*) aprés deux permutations
circulaires sur les lettres A, B, C. ]

Si le point P, se projette orthogonalement sur les droites BC,
CA, AB en A, B, C, et que les droites P,A,, P,B,, P,C, rencontrent
respectivement CA, AB, BC en A,, B,, C,,-on constate, d’une part,

proportionnelles & sin C, sin A, sin B et, d’autre part, que leg pro- -
jections BjA,, C,B,, A,C, de ces segments sur CA; AB, BC sont égales
entre elles, et réciproquement. De méme, les segments P.A,;, PiB,,
P,C, et CiA,, A{B,, BiC; obtenus avec le point P, et les sommets

‘' Bj, C, de son triangle podaire sont, les premiers, inversement
proportionnels 4" sin B, sin C, sin A, tandis que les seconds sont
égaux entre eux, et réciproquement. Donc:

Dans un triangle T, pour que les perpendiculaires menées d’un
point P de son plan sur les cétés BC et CA, (BC et AB), CA et AB,
(CA et BC), AB et BC, (AB et CA), interceptent sur les droites CA, AB,

BC, (AB, BC, CA), des segments égauz, il faut et il suffit que les dis-

quantités cot B, cot C, cot A, (cot C, cot A, cot B).

() J. Nevserc, Mathesis, 1886-54.
(2) R. GOORMAGHTIGH, Mathesis, 1925-213. -

»
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Construction de P,, P,. D’aprés ce qui précéde, si 'on prend sur les
hauteurs AA’, BB/, CC’ de T des longueurs Ag,, BB,, Cy, et Aa,
Bg@,, Cy; proportionnelles 2 CC’, AA’, BB’ et a BB/, CC,, AA’ et
que I'on méne par aj, B, Y, et par ay, By, Ys des paralléles aux droites
BC, CA, AB, les points P, et P, se confondent avec les centres d’ho-

-mothétie des triangles formés par ces paralleles et du triangle T.

SPHERES DE TUCKER

141. DiérFiNiTioN. — TrEorimE. — Les cercles (i;, p), (j =a, b, ¢, d),
ipscrits dans quatre sections antiparalléles ¥GALEs t; des triédres
(A), (B), (C), (D) d’'untétraédre T sont situés sur une méme sphére (v, o).

Soient i,, i), i, et L} les projections orthogonales sur le plan ABC
des centres i, i, i. des cercles inscrits aux triangles t,= a,a;as,
t, = BiBabs, L. = Yi7aYs et du. second point de LEmoIne L du tétraddre
T; « l'angle diédre suivant aa, D P'angle de la sphére {O, R)
circonscrite au tétraédre avec le plan ABC. -

La distance du point i, au plan ABC a pour mesure

La¢;=pslna=pSlnD= po—"!=lhlz="t‘l'¢,!’

R
et on a, *
Ai, i R, _ _p _Bi_Ci_Dj
) AL LL, 'ﬁ'R“tg"_Rtge“B'i—c_L—ﬁ’
puis
E‘b:ﬁ’:&‘::%:i—— e
LA LB LC LD Rtgo’

o désignant 'angle de BrRocarp du tétraédre T. Deés lors, les tétraédres
T et t=/i,,ii, sont homothétiques par rapport au second point de
Lemoine L du tétraédre T.

Le théoréme résulte alors de ce que les paralléles menées par
les points i, iy, &, i, aux rayons OA, OB, 0C, OD de la sphére (O, R)
concourent en un point o de la droite OL tel que

_132 — _I-_‘ﬁ =1 4 —
LO LA =~ Rtgo OA R
et :
(1) wis = R<1——9——> = wij..
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[l

"Les quatre cercles (i;, ¢) sont donc situés sur la sphére de centre o

dont le carré du rayon a pour mesure v
/

@ ..o=p+m, +R’(1*‘ﬁf{e>’

' : [N

Autre expression du rayon s. Si I’on pose II_:'S'_—— m, m &tant quel-;
o

conque, on déduit de "homothétie (T, t), d’\ab.ord, ‘

ensuite .
L]

- . ' Al"—_:'l_-— ____f——-
d’ou .
e= (1———-m)Rtg0,

et le carré du rayon de la sphere (v, 3),

o ® S ot o = Rimt 4 (1 m) g0l
Cette sbhére intercepte dans le plan BCD, par exemple, un cercle
(w,) dont le diamétre : .
I () D, -—ZB[(i-—m) cosAth—-—msmA] ’

Car‘les dlstances 00,, LL, des pomts 0, L au plan BCD ayant

pour mesures

00, ——RcosA LL,= R, tg6=RtgesmA,
celle de la distance iw, du point « au méme plan est égale & -

(5) |- :.)—m—'=(1—m)—171;—+m.00 —R[(i——m)tgﬂsmA—l—mcosA]

En outre les demi-angles z, Y % ¢t aux sommets des cones droits
ayant pour sommets les pro;ectlons du point O sur les axes LL; et 3
pour bases les cercles (w;) découpés par la sphére (m, g) sur les plans .

des faces du tétraédre, sont te]s que

p, D._._D.
= —a 8 = 1—— tgg—mtgA,
(6) tgz=35 "~ =3A0 2RcosA (1—m)tgd—m?e

et ainsi de suite.
N. B. — D’apris la relatlon (3), étant. donné un tétratdre T, une

sphere "de Tucker (v, o) est déterminée par son centre w.
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142. SURFACE ENVELOPPE DU SYSTEME DE SPHERES .(w, ¢). — Pre-
nons pout origine le point L, pour axe la droite LO et posons LO =d.
L’équation cartésienne d’une sphere (v, 5) du systéme sera

s (g—md)* +y*+ 2* = (1 —m)'R* tg'8 + m'R™
L’enveloppe de cett'e sphére a donc pour équation ;
[#* + ¢ + 2 — R*tg*0]. (d* — R?séc?0) + (dz— R*tg*0)* = 0;
C’est un ellipsoide. de révolution (E) autour de la droite LO.

Tatorkme. — Lellipsoide (E) de BRocARD est inscrit au tétraédre T.
Ses foyers F, F, sont conjugués harmoniques par rapport aux potnts
O et L. Le produit des distances des foyers F, et Fy auz plans des faces
du tétraédre T est égal @ R*sin’0.

La relation (3) montre déja qu’il y a sur la droite OL deux points
F, et F, qui coincident avec les centres de deux sphéres (w, o) de -
rayon nul; ce sont'les foyers de I'ellipsoide (E); ils sont imaginaires,
Iellipsoide étant aplati. Elle donne en outre,

m? — 2m sin® @ 4 sin’§ = 0,

et, comme « = md, I'équation aux abscisses des points F, et F, est

?——-_—d-sm’e-l—smgo=0; .
d’ou il résulte
Loa_2 . 2.4 -
“ta=a M Lo ir, TiF,

Enfin, si I'on désigne par o, la projection du point w sur le plan
BCD, on obtient '

. ‘ m= wwl, — LL,
* 00,—LL,
puis ‘
(wws— LLJ)? — 200,(00, — LL) sin*§ + (00, — LL;) sin*6 = 0.
Or, comme R, = Rsin A, A ' '
LL,= Rtg0sinA, 00, = Rcos A,

f |

ce qui donne

oo, 0w = F,F, . F,F, = 00 sin?0 + LL,’ cos* § = R?sin" 6,

" F,, F’, étant les projections des foyers F,, F, sur le plan BCD.

’
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Mais R?sin’ 0 est le carré du demi-axe non focal de l’ellii)soide (E),
~ce qui achéve de démontrer le théoréme. ' :

143. Les égalités (3) donnent Péquation du second degré en m,

- ' ’
séc*9.mi—2tg'0.m+ tg'i— (_Ii{_)= 0,
ayant pour'racines ' '

, S . \
: , , L
™ isin’ 0 == cos 0[(—3-> — sin® 0] ,
m, R
et dont il résulte que les spheéres de TUCKER (w0, 61 (g, G3) pour

' lesquelles :
’ Lo " L ' )
__1 =m __l’ =m

1 . 1)

LO LO

4 +

sont symétriques par rapport au centre E de I'ellipsoide de Bro-
carp (E), car, lorsque my = m, = sin’ 6, les points w,, wy, E sont
confondus et les rayons g,, 5, ont méme mesure, Rsin 0, que celui du
cercle principal relatif a I'axe non focal de Pellipsoide (E).

CoroLLAIRE. — Deux sphéres de TUCKER dont les centres sont symé-
triques par rapport au cenire de Uellipsoide de BrocarD sont égales.

Ainsi, la sphére de TUCkER (0,) correspondant & m, = sin?—cos’0
est égale & celle qui se confond avec la sphére circonscrite au tétraddre
T, pour laquelle . ' . ‘

m, = sin*0 + cos’o=1, et EO=-;‘-—E02.

Cette remarque provient aussi de ce que les sphéres du systéme
de THcker d’un tétraédre T enveloppent I’ellipsoide de BrocarD (E).

144. CONFIGURATION PLUS GENERALE. — Les tangentes des demi-
angles g; des cones droits ayant pour sommets les projections O; du
centre de la sphere (O, R) sur les axes des cercles (w,) interceptés par
une sphere de TUCKER (w, o) sur les plans des faces du tétraédre T
et pour bases ces cercles () ont pour mesures, (6),

tg os = (1—m)tgh—mtgA, ...

Si le rapport Lo: 1O = m est donné, on connait les sommets o; -
des cones droits dont les angles aux sommeéts 2¢; sont déterminés
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Ces cdnes interceptent sur les plans des faces du tétratdre T des
cercles (w;), et .

— | =
ww; + Olw; tg*e, = o

Plus généralement, étant donné un point arbitraire P et quatre
longueurs [, il est possible de déterminer huit points Q par ol passent
des axes A, perpendiculaires aux plans des faces du tétraédre T, sur
lesquels le point P se projette en P, et qui possédent la propriété
suivante :

Il existe quatre angles o, tels que les cones droits de sommets P,
d’azves A, et de denii-angles aux sommets, ¢;, coupent les faces opposées
du tétraédre T suivant quatre cercles (C,) sttués sur une sphére de centre Q,
de rayon I, tg ¢, et réciprogquement: )

En effet, (z,y, z, t) et (ay, ¥y, %, t,) étant les coordonnées normales
absolues des points P et Q, pour que les cercles (C;) soient sur une
méme sphére en cause, il faut et il sulfit que I'on ait

L} — b’lt — bz} — L

2 l—y‘ lz__zz_lz__tz

=l,2t 2@,‘. -
L—2x B

Or, les points Q dont les coordonnées sont proportlonnelles aux
quantités

LVESF, LVESE, LVESE LVEE,
a . b c d

remplissent ces conditions et sont au nombre de huit.

Ainsi, quand le point P coincide avec le centre O de la sphére
(0, R) et si I, =R, les huit points. Q de coordonnées normales
+=R, =R, =R, =R, coincident avec le second | point de LEMoINE
L du tétraedre T et avec ses associés harmoniques L, L,, L., L, et
Ll» Lzy Ls ‘

Dans cette hypothese ¢: = 0 et la sphére (L, ), de rayon ¢ = Rtg#
est la seconde sphére de Lemoine (ou des cosiNus) signalée par
P. DeLENs ('), et dont voici une génération simple :

Dans un tétraédre T, les plans des faces interceptent. sur les cénes
droits ayant pour sommets les projections du centre de la sphére cir-
conscrite sur les perpendiculaires auz faces menées par le second point

‘dé LEmoiNe L, pour ares ces perpendiculaires et pour demi-angles

auz sommets Uangle de BrocarD 0, quatre cercles situés sur une méme

‘sphére de centre L.

(') Mathesis, 1937, p. 447.
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145, SPHERES PARTICULIERES DU SYSTEME DE Tucker. — 19 Pre-
R STEM!

miére sphére de LEMOINE, Quand m = —;-; on .obtient les formules . /3%

o= L Rseco, D,=rIA=B)
' cos 0

de mémes formes que celles qui concernent le premier cercle. de
Lemoine d’un triangle, et 'analogie pour le tétraddre résulte encore
du fait que les paralléles auz droites (AB;, AC,, AD,), (BA,, BC,, ;‘
BD,), (CA,, CB,, CD,)," (DA,, DB, DC,) joignant les sommets du. '
tétrasdre T aux pieds des secondes symédianes, menées par le point L, .
_rencontrent les plans B'C'D’, C’D'A", D'A’B’, A'B'C’ des faces du

tétrasdre transformé du tétradre targentiet T' du tétraddre fondamerital

par U'homothétie (,L, —% ), en douze points situés sur une méme sphére.

20 Seconde sphére de LEmoinNE (ou des cosinus). Sim=o0,0=L

et
¢= Rtgo, .= 2RtgbcosA,..

D,:D,:D,:-D, = cos A: cos B: cos C :cos D.
30 Plus. petite sphére du systéme. — La somme
' . (1—m)tgo+ mtgb=1gh

restant constante, quellque soit m, le second membre de I’égalité (3)
"posséde un minimum lorsque _—
tgo(l—m)tgo=m,

autrement dit, -quand

=g, dod  m=sin'0, 1 — m = cos’6.
i1—m- , . - .
La plus petite sphére (w, ) du systéme correspond donc & ces -
valeurs de m et elle coincide avec la sphére principale de I'ellipsoide
de Brocarp (E) du tétraddre T relative a I'axe OL. .
Son rayon a pour mesure ' o S
‘ " s = Rsin®, :

et les diamétres des cercles qu’elle intercepte sur les plans des faces
du tétraddre T sont proportionnels aux quantités o

‘cos (A +0), " cos(B+09), cos (C.+ 0). cos (D + 0),

’

car

D, = 2Rssinf cos (A + ), ...

t
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40 Lorsque . ‘
m=itgy % Lo &

on obtient
s = Rsin 6 coséc (% + 0),
- D, = 2R sin § coséc (—Z— + 0) sin (A——-Z—), .

Cette sphére de Tucker intercepte sur les plans des faces du v

- tétraddre T des cercles dont les diamétres sont proportionnels aux
"quantités

sin (A—--Z—)  sin (B——-Z—), - sin (C —--Z—-), sin < ——‘—1;; )
50 Sphéres de TUCKER tangentes auc plans des faces du tétraeédre T. —

Pour qu’une sphére de TUckEeR (way 62) soit tangente au plan BCD,
par exemple, il faut et il suffit que T'on ait, d’aprés les relations (4),

D, = 2R[msin A — (1 — m) cos Atgs] =0,

ce qui donne

m=sine_...‘i9§_é.- , 1——m=cosﬂ_.'__s_i'.‘-é——,
Ny sin (A + 0) sin(A+0)
puis, et par analogie, : .
= .—.E_sjn_ J . P ____R_;_sin '}
“ sin(A+0) = sin(B+9)
Rsin 0 Rsin0

o “=anCte 0 sm(D—0)
Ces sphéres (v, &) touchent respectivement les faces BCD, CDA,

DAB, ABC du tétraédre T aux pieds A,, Bs, C,, D, des secondes symé-
dianes A’L, B'L, C'L, D'L, car

m= %:sinﬂ_ﬁﬂ——:ju_—_—_%g.
Lo sn(At6) OA LA

6° Sphéres de TUCKER centrées dans les plans des faces du tétraédre T.
— Ces sphéres («w, o), si elles existent, sont centrées aux points A,, By,
C,, D. de rencontre du diamétre de Brocarp OL avec les plans des

.faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétratdre T et 'on a, par exemple,

d’aprés la relation (5), Pégalité
R[(1 — m) sin A tg 6 + m cos A} =0,
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\
dont le premier membre exprime la mesure de la distance du centre
d’une sphére (w,¢) de TUckER au plan de la face BCD du tétraédre.
Il en résulte - . .
Cotgh sin A cos A

tgh—cotgA smec()s(A—l— 8) - cos6005(A+6)’
i)uis, et par analogie,, ' v
c,' _ Rsin0 I Rsin 9
’ “ = cos(A o) . eos(B+0)’ .
cb_,____"Rsine v Rsinf -
' ¢ cos(C+ o)’ " cos (D +0) :
D'autre part, les égalités
l:l‘_.2= —cotg f cotg A,
m - LA,

et celles qui concernent les points B,, C,, D,, donnent les relations

LO '

' BY — 4— cotg6(cotg A + cot B + cotg C + cot D
ZLA‘ g (cotg g g | gD)
et

1 _ cotgh (cotg A + cotgB + cotg C + cotg DZ-——é
LA, , . OL- :
_ cotgf cotg U—4

0L

si I'on pose
~ cotg U = cotg A + catg B + cotg C + cotg D,
U désignantle second angle de BRocarp du tétraedre T (P. DELENS).

70 Sphéres de TUCKER passant par les sommets d’un tétraédre T. — - =z
Pour qu’une sphére de Tocker d'un tétraédre T [distincte de 1a
sphére circonscrite (0, R) qui correspond & m = 1], passe par un
des sommets, D, par exemple, il faut et il suffit que les sections
antiparalléles menées par le point D dans les triedres A, B, C, soient
égales. Ces sections DPW, DNU, DMQ sont déterminées par les
spheres (DA), (DB), (DC) tangentes en D aux faces BCD, CDA,
DAB et passant par A, B, C, les points M et N, Pet'Q, Uet W étant
situds sur les ardtes AC et AB, BA et BC, CB et CA.

La similitude des triangles DAM, DWC, CDA donne les relations

7’ ryr / A 1170
pQ=Y¢ 2% _py, DM=abl;,° — DW, DN=“CI;,C — DP,



PRI

Sl ot

SPHERES DE TUCKER ) . 221

dont il résulte i
(6) DQ=DU, DM=DW, DN= DP. |

Les sections antiparalléles DPW, DNU, DMQ seront donc égales

si 'on a, d’abord,
PW = NU = MQ,

puis . L -
AD’ © BD' cD’
PW=BC.- 2~ —=NU=CA.—==M ) — AB.. ———,
“AB.AC BA e Q CB.CA
enfin
2 /9 /3 -
a.‘-’—:,b.é-:o.?—, soit aa’ = bb = cc'.
s c ca ab

Si ces conditions sont réalisées, le tétraédre T est isodynamique
et réciproquement; elles s’appliquent de la méme maniére aux
sommets A, B, C. Les centres de ces quatre spheres de TuckEer
appartiennent au diamétre de BrocarD OL et, en vertu des égalités
(6), a chacune des hauteurs du tétraédre. , :

ConcLusion. — Si une sphére de TUckER autre que la sphére
circonscrite, passe par un sommet, le tétraédre T est isodynamique
et réciproquement; les autres sommets sont situés chacun sur une
sphére de TUckER et les centres de ces quatre sphéres coincident avec
les points de rencontre du diamétre de, Brocarp OL avec les hauteurs
du tétraédre.

N. B. — 10 Il résulte aussi de cette proposition que le diamétre
de Brocarp d’un tétraédre isodynamique est une directrice de Uhyper-
boloide des hauteurs. , .

20 Considérons les ternes (A), (B), (C), (D) de sphéres tangentes
respectivement en A, B, C, D a chacune des faces d’un tétraédre
quelconque T aboutissant & ces sommets, et passant par le sommet
extérieur 4 la face considérée, dont le terne (D), par exemple,
comprend les sphéres (DA), (DB), (DC) tangentes en D aux faces
BCD, CDA, DAB et passant par A, B, C.

Tutorime. — Les. azes radicauz des ternes (A), (B), (C), (D)
forment un quadruple hyperboloidique.

En effet, le plan radical des sphéres (DA) et (DC), par exemple,
passe, d’une part, par l'aréte BD tangente en D & ces sphéres et,
d’autre part, par la symédiane DE du triangle CDA, car le plan
de ce triangle.intercepte' sur les sphéres en cause deux cercles tan:
gents respectivement aux droites DA et DC en D dont I'axe radical
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se confond avec la symédiane’ DE. L’axe radical du ‘terme (D),
coincide donc avec l'intersection des plans formés par. les ardtes

DA:- DB, DC avec les symédianes DK, DE, DF des facés DBC,

de, concours des draites DK,VDE,,DF et dont les coordonnées bary-

" centriques; dans le triangle ABC, sont proportionnelles aux carrés.

a?, b, ¢* des arétes opposées aux arétes BC, CA, AB. Méme conclu-
sion pour les axes radicaux AA,, BB,, CC, des 'ternes (A), (B), (C)
et, 4 des coordonnées barycentriques des points A,, B,, C;, D, dans

'DCA, DAB; autrement dit, avec la droite DD’ qui passe au pdint -

les faces correspondantes. En vertu d’un ‘théoréme connu ('),

les droites AA,, BB,, €€,, DD, sont hyperboloidiques, (38).

CoRroLLAIRE. — Si le tétraédre T est 1SODYNAMIQUE, les ares radi- .

cauz des ternes (A), (B), (C), (D) de sphéres se confondent avec les
symédianes et concourent au second 'point de Lemoine L.

Car les droites AK, BE, CF joignant les sommets aux pieds des
symédianes DK, DE, DF des triangles DBC, DCA, DAB concourent
au point de LEmMoINE D, du triangle ABC; les sections antiparalléles

sont des triangles.équilatéraux.

146. Si I'on remplace les cercles inscrits (i, 3) aux sections anti-
paralléles égales ¢; par des cercles qui leur sont concentriques, de
méme rayon arbitraire A, ceux-ci sont situés sur une sphére (v, )
dont le carré du rayon a pour mesure

g A=y N =mR
Ainsi, lorsque le tétraédre T est isodynamique, les triangles égaux
t; sont équilatéraux et leurs cercles circonscrits, de rayon r =2,
sont sur une sphére concentrique a la sphére (o, ¢'), qui fait partie
d’un systéme de TUckER que nous avons signalé (*). Dans ce tétraddre
spécial, les relations (1) & (3) donnent, d’abord,
¥ =20=2(1—m)Rtg,
ensuite, la mesure .
&* = R [4(1—m)* tg’0 + m?)
du carré du rayon de la sphére de Tucker de ce systéme.

N. B. — Nous nous contentons dans cette .étude de’ considérer
les cercles inscrits (i, p) aux sections antiparalléles égales ¢

. du tétraddre T et le point. de I:EMOINE L, laissant l'examen des

() V. Tutsaurt; Mathesis, 1931 51. ‘ )
() Mathesis, 1932 (Supplément). - ~ R
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configurations formées par les autres cercles tritangents des triangles
t; et par les associés harmoniques L;, L,, Ly, L, du point L a I'agré-

ment du lecteur. - :
. N AY *

4147. Tétraipre 150DYNAMIQUE T. — En plus de la sphére
particuliére du systéme de Ticker dont nous venons de parler,
6°, J. NEuBERG a signalé les deux suivantes que nous ne ferons

" qu’indiquer. L :

A. Les plans menés par le second point de LEmoine L paralléle-
ment auzx faces du tétraédre isodynamique T rencontrent les arétes
en douze points d'une sphére, dont le centre divise le segment LO en
deuz parties dont l'une est double de Uautre.

B. Les droites menées par le point L parallélement auz arétes d'un
tétraédre isodynamique rencontrent les plans des faces en douze points
d’une sphére dont le centre divise le segment LO en deuz parties dont
Vune est la moitié de Uautre. . )

La seconde de ces sphéres présente une analogie compléte avec
le premier cercle de Lemoine d’un triangle.

SPHERES D’ADAMS

148. La sphére (I, r) inscrite au tétraédre T=ABCD, touche
les plans des faces BCD,” CDA, DAB, ABC en A", B", C", D’. Une
sphére, (I, ¢), de rayon arbitraire ¢ >r, concentrique a la sphére
(I, r), découpe sur les mémes faces des cercles -égaux (A", (B"),
(C"), (D") que les droites (A’B, A'C, A'D), (B'C, B'D, B’A), (C'D,
C’A, C'B), (D’A, DB, D’C) rencontrent respectivement, entre
Bet A’, Cet A”, D et A”, ..., en des points (X, X,, Xa), (i, ¥4 Ya),

(Zay Loy Z), (Voo Vi Vo). Les triangles X,X.X,, Y.Y,Yo, Z.Zo

V,V,V. sont égaux, car leur, cercles circonscrits sont égaux et les
angles BA’C, CA"D, DA’B formés par les droites qui unissent les
sommets du tétraédre T aux points de contact de la sphére (I, r)
inscrite sur les plans des faces sont les mémes pour les quatre faces.

Les plans Y,Z,V,, X,Z,V,, X. Y.V, X,Y.Z, forment un tétraddre
T, = A,B,C,D, homothétique au tétraédre T" = A"B'C'D". Les
plans des faces du tétraédre T étant perpendiculaires aux rayons

-de la sphere (I, r) circonscrite au tétraédre T”, sont antiparalléles, ’

par rapport aux faces opposées du tétraédre T,.dans les tri¢dres
(Ay), (By), (Cy), (D,). Ils rencontrent donc les arétes du tétraédre T,
aux sommets des triangles tangentiels X(X!Xi, Y.Y,Y,, Z/Z.Z,
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VIVIV! des triangles égaux X, XX, Y.Y.Ys ZZ.Zi, VoViVi Ces
triangles tangentiels sont égaux a leur tour et le centre d’homo-
thétie du tétraddre T et du tétraddre tangentiel T; du tétraddre T,
est le point L dont les distances aux plans des faces du tétraédre T}
sont preportionnelles-aux rayons des cercles ‘circonscrits & ces faces (')
(second point de Lemorine); d’ot il résulte que le point L est aussi
le centre d’homothétie des tétraédres T’ et T, qui se confond avec .
leurs seconds points de Lemoine L"=L,. Donc, dans le tétraédre T,,
la sphére (I, p) appartient @ un systéme de Tucker daze O,
0, étant le centre de la sphére circonscrite.

_Si.Ton construit les sphéres (w,)y (ws), (@), (0a), inscrites dans les
triedres (A), (B), (C), (D) du tétratdre T et touchant respectivement .
les trois faces adjacentes en (Y, Z,, V), (Xos Zyy Vo)y (Xey Yoo Vo),
(X4, Yao Z,), les points A" et A,, B" et B,, C" et C,, D" et D, appar-
tiennent aux axes radicaux des ternes de sphéres [(vs), (w.), (wa)]s
[("’c)’ ("’d)’ (wa)]) '[(“’d); ((')a)’ ("’b)]! [("’a): ("’b)’ ("’c)]'

Le centre radical des sphéres (w,), (ws), (), (w4) est donc le point L{
qui reste fize lorsque le rayon o de la sphére (I, ¢) varie; ces sphéres
(9a)s (w5), (@), (wq) sOnE orthogonales & une sphére (L"), de centre L',
qui se réduit & son centre quand elles concourent en ce point.

* Réciproquement, une sphére (L) étant donnée, les sphéres (0,),
(0,), (0,), (0,) orthogonales & cette spheére et inscrites respective:
ment dans les triddres (A), (B), (C), (D), touchent les faces adja-
centes en douze points situés sur une méme sphére concentrique
a la sphere (I, r) inscrite au tétraédre T. En particulier, lorsque la
sphere (L’) se réduit & son centre Ly, les spheres (07), (w5), (we), ()
passant par Lj, centrées sur AL BI,CI,DIentre Aet I, Bet1, Cetl,
D et I, sont tangentes aux quatre plans des faces du tétraédre T en

" douze points situés sur une méme sphére concentrique a la sphére (1, r}
inscrite. (Sphére d’Apams.) :

149. Nous avons fixé la position aes points (X, X, X), -y mais,
comme les droites BA”, CA”, DA", rencontrent le cercle (A") en six -
points, il y a quatre quaternes de sphéres comme (wg), (s); (©2c),
(ws) a envisager. De plus, & chacun des tétraddres podaires tel
que T”, des huit centres des sphéres quadritangentes du tétraédre T,
correspond un point L, soit en tout huit positions de L’ auxquelles
peuvent &tre associées des sphéres comme

[(‘*’a)’ ((”b)a ((”r)’ ("’d)] et [("’tlz)’ (“’;)’ ("’:)’ ("’:i)]:

(1) Cf. P. DB}ENS, Mathesis, 1937, 447.
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ces dernidres sphéres ayant leurs centres sur Al BI, CI, DI, ..,
extérieurement a (I, 7), ..., du cdté de I, ..., et touchant trois des

_ faces du tétraédre T.

Nous ne poursuivrons pas ici ces études qui allongeraient trop le
. N . , ’ .
texte que nous nous sommes imposé.

150. TETRAEDRE 1s0GONE. — Dans ce tétraédre particulier
T = ABCD, o les droites AA’, BB’, CC’, DD" concourent au point
L" précité relatif au tétraédre T"= A"B"C'D’, les plans =, w5, % 74
tangents en ce point aux sphéres (w;), (wi), (wr), (wg), inscrites

"aux tri¢dres (A), (B), (C), (D) et passant par le point L', sont paral-

leles aux plans des faces BGD, CDA, DAB, ABC; de sorte que, si

" lon conserve les notations du paragraphe précédent, les points

X’ 'L", V', par exemple, alignés sur lé centre de similitude externe
des sphéres (w)) et (wj), sont collinéaires.- De méme, les droites
X5Y!, X!Z,, Y.L, YaV,, Z;V; concourent au point L',

Les plans =,, m, 7, ©, découpent dans le tétra¢dre T des tétraédres
homothétiques au tétraédre T, par rapport aux sommets A, B, C, D.
11 en résulte que les plans (X[ V;, Z;Vy), (Z.V., YoV5), ( WV, XLV,
sont respectivement perpendiculaires aux azes Al, BI, CI, DI du
tétraedre T. ' , .

" Les intersections XVi, Y,Vi, WV XYL, XIZ., Y.Z, de ces

plans pris de proche en proche, sont donc paralléles aux arétes

des tétraddres T’ et T, associés au tétraédre T. Mais, dans le cas
spécial qui nous occupe, les tétraédres T’ et T, étant isodynamiques,
la' sphére d’Apanms, de centre L', qui contient les' douze points de
contact des sphéres (w%), (wp), (ws), (wi) avec les faces du tétraédre T
et passant par le point L, est une sphére de LEmoiNe pour chacun
des tétraédres T” et T,. :

N. B. — 10 Les spheres (wf), (), (w:), (@g) sont les transformées
des plans BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre isogone T par l'in-
version (L', L'X;.L"V;). ‘

90 Si I'on transforme homographiquement la configuration for-
mée par le tétraddre isogone T et les sphéres (@3)y (ws)y (we)y (wa)
en laissant- invariable le plan de linfini, on obtient la proposition
suivante torrélative d’une propriété généralisant le cercle d’Apams:-

Une quadrique (Q) touche les faces .BCD, CDA, DAB, ABC, d'un
tétrasdre T = ABCD en A’, B", C", D". Les droites AA”", BB’, CC’,
DD" .sont supposées se couper en un point M; (C.); (Gy), (C.), (Ca)
sont les cones de sommets A, B, C, D circonscrits a la quadrique (Q).

. Les plans menés par le point M parallélement auz plans B’C'D’,

16
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'+ _du’point A" sur IB, IC, ID, on a, d’une part, - |

ST .p_gri)endiculaires a IB, IG, 1

| : oK
IE RECENTE DU TETRARDRE
. RE

C'D'A", D"A'B’, A"B'C", coupent les cnes (Ca), (C,,), (C.), (Co)s
quatre coniques gui sont sur une quadrigue - (Q) homothét
concewr.que d la quadrique (Q.-, . ST

rd

spheres d’Apams peut 8tre ex"am 2

151. La conﬁguratior.x' des
dérant des segments égaux i

.d’une autre maniére, en consi

Af'a, ? A.'.’.l. = A"a‘ =p . e

. portés sur A'B, A’C, A'D et les points de rencontre v, g
ulaires au plan de la face BCD ‘du tétraddre . T-
droites BI, CI, DL S

reste paralléle @ un pla\n fize,
. ’ . . . ‘.d

perpendic
par les points as, s, @ Sur les
~ TatoriME. — Le plan wyosws
que soit p. . - e
En effet, si Ion désigne par 8, 1,
ID avec le plan BCD et par K,, Ky, K4

3 les angles‘ des droites. IB ;
les projections ofthog

B R T
: cosp . cosy ., _cosd, "
ot e 3 e
- A'Ky= A"l cos B =rcosB, " A'K,=rcosy, . “A"’K,',
d’autre part, - C N ' ’ U
) Im,.A"K,:ﬁ Io). ..A.”Ka = Iw‘.A"K‘ = rp -_"‘: ;
ce qui démontre la proposition. S
TaEOREME. — L'axe radical des sphéres ((o,),'/(m,); (w;), "l
coincide avec la droite passant par le pourt, Al
'un quelconque de ses points auz faces ‘du, T

We0gy Wshzy Ws%sy

les distances d :

T = A"B"C'D’ aboutissant au sommet A" sont proportionnelle

. quantités cos B, cosy, cOS 3. T e
Car si l'on désigne par J la projection ‘orthogonale 'du ! pg

sur le plan wswss €t par 3s, 3s 3, les distances dupoint- J aux;pl

' D en I, on obtient, ‘d’abord;’

JOBEAER I A ,

R E PR N § S _ Lcosp’ -

—

o | A ‘ ‘ ;“ i ‘.ﬁ— I(n), . o vLp
e cosp -
ensuite, et par analogie,” , - T
. P .8. _ s _ 8' ,.
» . v

Ry ’ [ .
PR S . :
et s . Ao nna s nna R’
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autrement dit, les distances 35, 35, & du point J auz plans des faces-
i trisgdre (T,) perpendiculaires & IB, I€, ID en I sont proportionnelles
auz rayons des cercles C'D"A", D’A'B", A'B"C’. . . ,

4 Or, I'axe radical des sphéres (ws), (ws), () coincide avee la per-
‘peidiculaire A"J’ sur le plan wyosw; et les plans C'DA", D"A'B’,
{A"B"C" sont perpendiculaires a BI, CI, DI. Les droites 1J et A"J’
‘sont donc homologues par rapport. aux triédres homothétiques

‘(T,) et (A”) ce qui achéve de démontrer le théoréme.

" COROLLAIRE. — Si Uon considére les sphéres (), (ws), (ws), (w4)
espectivement tangentes & trois faces du tétraédre T, les contacts de
“ces sphéres avec les faces étant sur une sphére concentrique a la sphére
“inscrite, le centre radical de ces sphéres. se confond avec le point L’
.dont les coordonnées normales par rapport au tétraédre T" sont pro-
“portionnelles aux rayons des cercles B'C'D’, C'D"A", D"A"B’, A"B"C".
Second point de LEMoiNE du tétraédre T".)

En effet, la donnée de p détermine de méme une sphére (w,) tan-
nte aux faces ABC, CDA, DAB; jouant le méme rdle que les sphéres

J(on, (@0

CoorbonNEES bu PoinT. L' pans LE TETRARDRE T. — D’aprés
tine propriété déja invoquée, (118), le'sdis't'ances,du‘ sedond point
Bie" Lemoine d’un tétraddre T aux plans.des faces du tétraédre
drigentiel ‘de celui-ci, sont proportionnelles aux’ quantités a’be,
ca, cab, a’b'd. .. . N,

Par suite, si 'on prend T’ pour tétraddré fondamental, les coor-
onnées normales (z, y, 7, £) du point L', par rapport au tétraédre T,
nt proportionnelles & | N S

‘
’

' \ ' - A”B” B A/ICII . AI/DII’ . B”C” . B!/Dll . B”A”,
CI/DII . CIIAI/ . C”B//’ ) ] DIIAII . DITBII . DIICII ;

trement dit,
't—l‘cos % cos 4 é(;s c, O;JS b cos ¢ cc;'s‘a,'
. 2. 2 .2 2 2° 2
e c: ¥ a a b c
£ €08 - €OS == COS - : COS - £0S - COS -

I I TR TR

¢s. coordonnées barycentriques du point L’ dans le tétraédre T

. proportionnelles aux tangentes des angles a, 3, v, 3 que les
Ml iicnninione AT RT £T NT fant awen lae wlome dan fonan T ~fFoe
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on obtient, de proche en proche, '
. /
BA” sinf CBD = r*cos? -29- :’sin‘ —g— si?‘ —g— s ,
_ ‘ cos CBD = (cos ¢ + cosacos b') : sinasin v, - '
sin? CBD = (1—cos*a—cos® b’ —cos’ c—2cosdcos b’ cosc) :sin*asin’ b’

. =81V*:4C*. D*. A’sinasin' b,

' -8C.D.A a b c
A”=____—-—-—— —_ —_ —_ T
| B 9V cos 2‘co:'x 5 cos 5 r;
d'oit /

/

tgd:B=9V. ;8A.B.C.Dcn:ps-‘f—cos'i cos——cos-k- cos—o—cosﬁ—,'
g y: . 2 -

2 2 2 2 2

et enfin

Az By _ Cz _ Dt

—

. tga  tgd gy tg3
ce qui donne pour le point L" une définition analogue & celle du point
de GerconNE d’un triangle et que nous avons déja signalée, (134).

152. Prenons en coordonnées rectangulaires AI pour axe des z
et A comme origine, et cherchons & déterminer les sphéres (o)
et (Q,) inscrites dans le cone de révolution de sommet A et de.demi-
angle au sommet a, et orthogonales 4 une sphére fixe de centre
L" (o, Yo; %) et de rayon k. b

Si\ est le rayon d’une telle sphere, on a,

3
'

. , R ’ . - -

(wo—i—) FR AR =0;
- sina . .

d’ou ) ' , )

) r—n%ﬁ%em+m+4—mqw=&

Si 'on désigne par [ le rayon de la sphére de raccordement avec
. le cdne. précédent suivant le plan perpendiculaire & Al mené par
le point L', on peut écrire : :

A — 2 + (AL — k) tg'a =0.

On a donc, k étant donné, deux systémes de sphéres (w,) et (£2,).
“La somme des rayons des sphéres (w,) et (Q,) est indépendante de la
puissance k* et égale a 2. Le produit des rayons est égal &

(—1_\_].:"'il _ k’) tgla.




SPHERES D’ADAMS 229

Le point o, étant donné, il lui correspond dans le tétragdre T,
un tétraddte w;mywsw;, les plans wiwaws, wywywy, Vww, étant respec-
tivement perpendiculaires aux droites- L'D, L'C, L'B.

La puissance k* étant donnée, il existe donc pour le tétraédre T, deuz
sphéres d’Apawms. - , _
Soient (A) le céne circonscrit & la sphere (I, r) inscrite, de sommet
A, L le centre. de la sphére de raccordement avec ce cdne suivant
le plan mené par le point L’ perpendiculaire & AI; les points I, L,
o, et Q, se projettent sur une génératrice- quelconque de (A) en i,
U, o et Qf et 'on a

iQf — iwj = il' = constante.

Donc, la différence des rayons des cercles sections des deuz sphéres

d’Apams correspondant & la puissance donnée k', par les faces du’

tétraédre T, est constante et indépendante de la puissance k.

Valeurs particuliéres de k. Si les points w,.et Q sont symétriques
par rapport au point L/, ils coincident avec L’ et les points w, et {2,
sont confondus ainsi que les points w; et Q, o, et Q;; il n’y a plus
qu'une seule sphére d’Apams. ' \ :

L’équation donnant les rayons des sphéres (v,), (€) étant

W —2b + (AL” — ) tgta =0,

on aura, en désignant par I, m, n, p les rayons des sphéres de rac-

_cordement avec les cones (A), (B), (C), (D), circonscrits a la sphére

(I, r) suivant les plans menés par le point L’ perpendiculaires aux

droites Al, B, CI, DI,
2

poit'— ¢ B ™ _C*— " DL — P,
tg'a tg'p tg'y tg'3

. et 'on peut énoncer la propriété suivante :

Etant donné un tétraédre T et le point L' défini précédemment,
les plans menés par L' perpendiculaires auz droites Al BI, CI, DI
joignant les sommets au centre de la sphére inscrite, coupent les cones
de sommets A, B, C, D circonscrits d la sphére inscrite suivant quatre

. cercles (C,), (Cg), Co), (Cp) qui sont sur une méme sphére de centre L.

Cette proposition étend au tétraédre un théoréme bien connu
relatif au triangle et au point de GERGONNE. (Premier cercle d’Apams.)
: ‘

158, TETRAEDRE 150GONE. — Le tétraédre isogone T défini par
les relations .
a o b / c J
(1) €08 — COS — == COS —— COS — == COS - C0S —-)

2 2 2 2 2
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est celui pour lequel les droites AA’, BB’, CC!, DD’ joignant les.
sommets du tétraédre T aux points de contact de la spliére inscrite
(I, r) avec: les- faces- opposées- sont- concourantes: g
Leur point de concours est le point L’ défini plus haut. En effet,

. la droite-AA" a pour équation . ‘ ST

«

y _ 7 __ ¢ .
. . B '_ ’— ] ) ) )
) _cos’%— féos’—;- cos’% : A

elle contient le point L" . '
’ a ¢ o b J ' a .

Z:y:z:t= COS—— CO8 —— COS — : COS — COS'o- COS — ~ '

AL T Ml T T TR R

D 0 icosScos b cos o : COS — cos 2 cos <
‘ ' et I T R T T

"7 et les relations. (1) soiit vérifiées.. . . S »

et celle de I'espace.

co

1

On a ‘dans ce cas une analogie compléte entre la figure du plan - . ¢
4~

'154. AUTRE CONFIGURATION DE spHERES. — Tétraédre spécial. —
Si les diddres ‘d’un tétraddre T satisfont aux relations -

©gin 2 sini= sin;l’—sin-b—’ = sin < sin <,
7 2.2 2 2 © 2 2
" les droites qui joignent un sommet du tétraédre auzx points d¢ contact
intérieurs de la face opposée avec une sphére inscrite dans le triédre
. tronqué correspondant, concourent en un méme point P.
.Nous donnerons au point P le nom de point de NaceL du tétra-
¢dre T par comparaison avec celui de méme nom dans un triangle. -

.
\

Tiatorime. — Dans ce tétraédre T, les sphéres tangentes & trois ’
_des faces:respectivement et passant par le point P de Nager, découpent
- sur les plans des faces quatre cercles situés sur une méme sphére de
. -centre P. S : S : ,
! Considérons, en effet, les sphéres (wa), (ws), (0c); (©a), inscrites dans - .}y
les triddres (A), (B), (C), (D), passant par le point P, dont les centres .
Waj Wpy Gy G4 SONL sUr les axes Al,-BI, CI, DI extérieurement 2
ces -segmentd rectilignes, du c6té du point'I. Soient (A Ay AJ),
(B., By, B.), (Csy Coy Gs), (Dgy Dy, Do), les points de contact de ces
sphéres sur les faces qu’elles touchent. - :

Les plans tangents en P & chacune des sphéres (0a)y (w5)s (00
\ ' e DO CMA NAD . ADPM

PN | B § PRI -

4
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‘et les triples de points (P, Ay Cd), (P, A, Bo), (Py A, D,), ..., sont

collinéaires, car les droites PA; et PC,, ..., qui joignent les poirits
homologues P et A,, P et C, sur les spheres (v,) et (wc), par exemple,

passent par le centre de similitude interne'de ces spheres. De plus,

Al, B, C,, D, désignant les points de contact de la sphére (L)

" inscrite dans le triddre tronqué opposé au sommet A, sur les plans

des faces BCD, CDA, DAB, ABC, les tétraédres PAAA, et AB.C.D,;
sont homothétiques, si bien que les plans BCD et -A,AA; sont
antiparalléles relativement au tri¢dre P(A,AA)).

Done,
- PA,.PB,=PA,.PC,= PA,.PD, =K

oni montrerait de méme que ‘

PA,.PD, = PB..PC, = PB,.PD, = k"

Les sphéres. (04), (), (o), (was) sont donc les transformées des
plans des faces BCD, CDA, DAB, 'ABC par linversion (P, k), de
sorte que les quatre cercles découpés par ces sphéres sur les plans
des faces du tétraédre T sont sur une méme sphére (P, k), de centre

P et de rayon k.. . .
SPHERES DE LUCAS

155. Lemme. — Si deuz sphéres (0, R,), (0,, R,) sont tangentes
& une méme sphére (0, R) en deuz points A et B dont la distance

AB = d, 'le carré d’une tangente commune extérieure T, T, aur deuz
premiéres a pour mesure

PR 2
TTi= 5LR=ER)R=ER),

et réciproguement.

En effet, si la droite AB recoupe les sphéres (0,, Ry), (0s, Ry)
en A’, B, du parallélisme des droites T,A et T,B, O,A’ et O,B,

il résulte, d’une part, ‘
AB _T.T L ’
1 = =12 soit T,T,= A'B.AB’;
S A T
{e
d’autre part, on a en grandeur et en signe, d’abord,
A0, A'A © A’0,+OB_ A’A+ AB

© o wm=am ¢ TTam AR
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dont on tire selon le contact, et par analogie, .

AB_R=R, AB_R=*R, -,

d R d. R
ensuite, d’aprés Pégalité (1), N
@) | Th=5RER)R=R),
) enfin T ‘ . ,
. B 2
3) 4RR, = % (R£R,)(R=R,),

quand les sphéres (O, R,), (0, R,) sont, en outre, tangentes entre -
elles, et réciproquement. , '

156. Comsidérons un tétraddre T=ABCD pour rechercher, par
exemple, si 'on peut construire quatre sphéres (v, p) tangentes
intérieurement & la sphére (O, R) aux sommets A, B, G, D du tétradédre
ot tangentes entre elles trois & trois: Ces ‘sphéres (wis 1), i elles
existent, sont nécessairement tangentes extérieurement les unes
aux autres et la relation (3) qui correspond & cette hypothése donne,
de proche en proche, ' ‘

T gy =% (R— V(R — . boo = %o (R— ps) (R — pa);
bzyp, = =5 (R —po) (R —p0), papa = o3 (R—pa) (R —pa);
R . R ,

i ba - B '
(4) 4:pa= R (R—¢) (R—za)s Goups =ﬁ; (R—"p4) (R—ps)y . &

RI
Multipliant ces égalités membre 2 memBre, il vient -
' 16R%04%5904 . |
(5 Pap%Pa = (aa’)* = (bb')* = (cc').
) W B R gy o) — =)
Réciproquement, les égalités (5) entrainent les égalités (4).

ConséQuENCE. — Pour quil existe quatre sphéres ‘se touchant
entre elles trois & trois et tangentes intérieurement d la sphére circons-
crite respectivement ‘aux sommets d’un tétrasdre T, il faut et il suffit
que ce tétraddre soit isodynamique (').

o _ , " .
bpapy = % (R—p)(R—p),  4papc= £ (R—pa)(R—p0)

s

(1) Ces sphéres ont été appelées spheres de Lucas, par analogie aux cercles
du triangle. En réalits, les cercles de Lucas d’un triangle n’appartiennent pas
& ce géométre qui les a signalés en 1892 (Mathesis, 1892, 264). On les rencontre,
en effet, pour la premiére fois, dansle Journal de Vuiserr, 1879, p. 92, sans nom
d’auteur, et sous une forme plus générale que celle envisagée par Lucas.
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Pour déterminer les rayons des sphéres (w, pi) relatives a un

tétraédre isodynamique T, il suffit de diviser le produit des égalités

(4) par celui de trois d’entre elles convenablement choisies. On obtient

ainsi, d’aprés les conditions aa’ = b = cc,

bR __ deR a’bR
) Pe= 2aR +bc 20R4-de T 2R+ adb
. caR bR ‘ab’R
©) ®=35R +ca 24R+ bc 2/R+ab’
_ abR bR _ acR
P 2R + ab  2a'R+ b¢ T 2R +ac’
"¥eR . dadR___ abR

4= 54R +bd 2R + dad 2R+ a't

Les conditions aa’ = bb = cc’, et par suite les égalités (4), mne
changent pas dans.linversion, de sorte qu'une inversion (O, R?)
transforme ‘les sphéres (w, p) en des spheres (v, pi) tangentes
a la sphére (O, R) aux sommets A, B, C, D du tétraédre et qui se
touchent trois & trois. :

En effet, d’aprés les propriétés de Iinversion, les rayons de ces
sphéres ont pour mesures '

: ., bR deR - a'bR
: Pe=3aR—bs [2WR—ac| [20R—ab| .
,_  caR ¥eR _  abR
, ") = TJR—ca] [2dR—bc [20R—ab]’
i ,_ abR___ bR _ acR )
. Pe=T3eR—ab] [2aR—bc| [26R—ac|
,_ bR ddR ab'R
M= BaR—¥e| |WR—cd| [eR—db]’
lesquelles satisfont aux égalités (4) et réciproquement.
F AuTRE DEMONSTRATION. — La condition est nécessaire. — Quatre
spheres (v, p;) étant tangentes trois A trois et tangentes 4 la sphére

: (O, R) en A, B, C, D; une inversion (A, A) transforme les sphéres
; . (0, R) et (w4 #a) en deux plans (P) et (P') perpendiculaires ala
droite AO, tandis que les sphares (wu gs); (0 pe)s (05 £a) deviennent

des sphéres tangentes aux plans (P), (P), donc égales entre elles,

leurs points de contact avec le plan (P) étant les points de rencontre

- B, ‘, D| des arétes AB, AC, AD avec ce plan. D’autre part, le
triangle B{C;D; est équilatéral, et d’aprés les propriétés de Iinversion,

e - N — ' — - A — DR — A .
B,C,—BC.m-é—C,D, == CD'AC.DA— DiB| = DB.————-—-—AB.DA.
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" trois sphéres égales, tangentes deux a deux et tangentes au plan -y
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ce qui donne -

.. BC.DA=CA.DB=AB.DC . B
et le tétratdre T est isodynamique. C ' '

La condition est suffisante. — Si le tétraddre T est isodynamique, "
une inversion (A, 2) transforme les sommets B, C, D en ceux d’un ’
triangle équilatéral B/C.Dj; aux sommets duquel on peut construire

(P) = B{CDj et & un autre plan (P) paralléle au premier. Les trans-
formés du plan (P) et des trois sphéres égales qui lui sont tangentes
par une inversion (A, \) sont quatre sphéres _tangentes trois & .
trois et tangentes a la sphere (O, R) aux-somrhets A,B,C,D du

tétraddre T. ‘
157. Les relations (6).et (7) 'mén"crent que. les rayons des ‘sphéres

(wiy i) € (wl, pi) sont considérés comme positifs selon que les seg-
e —>——->-—>-—-—>'—-—->,-—-7——>'———>, L
ments rectilignes Awg, Boy, Co,, Dog et Awz, Bus, Cw’, Dw; ont ou -

non le sens des segments ‘A0, §6, 66, DO. Les rayons des spheres ‘.,\
(i, gi) sont négatifs quand ‘ <

2aR < be,- 2bR < ca, 2R < ab, 2aR< b,

et si ces conditions sont remplies simultanément, la sphére (O, R)

circonscrite au tétraddre isodynamique T est extérieure aux quatre

spheres (v p1)- :
Il peut arriver que la sphere (O, R) soit intérieure, mais a l'une = {

seulement des sphéres (wi, pi), par exemple, dans le cas ol

(8) -2aR — be = 2R —d'c= 2R —a'b < 0.

\ ]

TatorikME. — Dans un triangle, une seule hauteur peut étre plus

grande ‘que_le cdté. opposé. o -
~ En effet, on: peut..con'struire un triangle ABC dont la hauteur .

* AA’ est plus grande que le coté BC; les hauteurs BB/, CC’ relatives

- .sommet, aU plus, aux arétes de la face oppos

aux cotés CA; AB'hde‘ ce triangle sont plus petites que ces cOtés,

T UBB.<BCKANKCA L CU< BC < AA’ < AB.

' Tagorime. — Dans un tétraédre quelconque, les distahcé.ls'f dun '
et, ysée peuvent étre simulta-
nément plus grandes que ces arétes.’ - o o
Pour construire un tstraddre ABCD dont les hauteurs AA,, AA,,
AA, des triangles des faces CDA, DAB,‘ABC soient plus grandes
- que les arétes 'CD, DB, BC, étant donné la face BCD, il suffit de’
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¢ prendre pour quatriéme sommet un point A sur la perpendiculaire
* - & cette face en un point A’ dont la distance A’A 4 A est supérieure
£ ala plus grande des arétes BC, CD, DB. ' \
¥ \D’aprés le théoréme précédent, les distances des sommets B, C, D
_de ce tétraddre & deux des arétes AB, AC, AD des faces CDA, DAB,
; ABC sont plus petites que les arétes correspondantes, et le théoréme
& ' est démontré. o -
D’aprés cela, si I'on a, & la fois, les inégalités .
2aR < be, 2R < d'c, 2¢R < a'b -

'+ équivalentes aux inégalités (8), qui reviennent aux'suivantes

A : R _AA

; . GR<R.AA, 1< 1,

S o ?{JAA" R gft |
o 1<y <mc. '“®R<DB -

. AA,>BC, AA,>CD, AA,>DB, = - -
" la sphére (O, R) est intérieure & la sphére {w), pi) et celle-ci est la
seule des sphéres (w/, pi) dans ce cas, en vertu du théoréme que nous
venons d’établir. : . .

et '

158. Si les faces ABC et DAB d’un tétraddre isodynamique T sont
dés triangles isocéles et rectangles en C et D, les spheres (w;, pc) €t
", (wh ps) sont symétriques de la sphére (O, R).par rapport & C et Det:
les. deux autres sphéres (wo ey, (@r gr) sont formées du plan de
Pinfini et des plans tangents en A et B a la sphére (O, R).

Enfin, dans le tétraédre isodynamique spécial T o -

be ca  ba

JR=2-_02 22,
a

A i S s o S

‘ la seconde spheére de Lucas (v ¢.) est formée du plan de Pinfini et

du plan (A) tangent au sommet A du tétraddre T 2 la sphere (O, R)
et les trois autres sphéres sont tangentes a celle-ci en B, C, D et au

plan (A).
159, D’aprés les formules (6) et (7), on obtient .
R—p, . R—p,_R+p Rtp_ 8
' ° ’ * /

=l

o, P o t Pe- c

 R—p R—pa_R+pl . Rtp_ ¢

S — = T T =3 s
Pe Pa a,

- Pa . Pe
R RO p_Rbgl Rt

Pe Po Pa ﬁ‘ b
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Par-suite, si 'on désigne par A,, B,, C; les points oil les droites
opde €t Wh0l, B0a et VWL, 0wy et wiwy Tencontrent les arétes BC, CA, -

AB, on a : i

(8) AB_¥ = AC._ ¢ AA_ d -/
AC ¢ AA & - AB ¥’

et ainsi de suite pour, les autres arétes des tétraddres ¢== w,wpwcta

t = wioiwlwh Les tétraddres T et ¢, T et ¢ se correspondent donc .

dans une homologie de centre O dont le plan = se confond avec celui

des droites Ay= (A,, By, C,), Ay Ay, A, (Plande Lemoine dutétraédreT).
D’autre part, les points A,, B,, C, coincident avec les centres des ;

spheéres décrites sur les cercles d’Arorronius des triangles DBC,

_ DCA, DAB relatifs aux cétés BC, CA, AB, comme grands cercles
(sphéres d’Arorrontus du tétraédre isodynamique T).

"Tatorime I. —Les siz sphéres d’ArorLontus d'un tétraédre iso-
dynamique T passent, trois par trois, par-les points A,, B;, C,, D, ou
les symédianes AL, BL, CL, DL recoupent la sphére circonscrite (O, R).

En effet, les sphéres d’ArorronNius sont orthogonales a la sphére -
(0, R); leurs centres sont & I'intersection de deux arétes du tétraédre T.
et de son tétraddre tangentiel T’ et sont situés dans un plan = qui se
confond avec.le plan d’homologie des tétraédres T, T’ et le plan
polaire du second point de Lemoine L du tétraédre T par rapport a
la sphére (O, R) (plan de LemoinE). Par suite, les plans ABG,',
- A’B'C’ ont une droite commune A qui passe par-le$ centres des

sphéres (A,), (By), (C,) et la droite conjuguée de A pour la sphére

(0, R) coincide avec la droite DL = DD,. Les sphéres (Ayg), (Bo)s (Co)

passent donc par le point D, et les autres ternes de sphéres d’AporrLo- -
.'NIUS respectivement par les points A,, B,, C;.

Tatorime II. — La sphére d’AroLLoNtus centrée. sur une aréte
d’un tétraédre isodynamique T est tangente auz quatre sphéres de
Lucas qui touchent la sphére circonscrite aux extrémités de Uaréte
considérée, -et réciproquement. : : /

- Car, d’aprés les égalités (8), les points (wp we, Ad), (e way Bo)y 7
(0es @, Ci) sont.alignés. Dés lors, d’aprés le théoréme I, le point D/,
situé sur la symédiane DL, ayant méme puissance par rapport aux
spheres . (O, R); (Ao), (0w o) (0o pc), les trois derniéres appar-
tiennent 2 un faisceau dont le plan passe par le point D' et est tan-
gent & ces sphéres, et réciproquement. .

.- CoROLLAIRES. — 10 Les centres radicauz ' et €)' des quaternes de
sphéres (v, p.) et (), pi) sont situés sur le diamétre de Brocarp OL = 73§
du tétraédre T. - - ’ o (.o

'
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Car ces centres \a);ant mémes puissances par rapport aux sphéres
&’ ArorLLonius sont situés sur leur axe radical confondu avec le dia-’
métre de Brocarp OL perpendiculaire au plan =. '

90 Les centres des sphéres (v, g) et (o', p') tangentes auz sphéres -
(0 pi) et (w}, pr) sont situés sur le diamétre de Brocarp OL. '
* En effet, les sphéres d’AroLLoN1US sont orthogonales aux sphéres
de Lucas auxquelles elles ne sont pas tangentes; les points o et o
ont donc mémes puissances par rapport aux premiéres, et sont situés
sur la droite OL. C

Tutorime. — Le quaterne (0, L, Y, Q") est harmonique.

En effet, le tétraédre T étant isodynamique, la symédiane DLD
passe par le' point de Lemoine K du triangle ABC et les sphéres
(0, R), (D', D'A), (A,) sont deux & deux orthogonales. Le plan
polaire du point K pour la sphére (A,) est perpendiculaire & la droite
A,K, donc normal au plan ABC, et il contient la droite OD’. Par
suite, le plan polaire du point D', par rapport & la sphére (A,), passe
par le point K et comme ce point est dans le plan (0, D, ', Q'), les
points de contact Ay, A; de la sphére (A,) avec les droites D’'Q’, D'Q’
sont alignés sur les points O et K. La division (0, K, A, Aj) et par
suite le quaterne (O, L, Q', Q"), sont donc harmoniques.

N. B. — Les points Q’, Q" partagent le segment OL dans les rap-
ports .

9 étant I'angle de Brocarp du tétraédre T.
Les sphéres (Q'), (Q") orthogonales aux premiéres et secondes sphéres
de Lucas ont pour rayons ‘
- (9) s 2R . 2R (10)
. cotg6 + 2y/3 © cotg—2y/3
Ces formules proviennent de considérations plus générales que
‘nous rencontrerons plus loin.

460. TETRAEDRES ISODYNAMIQUES SPECIAUX. — 10 S; le centre

“radical Q' des sphéres (wf, pi) est a I'infini sur le diamétre OL, les

centres de ces quatre spheres sont situés dans le plan = de Lemoine
du tétraddre T; le centre radical Q' des spheres (w, p;) coincide avec
le milieu du segment OL et ces sphéres coupent orthogonalement la
sphere décrite sur OL comime diamétre. .

Ces propriétés découlent aussi des formules (9), (10) et il y a ana-
logie compléte entre ce tétraédre particulier dans lequel cotg = 2\/5
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"' de ce tétraddre spécial comme il est démontré plus loin. O

inscrire

(AL, (Bu), (Co)s (Do)
. module LA;LA, transforme le plan (A)==(w;, ¢’ enune sphére o qui:

(0, 4R),'(B.,), (Co)s. (Do) de plus, cette sphére o est tangente en 1_\, ala

© et réciproquement, qui étend a ce tétratdre celle concernant un

REET:I ¥ GinErALisATiON. — THEOREME. — Si un polygone gauche
. &’un nombre pair de cbtés, inscrit & une sphére, est tel que le produit des.

i
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_e‘t le t'l'i:3{ngl,e spécial dont la cotangente de l’aﬁgle de‘anb\c;i}p _é_stf
égale &:2.° = - - B ST

20 Lorsque la sphére (v, p}) tangente gﬁx QQatre sphéreé. (0h 'p’;)‘ _‘
.dégéntre en un plan, celui-ci se confond avec le plan = de LEMOINE
30 Le tétraédre isodynamique déja considérs (147) posséde d’autre
bropriétés provenant de la considération des s héres 'd’ApoLLONIUS

v
’ PA

" En vertu du.théoréme'l, (158); Pinversion ¢ de cént'ré,’L et de

asse_par le point L et est’ tangente intérieurement aux sphéres

sphere, (O, R). , ~ .
Réciproquement, si la sphére existe, I'inversion i la transforme
en.le plan (A) tangent en A & la sphere (O, R), et ce plan qui est en_
outre tangent aux sphéres d’Arorrontus (B)o, (Co), (Do), se confond
avec la sphére dégénérée de Lucas (g ¢.), en rajson du théoréme II *
(158). D’ou cette: proposition : Dans le tétraédre isodynamique spécial o
on les légalités 4 ) , ' \
‘ "'- : 2R=.1_]_(->=.cg.=b_i, I
e, a b c
ont lieu,’ l'a*sphéré tangente d la sphére circonscrite et aur sphéres
&’Arorrontus (B,), (Go), (Do), passe par le second point de LEMOINE,

_triangle dans lequel un cdté est égal 4 la hauteur correspondante (")

cétés de rang pair. est égal ‘& celui des cotés de rang impair, on peut
et circonscrire une couronne de sphéres tangerites, consécutises '
et tangentes d la ‘sphére auz sommets du, polygone, quelle que soit la -
premiétre sphére. . o o T

Soient (P) = AA,. . .A,, le polygone gauche donné, inscrit & une’ 52
sphere (O, R), pour lequel on a, par hypothése, a '

1) AdrAdsAAl = AACAA - An_ e

(04, Ry) la sphére' tangente en A, & la spilére (0, R). On conétru'it e
de proche en proche les sphéres (O, Ry);- - -5 (Ogs Rin), de maniére

" (1) V. Tatsavir, Mathesis, 1937, 423.
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que chacune d’elles soit tangente & la précédente et & la sphére (O, R)
au sommet correspondant de (P). _— i

I est évident que les sphéres (0,), (0,), ..., (0.) sont toutes inté-
rieures ou extérieures a la sphére (O, R). .
. D’autre part, il est clair que les points de contact A, et A,
(1 < k<< 2n—1); sont I'un deés points de contact d’un des cercles
_ tritangents du triangle 00,0 . Par suite, R, R,,, et O désignant
" les rayons des sphéres (0,), (Ox.,) et angle au sommet du triangle
isoctle 00,0;. ,,
' . 02 0 — RiRy .y
"0 = RER)RER,)

. suivant que les spheres (0,), (O,.,) sont intérieures ou extérieures
a la sphere (O, R). Donc, .

12) RA =R RR)k(I}:;’- Ry
. —_ k —_— e+ 1
‘et, d’apres I'égalité (11); .
51 ' R,R. . 2 A,OA R,R
AA =4R, 11430 . 2 Ay Uen 1180 .
15 RER)RER,)’ " 2  (RER)RER,)

La supposition ‘que le cercle tritangent considéré du triangle
0,00,, touche 00,; 00,, en M,, M,, conduirait & Pégalité

OA,.OA,, = R,.R,, = OM,.0M,,, .

" ce qui est impossible et M,=A,, M,,= A,,; les sphéres (O,) et (O;,)
sont donc tangentes. Réciproquement, si'les sphéres (O,), (Og)y .-y
(O,,) sont tangentes, leurs points de contact A, A, .., A, avec la
sphere (O, R) sont les sommets d’un polygone (P), en vertu des éga-
lités de la forme (12). o B :
CoROLLAIRE. — Les sphéres (O) de la couronne etérizure sont les
‘ transfqrmées de celles de la couronne intérieure par Uinversion (O, R?).
Cas particulier: n=2. — On retrouve les sphéres de Lucas asso-

ciées & un tétraddre isodynamique. _ . RS

: 3‘ 162. Toutes les proprié:té's contenues dans les par;igrapheg 153a.161
g'stendent & des spheéres (w;, pr) et (wf, ¢7); (Ox)-et (Oi) qui, au Lieu
' d’étre tangentes, se coupent sous un mérme angle ¢." i o

i (KN
/-




~ plan polaire du second point de LEMOINE
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163. TutoriME FONDAMENTAL. — Il s’agit du théoréme suivant:

Etant donné un tétraédre ABCD, inscrit a une sphére (O) et un planw ’
qui coupe les faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre ABCD sutvant
les droites Dg, Ay, By Bg, U Pon prend sur OA, OB, OC, OD des points
pariables we Vv G 04 tels que les plans w0 Oaay Vs Vo
passent par B, Agy Aoy Ay, le liew du centre radical des sphéres (0a), (@b)
(we)s (0a) de centres wa; Wby Wes Vay tangentes a la sphére (0), est la per-

pendiculaire menée par 0 au plan w.
! B!, C} les intersections du plan w et des arétes

Soient A,, By, G, A,
BC, CA, AB, DA, DB, DC du tstraedre ABCD, A la perpendiculaire

menée par O au plan w. .
Les sphéres, réelles ou imaginaires, (A,), (By), (Cy), (A1), (BY), (C})

de centres A,, By, C;, Al, B}, C{ orthogonales & la sphere (O) ont pour

axe radical commun la droite A.

Une inversion de pdle A,, dont le module est égal au carré du
n de la sphére (A;), transforme la sphere (O) en elle-méme, les
Par suite, les sphéres

i

rayo
spheres () et (o) en les sphéres (w) et (ws)-
(0s)s {0c)s (A,) appartiennent & un méme faisceau.
Ce raisonnement, étendu aux autres sphéres, montre que le centre
radical P-des sphéres (w,), (ws)s (@), (wg) @ méme puissance par rap- R
port aux spheres (A,), (By), (C)s (A]), (B}), (C}), donc qu'il se trouve |
sur la droite A. ‘
Observons que les sommets A,B,C,D du tétraddre tangentiel
du tétraédre ABCD ont mémes. puissances par rapport aux sphéres
(@s)s (o) et (‘,‘)d)’ (we), (wd) et (wa), (wa), (wa) et (), (wa)s (ws) et (we) et
que les droites PA’, PB/, PC/, PD’, qui sont les axes radicaux des
groupes de sphéres précédents, sont perpendiculaires aux faces du .
tétraddre ws0pweWq- L
Cette remarque permet de voir que, lorsque les points wa; @e; Wey 4
varient, P décrit la droite A en entier. :
De ce théoréme, il résulte qu’a tout point'P de'A, il correspond des
sphéres (wa), (0s), (we)s (wa) qui admettent ce point pour centre radical. . '3

Nous nous proposons d’étudier ces sphéres’ dans le cas ou @ est le. ..
e L du tétraddre ABCD par
rapport & ce tétraddre, plan qui est aussi, on le sait, le plan polaire

de L par rapport & (0), (119).

164. CALCUL DES RAYONS DES spHERES (u;). — Conservons les
notations précédentes et désignons par BC = a, CA=1b AB=c¢, .
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DA =ad, DB= b, DC = ¢’ les arétes du tétraédre ABCD, par R
le rayon de sa sphére circonscrite, par V son volume,. par 6 son
angle de BrocaRrD, par [, m, n et As My, A les quantités aa’, bb’, cc’ et

om0, =, I m?—nl

Posons L
PO Yab'd
— =kecotg 6 =—
PL cotg 0 12V
(1) PO .12V — PLkSZab'c = 0.

Les ‘points O et L étant les barycentres des points A, B, C, D affec-
tés des coeflicients :

X = a, + b + ¢\ — 2a%%c”,
Y=..., Z=..., T=... et des coefficients ab'c,

\ ~

on a, en tenant compte de la relation |

— ¥PA.X =~ sPAabc
. 3X =288V, PO=—"-~-: PL=2——"""~.
, ‘ . 288V? Sab'c’

En portant ces valeurs de PO et PL dans (1), il vient )

SPA(X— 24Vkab'c') = 0. \

Cette relation prouve que P est le barycentre des points A, B, C,D
affectés des coefficients : o

«=X—24 kab'd, p=Y—24 ka'bc,
¢ =1—2 ka'be, &=T—24 kabc.

Convenons de compter positivement le rayon des sphéres (w;)
quand ces sphéres sont du méme coté que (O) par rapport aux plans
tangents 8 O en A, B, C, D, négativement dans le cas contraire.

Si nous choisissons comme sens positifs p_K, 6_15_,_(_)_6, OD sur les

rayons issus de O. et si nous posons wA =2z, u,B=y, w,C =3z,

wD=t 7y, 3, ¢ représenteront les valeurs algéb::iques des rayons

+ des sphéres (w,).

On a alors, an grandeur et en signe,

00 _2—R 00 _
— ;@0 _

A z o,B

.
’

17
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Le point w, est donc le barycentre des points O et B affectés des .
coefficients y et — (y — R) et, par suite, '

Pw,. R*= [P0’y — PB*(y— R)]JR + R’y(y — R);
(Pot —y*)R = POy — PB*y —R) —R'y.
De méme, | ' - .
' (Po.—#)R=P0O"z— PC’(z—R) — Rz
Comme P est le centre radical des sphéres (v;), on a
[FB' — (PO — )] [P’ — (PO — R9] = R(PB'— PC"),
Or,

ﬁz‘_(ﬁéz_Rg) _ay+ %+ cla

Ya
FC_ (PO"— RY) = B+ Mad <8
' Ya -

_pcr =20 —8) + a(c — b)) + 3(b* — ")

Sa

_Pﬁi
11 s’ensuit qde

(av-l—b’o—l-ca)—z( ’B-l-b’a—}-c"&) 2
= R[a’(y—ﬁ) + a(c*— b)) + c(b”-—-c’ )] "

ou, en remplaqant a, B, 7, ¢ par leur valeur et en utilisant la relation

| 2Smnt — Sl = 5T6R™V?,

2) y[24RV—k(l+m+ n)ab'c] — z[24R*V — ,k(l 4 m+ n)abc’] ‘
= Rk(l + m + n)a(bc’ — V'c).

D’autre part, .

AB 0,0 w.C =1

AC uB O

et, comme .
AB_¥e @0 _y—R ol __:z_
AC - be w,B y 00 z—R
ona ' ‘
(3) : be(y— R)z = bc'(z—R)y.

En transportant la valeur de z tirée de la rela

tion (2) dans la
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relation (3), il vient successivement,
y*[24R*V — k(L + m + n)ab'c] —2yR[12R*V — k(l + m + n)ab’c]
. —R%(l+ m + n)ab’c=0,
— Rk(l + m + n)ab'c — Rk(l + m 4 n)lmn
Y= i+ m+ njabc— 28RV _ k(l+ m + n)imn—24R*Va'be”

aprés avoir éliminé la solution évidente y = R.

Les valeurs de z, z, ¢ se déduisent symétriquement de celle de y.

Lorsque k== o, le point P est en L, z=y=z=t= R, les
spheéres (w;) se confondent avec la sphere (O) et la remarque du
10 permet d’énoncer ce théoréme : o

tant donné un tétraédre T dont (O) est la sphére circonscrite, L le

second point de LEMOINE, A, les intersections du plan polaire de L .par
rapport & T avec les faces de T, T' le tétraédre tangentiel, les perpendi-
culaires mendes par les sommets de T' auz plans (O, A;) concourent

en L. i

164’. RELATIONS ENTRE LES RAYONS DES SPHERES (0;) ET ENTRE
DEUX SYSTEMES DE SPHERES (w;) CORRESPONDANT A DES VALEURS

oPPOSEES DE k.

a) On a d’abord st _ 4[k(1+ m+ n)lmn— T2R*V? cotg 8]
z . Rk(l + m + n)lmn
b) Changeons k en —k, ce qui revient a considérer le point P/,
conjugué harmonique de P par rapport & OL et désignons par (w;)
les sphéres correspondantes, par 2’ le rayon de la spheére (w,):

Ona
1 1 2 1+1_2

- , s s ==
z Z /R Aw, Ao, AO
d’ot il résulte que les points O, A, wg, ws constituent une division

harmonique.
Le point A étant un centre de similitude des spheres (wa) et (wa)s

e point O est T’autre centre de similitude et les sphéres (w,) et (wa) se

correspondent dans I'inversion de péle O, de module R’
Conclusions analogues pour les autres sphéres (w;) et (ei)-

165. CALCUL DES ANGLES DES SPHERES (w;) ASSOCIEES DEUX A
pEUX. — Nous allons déterminer 'angle 0, des sphéres (w) et (w.)-

Le plan OBC coupant les sphéres (0), (vs), (w.) suivant des grands
cercles auxquels nous donnons le méme nom que les sphéres corres-
pondantes, nous supposons le cercle (O) orienté dans un sens quel-
conque. L’orientation du cercle (O) détermine celle des tangentes
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k< ——%?-’ ou k> %3 Lorsque k=== \-(-6-3: les sphéres (w;) sont
tangentes. Enfin, elles sont orthogonales lorsque k= =+ &/gﬁ

924 COMPLEMENTS A LA GEOMETRIE RECENTE DU TETRAEDRE

en 6 et C a (0O) et, & son tour, l'orientation de ces droites détermine’ Vi
celle des cercles (o) et (wo)- Nous appelons angle 6, des sphéres
(0s) €t (o) I'angle des tangentes orientées des cercles (wy) €t (wc)

en I'un de leurs points d’intersection.
Avec cette convention et celle du 20, nous avons,

cas, en grandeur et en signe,

]
oy, = y* + 3°—2uz c08 8,

dans tous les,,

D’autre part, en grandeur et en signe également,
=2 _ Oul + Ow: —20u,. O, cos (OB, OC)

WpWe
=y +2—2yz+ (R—y)él}_‘—z)a’.

Par suite,

(R—y)(R—2)a’

= 1—
co,se 3Rz
1 288R*V? )
‘ Brl+m+ n)’mn '
De la, on déduit immédiatement que, si 0, désigne I'angle des"'%’

spheéres (w,) et (wi), cos 9, = cos §,. D’ou cette proposition: 3
Les sphéres (wi) correspondant & des couples d’arétes opposées, R f
lorsqu’elles sont sécantes; se coupent sous des angles égaux. - ol

Pour que les sphéres (o) €t (wo), (wa) et (wa) soient sécantes, il

faut et il suffit que

t
o

’k < - _ 12Rv —— | ou k > 12RV _
+m+ n)ymn (l+m+n)\/mn
12RV '

Elles sont t;mgentes lorsque k= =+

_———.
I+ m-+ n)y/mn :

Pour que les sphéres (v;) se coupent deux & deux sous des angles
égaux, il faut et il suffit que l=m=n Jest-a-dire que le tétraédre
ABCD. soit isodynamique. 1 :

Dans ce cas, comme 3I' = 576R*V?, cos 6, = 1——@
Pour que les sphéres {v) soient“sécq'nws, 1 faut et il suffit que )

»

U1sSANCE P, DE P PAR RAPPORT AUX SPHERES
& est le plan polaire de L par rapport au- ‘&

4166. CaLcuL DE LA P
(0)- — Quand le plan
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tetraddre ABCD, les sphéres (A4), (B)), (Cy), (A1), (BY), (CY) se coupent
sur OL aux centres isodynamiques V et W du tétraédre ABCD.

En conséquence, ‘

P“="15V.FW=§6’+P—0(67+6W)+67.6V—V.

Or, de -E-:(.)— = k cotg 0, on tire PO = OL. kcotgh
PL 1 —kcotgh

De plus, 6V+6W=%, GV.O—W=R2,

—, T2RVicotg’0—(l+m + n)lmn

OL' = 52—
. 72V cotg® 0
Donec, :
P = 72R*V? — k(L + m + n)lmn.
" 72V*(1 — k cotg 6)’
" Quand P_ >0, soit — V2RV k< _6V2RV
Vi4m+ n)lmn V(i+m+ n)lmn
il existe une sphére de centre P orthogonale aux sphéres (w)-
=
6y 2RV , les spheres (w;) concourent en

Lorsque k =+ ————r—
: V(L + m + n)lmn
Yun des centres isodynamiques du tétratdre ABCD et, en rappelant

que les sphéres. () correspondant & des couples d’arétes opposées

se coupent sous des angles égaux, on peut énoncer ce théoréme :

FEtant donné un tétraédre T dont (O) est la sphére circonscrite, L
le second point de LEMOINE, & le plan polaire de L. par rapport a T,
V un centre isodynamique, T' le tétrasdre tangentiel, st Uon considére
le tétraédre T,, homologique du tétraédre T dans I’ homologie de centre O,
de plan w, dont les faces sont perpendiculaires auzx droites qui joignent
le point V aux sommets du tétrasdre T', le point V est un centre 1s0-
gone du tétrasdre T,. .

]

4166'. DETERMINATION DE LA SECONDE SPHERE TANGENTE AUX
© sPHERES (W) — Soient O le centre de cette sphere, R’ la valeur
algébrique de son rayon. . '

Dans I'inversion de pble P, de module P.,lasphére (O) se transforme
en la sphére (0'). On en’ déduit que O’ est sur OL et que

PO _R___P

$5 R PO—R'

-

o
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Comme :

) Fﬁ’ CR—— k(1 + m + n)lmn — 144kR*V? cotg 6 4 T2R*V* L

72V¥(1 —k cotg 0)* :

on a

' [kl + m + n)lmn— T2R*V?]R .
1*(l + m + n)lmn— 144kR*V? cotg 6 + 72R*V?
Pour que la sphére (O”) devienne un plan, il faut et il suffit que

k(1 + m + n)lmn— 144kR*V? cotg 6 + T2R*V2=0.

Partant de la, on pourrait déterminer ce plan.

Il est plus simple et plus rapide de remarquer que, pour que la ..
sphére (0') soit un plan, il faut et il suffit que P soit 'une des extré- -:3
mités P, ou P, du diamétre OL de la sphére (0). Or, la sphére.(0) -
et la sphére (L')"de diamétre VW sont orthogonales. Par suite, .
dans P'inversion de péle P, ou P,, de module P,V.P,W ou P,V.P,W, -
les sphéres (w;) et la sphére (L) se transforment en elles-mémes,
"la sphére (0) se transforme en un plan tangent aux sphéres (v), .
perpendiculaire 3 OL et qui coupe orthogonalement la sphére (L)
c’est-a-dire qui passe par le milieu L’ de VW. Ce plan n’est autre
que le plan polaire de L par rapport au tétraédre ABCD.

SPHERES DE HAGGE
d’un polygone gauche de n sommets cosphériques.

167. Dirinition. — Considérons un polygone gauche (P) de n'
sommets AA,... A, inscrit & une sphére (O, R) et un point quel-
conque M. - ‘

Désignons par A le point transformé de la seconde intersection -
Al, (i =1,2, .., n), de la sphére (O, R) et de la droite qui joint le
point M a un sommet A; dans I’homothétie qui a pour centre le
point G;, barycentre du polygone déterminé par les sommets autres
que A, pour.rapport —1:.{rn—2). : ‘

Observons d’abord que le barycentre G du polygone (P) se trouve
sur AG; et qu’il est tel que

GA,
| G Gl—-' (n—1).

Si a, désigne I'intersection de AA; et de GAJ, le théoréme de

MENELADS, appliqué au triangle A/A[G; et & la transversale «;GA’;
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donne :
ad; _ GA; AG
'a,A: GG; A:’A:

Le point o, est donc le milieu de AA] et I'on en déduit que les-
‘points o; se trouvent sur la sphére (w) décrite sur OM comme

diamétre.
 D’autre part, le théoréme de MiniLaUs, appliqué au triangle
A/A’; et a la transversale A,GG;, donne

GA! _ AAI GAT_ 2
Gz, Aax GA] n—2

'

Les points A} se trouvent donc sur la sphére (w") transformée
de la sphére (w) dans I'homothétie [G, —2: (n —2)].

Soit Q) le point de la droite, OG ou concourent les plans menés
" du barycentre de n — 2 quelconques des sommets du polygone (P)
sur la droite qui passe par les deux sommets restants (point de Kan-
TOR). "

Comme

Go__ 2

_— )

GO n—2’

le point Q appartient aussi 4 la sphére (v') et cette sphére a pour
diamétre le segment qui joint le point Q & I’homothétique du point
M dans homothétie [G, —2: (n—2)]. On aboutit donc & ce théo-
réeme:. )

- Etant donné un polygone gauche de n sommets AA, ... A,, de bary-
centre G, inscrit & une sphére (O, R) et uri point M, les points trans-
formés des secondes intersections de la sphére (O, R) et des droites
qui joignent le point M aux sommets A; dans les homothéties qui
_ ont pour centrés les barycentres des polygones déterminés par les som-
mets autres que A , pour rapport: —1:(n—2), se trouvent sur la
sphére qui a pour’/diamétre le segment qui joint le point de KANTOR
a Uhomothétique du point M dans Uhomothétie . [G, —2:(n—2)].

C'est cette sphére que nous appelons sphere de Hacee du point M
par rapport au polygone (P). .
Réciproquement, considérons une sphére quelconque‘ (") qui

~ passe par le point Q et désignons par M I’homothétique du point

diamétralement opposé & { sur (') dans 'homothétie [G,—(n—2) : 2].
. Comme - . '

. GO_  n—2

)

G 2,
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-la sphére (w) décrite sur OM comme diamétre est la transformée de’ 3
la sphére (v') dans cette homothétie. D’autre part, la droite AM i
coupe la sphére (O, R) en un point A}, la sphére (o) en un point a;
et, puisque Og; est perpendiculaire a la corde A;A; de la sphére (O, R),.
«! est le milieu de A/A}. Le théoréme de MENELAUS montre que la’
droite «,G coupe la droite A/G; en un point A; tel que ST

GAY __ 1 "
GA,” 'n—2

et que, de plus, on a la relation

GAI__ 2
Ga, ‘n'—"z

En définitive, les points A appartiennent a la sphére (»') et on
peut énoncer ce théoréme: . g

Etant donné un_polygone gauche de n sommets AA,...A,, de bary-. .3
centre G, inscrit & une sphére, toute sphére passant par le point de .~
Kantor Q est la sphére de Hacce d’un point M qui se confond avec
Ihomothétique du point diamétralement opposé a () sur cetle sphére

dans U’homothétie [G,— (n —2):2].

168. CoroLraires. — 10 Quand les points M et O coincident,
_la sphére (v) se réduit au point O et la sphere (') au point Q.

Par suite:

Dans un polygone gauche inscrit a une sphére, les droites qui joignent
les points diamétralement opposés aux sommets auz barycentres des
polygones déterminés par les autres sommets concourent au point de
KanToR. , ‘

20 Quand les points M et G sont confondus, la sphére («') a pour ;

. diamétre ‘GQ. Par analogie avec le tétraédre, on peut appeler sphére

orthocentroidale cette sphére décrite sur le segment GQ comme
diamétre. e . o
30 Quand les droites A,A/ sont paralléles & une dirgction quel- "
conque' A, leurs milieux a), se trouvent dans le plan mené par le
point O perpendiculairement & A et les points A] dans le plan mené
par le point Q perpendiculairement & A. D’ou ce théoréme:
' Etant donné un polygone gauche de n sommets AA, ... A, inscrit
& une sphére (O, R) et une droite A, les points transformés des secondes

" intersections de la sphére (O, R) gt des paralléles.a la-droite A menées
_ par les sommets A; dans les homothéties qui ont pour centres les bary-

centres des polygones déterminés par les sommets autres'que A,, pour
N .
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rapport —1:(n—2), se trouvent dans le plan perpendiculaire &
la droite A qui passe par le point de KanTor. :

169. AuTres ProPRIETES. — 1° On peut remarquer que les points
A, A,, ..., A, appartiennent respectivement aux sphéres (v,), (0s), ---
(w,) transformées de la sphére (O, R) dans les hoindthéties de centres
G, G, ..., G,, de rapport — 1:(n—2). Ces n sphéres sont égales

: R
entre elles et ont pour rayon 3
n-—

Soit S le point ou la droite Auw; coupe la droite 0Q. On a

SO_ w0 AG _,
SG m,Gi AIG )
Comme E‘—G’ = n, les segments SG; et OA, sont paralléles et
’ v i
S(l), G,w, 1

" Observons, en passant, que le point S est le centre d’une sphére
qui passe par les points G, et qui est homothétique de la spheére
(O, R) dans I'homothétie [G, — 1:(n — 1)]. (Cette sphére corres-
pond, dans le polygone gauche, & la sphére des douze points d’un
tétraédre; elle passe d’ailleurs par les points N; qui,partagent les
segments QA, dans le rapport —1:(n—2) et les segments G,N;
sont des dlamétres) (87) (sphére des 3n points). . -

D autre part, de S0 _ n, on tire 05 _ = et, puisque
SG 0G n—1
L ow_ n =~ 0S_n—2
' GO n—2" 00 n—1
En remarquant que 0G, _ —'—l:-%, on voit que les segments SG; et
w; n—
"Qu, sont paralleles, donc aussi les segments Qu; et OA,, et

%_Smi_ 1

i

En grandeur, Quw,= ) ce qui prouve que les sphéres (v;) passent
par le point Q.
"“Ces propriétés sont mises en évidence de la maniére suivante :

Etant donné un polygohe gauche de n sommets AA,...A,, inscrit
a une sphére (O, R), les n sphéres (w;) transformées de la sphére (O, R)

dans les homothéties qui ont pour centres les barycentres G, de n — 1

n—
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sommets, pour rapport —1:(n— 2), concourent au -point ‘de KaN-
ToR et leurs centres w; sont homothétiques des sommets A, dans Uhomo-
thétie qui a pour centre le centre de la sphére des barycentres G, pour .
rapport —1:(n—2). o
- Ces sphéres sont, pour le polygone gauche inscrit & une sphére,
les analogues des cercles HBC, HCA, HAB d’un triangle ABC, "
d’orthocentre H, dont les centres sont symétriques des sommets
A, B, C par rapport au centre du cercle des neuf points.

20 Soient = un plan quelconque, O et M’ les projections ortho-
gonales des points O et M sur ce plan, O’ 'homothétique du point
O’ dans I'homothétie [G, — 2:(n— 2)]. La droite 0Q) est perpen-:
diculaire au plan . Si I'on prend sur 0"Q) un point L tel que le seg-
ment O"L soit équipollent a 2MM': (n —2), le point L appartient
a la sphére (v'). ,

En effet, si K désigne la projection orthogonale du point M sur
Ja droite OO’ le point K est situé sur la sphére (w) et, de plus, comme .
KO’ est équipollent & MM". . ) ,

Lo'_ 3 GO
KO n—2 GO ' , o

Le point L est donc Phomothétique du point K dans ’homothétie *

[G, —2:(n—2)] et il se trouve sur la sphére ().

SPHERES DE HAGGE D'UN TETRAEDRE

170. Nous appellerons sphére de Hacce d’un point M, par rap-
port & un tétraégdre T= ABCD, la sphére () circonscrite au tétraédre
T, = A,B,C,D, dont les sommets sont les transformés des points
A,, B, C,, D, ot les droites AM, BM, CM, DM recoupent la sphére\

(0, R) circonscrite au tétraddre T, par les homothéties (G,, ———1—>,
G=a, b c d) 2
Cette sphére (w) qui correspond au cas particulier o n = 4,
posséde toutes les propriétés de la sphére de Hagce d’un polygone
gauche (P) de n sommets cosphériques. Nous en signalons quelques-

.

unes.
THEOREME. %—‘-Le tétraddre T, est symétrique du tétraédre
T,= A,B,C:D, -
dont les sommets Ay, B,, D, Ci coincident - avec les milieuz des

cordes AA,, BB,, CC,, DD,, par rapport du centre de gravité G du
tétraédre T.
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En effet, d’aprés le théoréme de” MENELAUS appliqué d’abord
au triangle AA,G, coupé par la transversale A,A,, puis au triangle
A,A,A, coupé par la transversale AG,, les droites A,A, et AG, passent .
respectivement par le point G et par le milieu de ALA,.

. Ld
Tutoritme. — La sphére (w) circonscrite au tétraédre T, passe
par le point de MonGe Q du tétraédre T et son diamétre est égal a OP.
Car le centre de la sphére () coincide avec le symétrique du
milieu  du segment OM, par rapport au point G, et o

(l)s} == O(u' = QE.
2
CoRroLLAIRES. — 19 Dans un tétraédre T, les droites qui joignent

les points diamétralement opposés aux sommets sur la sphére circons-
crite aux centres de gravité des faces opposées concourent au point
de MonGe.

20 Quand le point M coincide avec le centre de gravité G, la sphere
() circonscrite au tétraédre T, se confond avec celle qui est décrite
sur le segment GQ comme diamétre (sphére orthocentroidale).

30 Si les droites AA,, BB,, CC,, DD, sont paralléles d une direc-
tion donnée \, les sommets du tétraédre T, sont dans un plan perpen-
diculaire & A passant par le point Q de MonGE du tétraédre T.

Tuiorime. — Les sommets A,, By, C,, D, du tétraédre T, sont
situés respectivement sur les sphéres (w;) transformées de la sphére
1

(O, R) circonscrite au tétraédre T par les homothéties” ( G,, ——= )-

2
Ces- quatre sphéres, égales entre elles, passent par le cercle des neuf
points de la face correspondante et concourent au point de MonGE
du tétraédre fondamental. R
Le point A,, par exemple, est sur la sphére <w,,—2—) transformeée

de la sphére (O, R) par I'’homothétie (G,, —-—_; ) Les pieds des

. médianes du triangle BCD sont sur cette sphére (w,) qui passe par
le cercle des neuf points de.ce triangle. .
~ D’autre part, le point de MonGe Q est le transformé du point O

par I’homothétie (0’, —% dont le péle coincide avec le centre O

de la spheére des douze points du tétraédre T. Dés lors,

(.),Q = -g- OIG‘l = .=
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La sphére (w,) et par suite les sphéres (w,), (), (wa) passent done

par le point Q. R
N. B. — Ced spheres ( w,, 5 sont analogues aux cercles BCH,

_CAH. ABH d’un triangle ABC, d’orthocentre H.

174. Tirrakpre ortHOCENTRIQUE T. — Toutes ces propriétés
s’appliquent & ce tétraédre particulier dans lequel le point de MoNGE
coincide avec l'orthocentre H. Ajoutons cependant les remarques
suivantes. . )

CoroLLAIRE. — Sur les hauteurs AA,, BB,, CC,, DD, d’un tétraédre
orthocentrigue T, on porte les segments AA,, BB,, CC,, DD, équipol-
lents G trois fois les distances d’un point arbitraire M auz plans des
faces opposées du tétraédre. La sphére circonscrite au tétraédre T,
passe par Uorthocentre H du tétraédre fondamental.

Car les plans paraliéles & ceux des faces BCD, CDA, DAB, ABC
menés par les points A, By, C,, D, concourent en I’anticomplémen-
taire M, du point M par rapport au tétraédre T, et la sphére décrite
sur HM, comme diamétre est circonscrite au tétraédre T,.

CoroLLAIRE. — Le tétraédre T, est homothétique a celut qui est
déterminé par les projections orthogonales Ai, B, Ci, Di du point
M sur les hauteurs du tétraédre complémentaire G,G,G.Ga, le centre
d’homothétie étant le centre de gravité G du tétraédre T et le rapport

d’homothétie égal a — 3.
Car il est évident que les points A/, B!, Ci, D} sont les transformés

des points A,, B,, C;, D, par I’homothétie (G,—%). Cette propriété

est un cas particulier de la suivante: Soit un point M de Uespace
dont les distances aux plans des faces d'un tétraédre orthocentrigue T
sont z, B, 7, 3 et portons sur les hauteurs AH, BH, CH, DH les seg-
ments AA,, BB,, CC,, DD, équipollents a ka, k3, ky, k3, k étant différent
de 3. Si H, est Uorthocentre du tétraédre G,G,G.Gy et Q un point de
HM tel que H,Q: HM = k: (k—3), le tétraédre T, est homothétique
au tétraédre podaire du point Q, le rapport d’homothétie étant k — 3
et le centre d’homothétie le point S de HQ tel que SH:5Q = k—3.

En effet, la distance 3, du point Q au plan BCD, par exemple,

a poul‘ mesure
s e 3H,GY) = s (AA— Al = 1A,
T k—3 Y k—3 k—3




UN CHAPITRE DE GEOMETRIE DU TRIANGLE
ET DU TETRAEDRE : ORTHOPOLE D'UNE DROITE

Ala Meémoire de G. Fontené.

La théorie de I'orthopdle d’une droite par rapport a un triangle, ou
par rapport a un tétraddre, qui constitue une des conquétes les plus inté-
ressantes de 1a géométrie récente de ces figures, est redevable envers les
écrits de G. FonreNE parus dans les Nouvelles Annales de’ Mathématiques
au début de ce siscle. Dans un article intitulé Sur une surface du troisiéme
ordre qui est Panalogue du cercle des neuf points (N. A, 1906, pp- 145-159),
il a énoncé et démontré, en partie par la géométrie, en partie par des
calculs longs et pénibles, un théorsme qui étend au tétraédre orthocen-
trique la construction généralisée 4’ HamiLToN pour Porthopdle d’une
droite par rapport a un triangle et au sujet dugquel il m’écrivait en mai
1917 : « Une chose dont je désespére, Cesl de voir démontrer géométriquement
la seconde partie .

’est pour répondre a ce désir que nous avons gerit ce chapitre qui,
d’autre part, réunit des propriétés importantes pet répandues oU inédites
et établit une analogie compléte entre la géométrie du plan et celle de

A
I’espace.

172. 1. TuEOREME 1. — Etant donné deuw triangles T= ABC
T = ABC, U existe un point propre M et, en général, wn seul qui ait
mémes coordonnées _barycentriques "dans ces deut triangles. St Uon
désigne par 2, b, c les points de rencontre des cOtés homologues des
triangles et par 2v b,, ¢, ceuT des cotés homologues des triangles anti-
complémentaires, le point M se confond avec le point de rencontre des
droites (a, ay), (b, D) (& c). ! '

Les droites (a a,), (b, by (cy ©) € confondent avec les lieux des
points dont Je rapport des distances aux droites BC et BC, CA
et C'A’, AB et A'B’ est égal au rapport des hauteurs de T et T
jssues de A et A, B et B, C et (/. Soient alors M le point de
rencontre des droites (b, bi)s (€, €1)s H, et 13, les pieds des hauteurs
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issues de B et B dans T et T', M, et M; les projections orthogonales
de M sur CA et C’A’. On obtient, en grandeur et en signe,

MM, : MM, = AH,: AH ;
d’oi, et par analogie, les relations d’aires
MCA : MC’A’ = ABC: A’'B'C’ = MAB: MA'B".

On déduit de la
MBC: MB'C’ = ABC: A'B'C/,

*
et, en désignant par H, et H; les pieds des hauteurs issues de Aet A
dans T et T’, par M, et M; les projections orthogonales de M sur BC
et B'C/,
MM, : MM, = AH,: AH..

Par suite, le point M appartient & la droite (a, a,) et ce point
a mémes coordonnées barycentriques dans T et T’. Soit mainte-
nant un point M qui ait mémes coordonnées barycentriques dans

TetT.Ona
MBC : MB'C' = ABC: A'B'C/, d’ou MM, : MM, = AH, : AH,.

Le point M appartient donc & la droite (a, a,) et, de méme aux
droites {b, b)), (c, ¢,). En définitive, il existe un point M et, en général,
un seul qui ait mémes coordonnées barycentriques dans T et T', ce
point est confondu avec Pintersection des droites (a,a,), (b, by), (¢, &)-

Tutorime 1I. — Etant donné un triangle fize T = ABC et un
triangle variable T'= A'B'C’ dont les sommets A’, B, C' décrivent
sur les droites AA’, BB', CC', supposées fizes, des divisions semblables,
si Uon désigne par a, b, ¢ les points de rencontre des cotés homologues
des triangles T et T et par a,, by, ¢, ceuz des cétés homologues corres-
pondants des triangles anticomplémentaires, le point de renconire M
des droites (a, a,), (b, by), (c, ¢,) reste fize et il a mémes coordonnées
barycentriques dans le triangle T et dans tous les triangles T'.

Soient deux positions T; = A/B/C/ et T; = A;B;C; du triangle T,
M le point de rencontre des droites (a, a,), (b, by), (c, ¢,) correspon-
dant 3 T’ et a, B, v les coordonnées barycentriques de ce point dans
T et T.. On obtient, en grandeur et en signe,

Ea.m=2a.m=.}a.m=0.

Or, par hypothése,
AA,: AA) = BB; :BB| = CC;: CC|,
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de sorte que e o
Yo.MA = Sa.AA; = Sa. MA; = 0.

Le point M a donc mémes coordonnées barycentriques a, 8, Yy
dans T et T, Par suite, ce point coincide avec le point de rencontre
des droites (a, a,), (b, by), (c; &) correspondant au triangle T;. Quand
le triangle T’ varie, le point M reste fixe; de plus, 1l a mémes coor-
données barycentriques par rapport au triangle T et a tous les
triangles T’. On dit encore que ce point M est P’équicentre des triangles
T et T'(').

Tutorime 111, — Etant donné un triangle T =ABC et trois
directions fizes \,, Ay, A, 81 Uon projette deuz points P, et P, paral-
lelement @ A,, Ay, Ac en Ay, By, G, et Ay, By, C, sur les droites BC, CA,
AB et si Pon désigne par a, b, c les points de rencontre des cités
homologues des triangles T, = AB,C, et T,=A,B,C, et par a,, b,, c,
les points de rencontre des clés homologues correspondants des triangles
anticomplémentaires de T et T,, les droites (a, a,), (b, by), (¢, ¢;) concou-
rent en un point M. Quand, P, restant fixe, P, décrit la droite pP,P,,
le point M reste fize et il se confond avec U'équicentre des triangles T,.

D’apres le théoréme I, les droites (a, a), (b, b)), (¢, ¢;) concourent
en un point M. 1)’autre part, P, étant un point fixe, par hypothése,
si le point P, décrit la droite P,P,, les points A,, By G, décrivent
sur les droites fixes A,A,=BC, B,B,=CA, C,C, = AB des divisions
semblables; de sorie que, d’aprés le théoréme I1, le point M reste
fixe et coincide avec I'équicentre des triangles T,. -

CoroLLAIRE. — Les triangles podaires de tous les points d’'une
droite m, par rapport & un triangle T = ABC, ont un équicentre M (*).
Le point M est aussi appelé orthopdle de la droite m; celle-ci est alors
une orthopolaire du point M par rapport & T. Si la droite m rencontre
la circonférence ABC en M, et M,, les droites podaires de ces points
(droites de Simson) se coupent en M et si de plus m est un diamétre
du cercle ABC, elles sont rectangulaires.

CorRoLLAIRE. — Si le point P, coincide avec le centre du cercle
ABC, les droites A,a, B;b, Coc qui joignent les sommets du triangle T,
auz points de rencontre des droites B,C, et B,Cy, C,A, et CoAy, AB, et
A,B, concourent au point M.

Car le triangle T est confondu avec le triangle anticomplémentaire

{*) J. NEuBERG, Sur les équicentres de deux systémes de n points [Mémoires
de la Soc. des Sciences de Liége (S. L.), 3" série, t. X, 1913].
(3) T. LEMOYNE, N. A., 1904, 400.
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du triangle T, et les droites (a, a,), (by by), (¢, ¢,) coincident avec les

droites Asa, Byb, Coc.

CoroLLAIRE. — Quand la droite m pivote autour du centre du
cercle ABC, le point M décrit la circonférence des neuf points du triangle T
et ses projections orthogonales sur les cbtés du triangle T"= A'B'C’,
transformé du triangle T, d’orthocentre H, par Phomothétie (H, 1/2)

sont collinéaires.
Car le lieu d’un point Q dont les projections orthogonales sur les

cotés de T sont alignées est la circonférence ABC; la droite podaire
de Q passe au milieu de QH. Lorsque le point Q décrit la circonfé-
rence ABC, le lieu de M est une circonférence transformée de la pré-

hétie (11, 1/2) qui sc confond avec la circonfé-

cédente par 'homot
es points dont les

rence des neuf points de T qui est aussi le lieu d
projections sur les cotés de T” sont collinéaires.

9. TreoriME. — Les cercles podaires de tous les points d’une drotte m
par rapport d un triangle T sont orthogonauz a un cercle fize ().

En effet, lorsque les directions A, Ay A envisagées au théo-
reme III sont perpendiculaires aux droites BC, CA, AB, si I'on
désigne par M Péquicentre des triangles podaires T, = ABC,,
T,=A,B,C; de deux points arbitraires P,,P,de la droite m, par (s, AR
o,) les cercles podaires A,B,C,, A,B;C, et par a, B, y les coor-

(g
du point M dans les triangles T,,” Ty, on

données barycentriques
obtient
b Bt 1) = (a2 1) oM+ S MA,
(0 b B+ 7). A= a+ B+ 1)+ Za. MAL.
AA, et par M, la projection

Si I'on désigne par N, le milieu de
n a, en grandeur et en signe,

orthogonale de M sur la droite A,A,, 0
S(MA?—MAY) .o = SA A, NM,.

D’autre part, le barycentre des points A}, B,, C; qui coincident
avec les extrémités des segments MAL, MB, M(T', équipollents aux

segments AA,, BB, (_ZT(—I., affectés des coefficients a, 8, v, s€ confond
avec le point M. Soient Q, la projection orthogonale du milieu Q de
‘PP, sur la droite A,A,=BC et Q, celle de Q sur la droite MA;. On

a déja QM= Q.M, et, par suite,
YAA,. QM,.a= SMA,. QM.x=0,

_—

(") T. LEMOYNE, N. A., 1904, p. 400.
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car, étant donné n points quelconques A,, A,, ..., A, et le barycentre
G de ces points affectés des coefficients ay, g, - - oy S1 by by ooy ln
sont les projections orthogonales d’un vecteur quelconque sur

GA,, GA,. ..., GA,, on a, en grandeur et en signe ('),
1) Ya,.GA,.l, =0.
Dans le cas actuel, il suffit d’appliquer cette remarque aux points

.. B, Ci, M et au vecteur QM. Dés lors, on obtient I’égalité -
(o_,‘Mz —gt= (;),1\'12 — 3

qui prouve que le point M coincide avec le centre d’un cercle fixe (M)
orthogonal au cercle A,B,C, et & tous les cercles podaires A;B;C, des
points P, de la droite m.

CoroLLAIRE. — Si la droite m passe par le centre du cercle ABC, le
cercle (M) se réduit @ son centre.

178. 1. Tugorime L. — Etant donné deux tétraédres T= ABCD
ot T' == A’B'C'D’, il existe un point propre M et, en général,.un seul qui
ait mémes coordonnées barycentriques dans ces deux tétraédres. St Uon
désigne par a, b, c, d les droites d’intersection des faces homologues des
deuz tétraédres et par a,, by, c,, d, les droites d’intersection des faces
homologues correspondantes des tétraédres anticomplémentatres, ce
point M se confond avec Pintersection des plans (a, a,), (b, by), (¢, ¢1),
(d9 dl)

Les plans (a, a,), (b, by), (¢, ¢,), (d, d,) sont les lieux des points dont
le rapport des distances aux plans BCD et B'C'D’, CDA et C'D'A’,
DAB et D’A’B’s ABC et A'B'C’ est égal au rapport des hauteurs des
tétraddres T et T issues de A et A, Bet B, Cet C', D et D

Si 'on désigne par 1, et H;, 11, et 11, les pieds des hauteurs
de T et T’ issues de A et A’, B et B’ et par M, et M’ les projections
orthogenales-de M sur fes-plans BCD et B'C’'D’, en procédant comme
en géomeétrie plane, (172, théoréme I), on obtient, en grandeur et en
signe,

(2) \ MM, : MM/, = All,: Al1};

‘de sorte que le point M appartient au plan (a, a,) et ce point a mémes

coordonnées barycentriques dans les tétraédres T et T'.

1M E.Lemoine. CI. aussi, R. BLancHARD, Journal de Vuibert, 50¢ année, p.12.
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Réciproquement, si un point M a mémes coordonnées barycen-
triques dans T et T, ona

MBCD: MB'C'D’ = ABCD: A'BCD,

d’ou la relation (2); le point M appartient donc au plan (a, a,) et,
par analogie, aux plans (b, by), (¢, c1), (d, dy). En définitive, il existe
un pc;int M et, en général, un seul qui ait les mémes coordonnées
barycentriques dans les tétraedres T et T’ et ce point coincide avec
Pintersection des plans (a, a), (b, by), (¢ €, (d, dy)-

Tugoreme 1L __ Etant donné un tétraédre fize T=ABCD et un
tétracdre T' = A'B'C’'D’ dont les sommets A,B,C, D décrivent sur
les droites AA’, BB/, CC’, DD’ supposées fizes des divisions semblables,
si on désigne par a, b, ¢, d les droites d’intersection des faces homo-
logues des deus tétraédres et par a,, by, ¢ d, les droites d’intersection
des faces homologues correspondantes des tétrasdres anticomplémen-
taires, le point de rencontre M des plans (a, a), (b, by), (¢, &)s (d, dy)
reste fixe et il a mémes coordonnées barycentriques dans le tétraédre T

_et dans tous les tétracdres T'.

Soient deux positions T, = AB\C{D} et T, = ABC,D; de T,

M le point de rencontre des plans (a, @), (b, by), (¢, €)s (d, d,) corres-

pondant & T, et a, B, Y, 8 les coordonnées barycentriques de ce point
dans Tet T,.On a

Yo MA = Sx.MA| = Ya.AA; = 0.
Or, par hypothése,
AA,:AA}=BB;:BB; = CC,: CC; = DD;: DD;.

11 en résulte e o L
Ye.MA = Ya.AA = Ya.MA; =0,
et M a donc mémes coordonnées barycentriques a, §, 7, 3 par rapport
3 T et T; Dés lors, ce point est confondu avec Pintersection des
plans (a, a,), (b, b)), (6 ), (d, dy) correspondant & T,. Quand T varie,
le point M reste fixe; de plus, il a les mémes coordonnées barycen-
triques dans le tétratdre T et dans tous les tétraédres T'. On dit
encore que ce point M est I'équicentre des tétraedres T et T ().

Tuéorkme 111 — Etant donné un tétraédre T = ABCD et quatre
directions fizes A, Dy, A, A4 st lon projette deux points, P, et P,
parallélement ad,, Ay, A, daen A,, B, C, Dyet A,, By, C;, D, sur les

() J. NEUBERG, S. L., loc. cit. {172).
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plans BCD, CDA, DAB, ABC et st l'on désigne par a, b, ¢, d les drottes
d’intersection des faces homologues des tétraédres T,= A,B,C,D, et
T, = A,B,C,D,, les plans (a, a,), (b, by), (¢, ), (d, dy) concourent en
un point M. Si le point P, reste fize, P, décrivant la droite P,P,=m,
le point M reste fize et il coincide avec U'équicentre des tétraédres T,.

D’aprés le théoréme I, (173), les plans (a, @), (b, b)), (c, cy), (d, dy)
concourent en un point M. D’autre part, P, étant un point fixe, par
hypothése, si le point P, décrit la droite m, les points A,, B,, C;, D»
décrivent sur les droites A,A,, B,B,, C,Cs, D,D, des divisions sem-
blables. En raison du théoréme II, le point M reste fixe et coincide
avec I'équicentre des tétraédres T,.

CoroLLAIRE. — Les tétraédres podaires de tous les points d’une

droite quelconque m, par rapport 4 un tétraédre T = ABCD, ont un

équicentre M (').

Le point M est encore appelé orthopdle de la droite m. Si cette
droite rencontre la surface cubique de SARTIAUX aux points M, M,,
M,, les plans podaires de ces points par rapport a T (plans de Simson)

se coupent en M.

9. TntoriME. — Les sphéres podaires de tous les points & une droitem,
par rapport a un tétraédre T, sont orthogonales d une sphére fize (%).

La démonstration de cette proposition est analogue & celle du
théoréme de M. T. LEmovyne, (172, 2), qu’il suffit de suivre pas a pas,
car la relation (1) est vraie pour n points coplanaires ou non. Le
centre de la sphére fixe se confond avec 'équicentre M des tétraédres
podaires de tous les points de la droite m.

ConoLLatrE. — Il y a huit droites assocides d un tétraédre
T = ABCD pour lesquelles la sphére qui coupe orthogonalement les
sphéres podaires de tous leurs points se réduit a un pount donné M.

Car si Pon désigne par ay, By, Y1, 3 les plans polaires des sommets A,

(") J. NeusErG, Mathesis, 1922, p. 89.

{2) Aprés avoir démontré un cas particulier intéressant dans un article inti-
tulé Eztension au tétraddre d’une propriété du cercle podaire (The Tohoku Mathe-
matical Journal. novembre 1919, p. 25 et mars 1921, p. 232), nous avons commu-
niqué le théoréme général dans une correspondance avec Cl. SErvals (décembre
1921). Ce géométre en a donné une démonstration géométrique suivie de déve-
loppements importants (Bull. de U'Acad. royale, 1922, p. 50), moins simple que
la nétre (The American Mathematical Monthly, 1942 et 1946, 324), et que celle
de M. R. BLaNcHARD contenue dans un Mémoire inédit présenté a I'Académie
des Sciences de Paris 4 I'occasion du Prix Victor THEBAULT (1945) dont nous
nous sommes inspiré dans le présent travail (VT
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B,C,Dde T relatifs au point donné M et par a, B, 7> les plans BCD,
CDA, DAB, ABC, ces plans rencontrent les plans polaires en cause
suivant les rayons ax, B8, Y11 35, d’un systéme réglé, puisque les
triedres supplémentdires M (ABC), M (&, 615 ¥1), par exemple, montrent
que les points (BC, a), (CA, 8,) (AB, v,) sont situés sur une droite
qui rencontre les rayons aay, Bf1, YY1 23,

*autre part, la surface du quatriéme ordre Q lieu des points P
de 'espace dont les sphéres podaires relatives au tétraédre T passent
par un point donné M, contient les arétes de T, les droites aay, BBy
{1 33,, car la sphére podaire d’un point P de 22 coincide avec la
sphére décrite sur AP comme diamétre et elle passe par M. Enfin,
la surface §) passe par quatre directrices dy, da, ds, d, du systéme
réglé (axy, BBy, YY1» 351), €T elle rencontre un rayon'r de ce systéme
en quatre points P, P, P,, P, par lesquels passent respectivement
les directrices dy, dy, ds, dy du systéme réglé. La droite d, coupe la
surface ( en cing points Py, (dy, @), (da 8), (dsy 1)» (s, 3) et est située
entiérement sur cette surface.

Les sphéres podaires de chacune des droites

(aau B2y 1Y le)’ (dn d,, d,, db)

assent donc par le point donné M; ce sont les seules droites possé-
dant cette propriété (")

474. CoNCLUSION. — Les paragraphes 172 et 173 constituent
une analogie compléte entre I'orthopdle M d’une droite arbitraire m,
par rapport & un triangle T ou pour un tétraedre T. En effet, étant
donné un triangle T= ABC et deux points P, et P, dont les triangles
podaires par rapport a T sont T,=ABC et T,= A,B,Cy, s1 @, b, ¢
désignent les intersections des cOtés homologues de T, et T,etay, by, ¢
les intersections des cotés homologues correspondants des triangles
anticomplémentaires de T, et T,, les droites aa,, bb,, cc, concourent
en un point M qui est Porthopdle de PPy =m par rapport a T. De
plus, M coincide avec 'équicentre des triangles podaires des points
de m et a méme puissance par rapport aux cercles podaires de tous
les points de cette droite.

De méme, étant donné un tstraedre T = ABCD et deux points
P, et P, dont les tétraddres podaires par rapport & T sont
T,E—:A,B,C,D,, T, = A,B,C:Ds, sia bc d désignent les droites
N

(1) Plus généralement, ces propriétés subsistent quand on remplace le point
M par une sphére donnée (M). Ct. ClL Senvals, Bull. de ' Académie royale,

oo« AN
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d’intersection des faces homologues de T, et T, et a,, by, ¢, d, les
droites d’intersection des faces homologues correspondantes des
tétraedres anticomplémentaires de T, et T,, les plans (a, @), (b, by)s
(¢, ¢), (d, d,) concourent en un point M qui reste fixe quand la
droite P,P,= m reste elle-méme fixe. D’autre part, ce point M est
confondu avec I'équicentre des tétraddres podaires de tous les points
de la droite m et a méme puissance par rapport aux spheres podaires
des points de cette droite.

175. Prans roparres. — 1. Rappel de propriétés connues. Le
lieu des points dont les projections orthogonales sur les plans des
faces d’un tétraédre T= ABCD sont coplanaires est une surface
cubique (S) (surface de SarTIAUX) qui passc par les six arétes et a
pour points doubles les sommets de T. Elle a pour équation normale

A,B,C D

A42 42 4—=0

z Yy z t
A, B, C, D désignant les mesures des aires des faces BCD, CDA, DAB,
ABC. Cette surface est linverse du plan de I'infini

Ax+By+Cz+Dt=0

et se confond avec le lieu des centres des hyperbolo’icies équilateres
conjugués a T et avec celui des foyers des paraboloides de révolu-
tion inscrits au tétraédre fondamental. Les plans podaires des trois
points de rencontre d’une droite m avec la surface (S) passent par
I'orthopole M de cette droite par rapport & T de méme que le plan
podaire perpendiculaire & m du conjugué isogonal du point a I'in-
fini de m.

2. TufoRriME. —_ Dans un tétraédre T= ABCD, si les plans podaires -

de trois points alignés P, Q, R forment un triédre trirectangle, la droite
A= (P, Q, R) est une génératrice de Pisogonal de U hyperboloide des
hauteurs, du méme systéme que les isogonales des hauteurs. -

En effet, le point P se confond avec le foyer d’un paraboloide de
revolution inscrit & T dont le foyer a Pinfini coincide avec le conju-
gué isogonal P’ de P dans la direction normale au plan podaire de P,
car celle-ci est la direction de I'axe du paraboloide. L'inverse iso-
gonale de la droite A est une cubique gauche ¢ qui, passant par les
sommets A, B, C, D de T et par les conjugués isogonaux P, Q, R de
P, Q, R, passe & Pinfini dans trois directions perpendiculaires deux
a deux puisque les plans podaires de P, Q, R ont cette propriété, par

v (%) J. H. Grack, Proc. Philos. Soc.,-23, 1925-1927,-p.-853,-§ 3.
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ues passant par cette

il sensuit que toutes les quadriq
que & I'infini est cir-

hypothése;
cubique ¢ sont équilatéres (puisque leur coni
conscrite .a un triangle conjugué & ’ombilicale).

D’autre part, soient E un point arbitraire de 5 et F un autre point
de cette cubique tel que les plans ABC et DEF soient perpendicu-
Jaires. Il y a quatre quadriques linéairement indépendantes conte-
nant les six points A, B, C,D,E, F etl'on peut prendre pour ces quatre
quadriques, trois quadriques passant par la cubique s et le couple
de plans précité. Toutes ces quadriques sont des hyperboloides équi-
latéres et, en particulier, le plan de trois des points A, B, ¢,D,EF
est perpendiculaire au plan des trois autres. Ainsi, le plan AEF étant
perpendiculaire au plan BCD doit contenir la perpendiculaire de
A au plan BCD, de sorte que ]a droite EF coupe I'une et, par suite,
les quatre hauteurs du tétraddre T; elle coincide donc avec une géné-
ratrice de I’hyperboloide des hauteurs (H) et le point E étant arbi-
traire sur o, cette cubique est sur (H). 11 en résulte que la droite A :

O
A8

LN LY
AT

est une génératrice de ’hyperboloide (11') isogonal de (H) par rap- -E
port au tétrasdre fondamental. ‘i

Réciproquement, si une génératrice A de Uisogonal (H') de Uhy- s
perboloide des hauteurs (H) d'un tétracdre T, du méme systéme que les o
isogonales des hauteurs, renconire la surface cubique de SarTiaux (5) .-
en P, Q, R, les plans podaires de ces points forment un triédre trirec- .

tangle.
Soit une droite arbitraire A qui re
L’inverse tétraédrique du plan (A, A) est un cone du second ordre (C),

dont linverse isogonal est (C), passant par les conjugués isogonaux
P/, Q, R’ des points P, Q, R, par rapport a T, et situés dans le plan
de linfini. Pour que le cone (C) soit équilatére, il faut et il suffit que

ncontre la sﬁrface (S)enP, Q, R.

I'on ait, en coordonnées normales, d’abord,
Aa=3"8_Y"h= z—z _t—h
i 9 Nt 3
y z t
C)=A, A= z, t,|=0,
£ Yy ¢
ensuite
b4 yt Yz
(C’) =l\y, Zy L= 01
B v ¢
ou

2t(zz, — ) + yeEt — ) + ya(yy, — €21) =0
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Ce cone (C) doit &tre harmoniquement circonscrit au cercle de
Pinfini

u? + o 4 w* + s*— 20w cos a — Quw cos b’ — 2up cos ¢’
: —Qus cos a — 2¢s cos b— 2ws cos ¢ = 0,

a,a, b, b, c, ¢ désignant les diedres suivant les arétes BC, DA, CA,
DB, AB,DCdeT. Il en résulte la condition

c0s (22, — yt,) + cos b(t, —2y:) + cos @'(yys — fz) = 0,

qui peut s’écrire

cos ¢ cos b cosa’
% 2 t, |=0.
B ot 3

Elle exprime que A rencontre la droite
~ y:cosc=z:cos b=t:cosd,

laquelle se confond avec une deuxiéme génératrice de I'isogonal (H")
de I'hyperboloide (11) passant par A.

Si 'on suppose alors que A soit une génératrice de (H'), du méme
systéme que les isogonales des hauteurs, les quatre cones (A, A),
(B, A), (C, A), (D, A) sont équilatéres. Comme ils contiennent les
points a linfini P, Q, R, cette condition exige que le triangle
P'Q'R’ soit conjugué au cercle de Pinfini. Les triedres A (P, Q, R'),
B (P, Q, R, C (P, Q, R), D (P, Q, R') sont trirectangles et les
plans podaires des points P, Q, R forment un triédre trirectangle:

CoROLLAIRE. — Si les plans podaires de trois points collinéaires
P, Q, R forment un triédre trirectangle, le point de rencontre des plans
menés par les points P, Q, R, parallélement & leurs plans podaires est
situé sur Dintersection de la surface cubique de SArTIAUX (S) et de U hy-
perboloide des hauteurs (H) du tétraédre fondamental.

En effet, puisque les plans podaires de P, Q, R sont perpendi-
culaires deux # deux et que I'isogonal P’ de P, par exemple, est &
Pinfini dans la direction normale au plan podaire de P, les plans
menés par P, Q, R parallélement & leurs plans podaires respectifs °
coincident avec les plans PQ'R, QR’P’, RP'Q’ et se coupent en un
point L. Le plan polaire de P par rapport a I’hyperboloide équila-
tere (P,), de centre P, conjugué au tétraédre T, coincide avec le plan
de I'infini, de sorte que la droite polaire de A = (P, Q, R), par rap-
port & (P,), est & Pinfini. Comme les couples de points isogonaux Q
et Q, R et R’ sont conjugués pour tous les hyperboloides équilatéres
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ayant T pour tétraédre conjugué, la droite polaire de A passe par Q'
et R’. Le plan polaire, par rapport a (P,), du point L’ situé & I'infini
sur A passe donc par les points Q', R’ et P. Dés lors, les points L et
L’ sont, d’une’ part, conjugués par rapport & (P,) et par suite &, tous
les hyperboloides envisagés, d’autre part, conjugués isogonaux pour
le tétraedre T. Quand la droite A varie, le lieu de L.’ coincide avec la
section par le plan de I'infini de la quadrigue contenant A, confondue
avec l'isogonal (H') de 'hyperboloide des hauteurs de T. Le point L
décrit done Pintersection de la surface (S) de Sartiaux et de I'hyper-
boloide (H), ce qui achéve la démonstration du corollaire.

N. B. — Il est clair aussi que le plan podaire du point L est perpen-
diculaire a la droite A, car L’ est & I'infini sur cette droite.

176. TETRAEDRE ORTHOCENTRIQUE. — Les propriétés contenues
dans les paragraphes 172 et 175 suggeérent les analogies entre 'or-
thopole d’une droite par rapport & un triangle ou & un tétraddre
auxquelles nous avons fait allusion au début en rappelant des tra-
vaux de G. FonNTENE. 4 N

Tutorime. — Etant donné un tétraédre orthocentrigue T = ABCD,
d’orthocentre H, les projections orthogonales a, b, c, d d’un point arbi-
traire Q sur les plans BCD, CDA, DAB, ABC et les droites a,, by,.c,, d,
d’intersection des plans des faces correspondantes du tétraédre comple-
mentaire T,=ABC,D, de T et du tétraédre t= abed, les plans
(a, a,), (b, by), (¢, ¢y), (d, d,) concourent en un méme point M (°).

En se reportant a la configuration du théoréme 111 (173), dans le
cas actuel, Irs directions A,, A, ‘A., A, sont perpendiculaires aux
plans BCD, CDA, DAB, ABC, le point P, coincide avec le complé-
mentaire H, de I'orthocentre H, le point P, avec Q. Le tétraédre T se
. confond avec le tétraédre complémentaire de T, les droites ay, b,, ¢y, d,
passent par A!a Bz, C!, D2 et les Pla“S (a’ ai)9 (b9 bl)) (C, C,), (d9 di)
coincident avec les plans (A,, a), (Bs, b), (Cy, ), (D,, d) qui concourent

en M.

CoroLLAIRE. — Si le point Q se déplace sur une droite fize m pas-
sant par Uorthocentre H, du tétraédre complémentaire T, de T, le
point M reste fize (*).

Car le point M est confondu avec Porthopdle de m par rapport
a T et avec I'équicentre des tétraddres podaires de tous les points
de m (173, théoréme III).

(1) G- FontEng, N. A., 1906, loc. cit.
{?) G. FonTENE, N. A,, loc. cit.
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CoroLLAIRE. — Quand la droite m pivote autour de Uorthocentre H,
du tétraédre T,, le point M décrit la transformée X de la surface de
Sartiaux (S) du tétraedre fondamental par Phomothétie .(H, 2/3) et
ses projections orthogonales- sur les plans des faces du tétraédre
T" = A"B"C'D’", transformé du tétraédre T par U'homothétie (H, 2/3),
sont coplanaires ('). A )

En effet, d’aprés ce qui précéde (173), les plans podaires des
points de rencontre P, Q, R de la droite m avec la surface (S) forment
un triddre trirectangle et le point de rencontre des plans menés par
P, Q, R parallélement aux plans podaires de ces points est situé sur (S).
D’autre part, les points P, Q, R coincidént avec les foyers de trois
paraboloides de révolution inscrits 3 T dont les plans orthoptiques
passent par 11. Les plans tangents aux sommets de ces paraboloides,
qui coincident avec les plans podaires de P, Q, R et qui concourent

——

en l'orthopdle M de m, rencontrent donc les segments _I-—IT’, ﬁa, HR
aux deux tiers & partir de I, ce qui achéve de démontrer le corollaire.
1 peut se déduire aussi de ce que le lieu des orthopdles des droites
d’une gerbe de centre 11, est une surface cubique ayant quatre points
doubles aux symétriques des pieds des hauteurs du tétraédre adjoint ¢
[homothétique (11,2) du tétraédre orthocentrique T} par rapport aux
projections orthogonales de 11, sur les hauteurs de T (?). Car, si I'on
désigne par het I le pied de la hauteur relative au sommet A de T
et celui de la hauteur correspondante de t (hh' = Hh), par A’ le
point double sur cetie hauteur du lieu des orthopdles des droites
passant par H,, et par h, la projection de H, sur Ah, on obtient

HA
hA, = Ih =Kh+ hh, = R+ =3~

211A
HA’ = hA’ — hH = kA’ —hH + by = —3—

Note. — Ces propositions constituent une extension au tétraédre
orthocentrique de la généralisation d’un théoréme d’HamiLTON
relatif a I'orthopdle d’un diamétre du cercle circonscrit & un triangle
par-M. R. GOORMAHGTIGK (). D’autre-part, la surface S est I'ana-
logue dans un tétraddre orthocentrique du cercle des neuf points (O)

pour un triangle. Ainsi, de méme que le cercle (O,) passe par les

(") G. FonTENE, N. A., loc. cit.
(2) Cf. A. MarmioN, Comptes Rendus, t. 230, p. 1926.
(%) Journal de Vuibert, 38¢ annce, p. 69.
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milieux des cotés et par les pieds des hauteurs d’un triangle, la sur- "
face T passe par les centres de gravité des faces et par les pieds des
hauteurs d’un tétraédre orthocentrique. :

177. PLAN PODAIRE GENERALISE. — Etant donné un tétraédre
quelconque T= ABCD, un axe arbitraire A de l'espace et une
ition T' = A’B'C’'D’ du tétraédre T aprés une rotation,

seconde posi
d’angle », autour de A, on se propose de déterminer le lieu des points

M de la surface de SarTiaux (S)du tétraédreT tels que les perpendi-
culaires menées de M sur les plans B'C'D’, C'D'A’, D’A’B’, A'B'C/
rencontrent respectivement les plans BCD, CDA, DAB, ABC en
quatre points situés dans un méme plan.

Si 'on désigne par M;, M et Mi, (i=a, b, ¢, d), les projections
orthogonales d’'un point cherché M sur les plans (BCD, CDA, DAB,
ABC), (B'C'D, C'D'A’, D’'A'B’, A'B'CY) et les points de rencontre
des droites MM/ avec les plans des faces du tétraédre T, par cos a;,

cos vy; les cosinus directeurs d’une droite MM, et par z; les

cos 3,
ra¢dre T, la

coordonnées normales du point M par rapport au tét
surface (S) a pour équation

1) cosa;, COSB;, COSY Lo,
z

i
Le systéme de coordonnées rectangulaires peut &tre choisi de
maniére que la rotation d’angle v du tétraédre T se fasse autour

d’un axe A passant par le point M et paralléle a Paxe des z. D’autre
part, en vertu du théoréme fondamental de la géométrie sphérique,

si 'on pose, angle M\MM; = u;, on obtient
cos u; = cos’ y; + sin®y; cos v,

et les coordonnées normales du point M, par rapport au tétraédre T”
formé par les plans perpendiculaires aux droites MM/ en M;

x; . . , .
i . Des lors, si I'on désigne par (cos a®, o8 B!, cos i) les
cos U;
cosinus directeurs des droites MM, on a, d’abord,
cos’y; + sin’y;cosw| __ o
- %
T

sont

S’=|cosa}, cospi, cosvyi,
puisque le point M doit appartenir a la surface de SarTiaux (S")
du tétraedre T’. Ensuite, comme

(2) ‘cosa;, CcOSP, cosyl=|cosai, cosfi, cos vil,

(i = a, b, c ou un terne quelconque pris parmi a, b, ¢, d), car ces
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déterminants représentent les sextuples des volumes des deux
tétraddres égaux (0, 0, 0), (cos a;, cos f, cos <) et (0, 0,0), (cos a,
cos @, cosy7). On a donc aussi I'équation

cos?y; + sin’y; cos ©

(3) |cosa;, cosfi, cosY; =0,
Z;
qui, en raison de (1), peut &tre remplacée par
sin®vy;
(4) cosa;, COSf; COSY - Yil — Q.
i

Si les sin y; ne sont pas égaux, les équations (1) et (4) représentent
deux surfaces distinctes dont la courbe X d’intersection constitue
le lieu cherché des points M, et il est clair que les droites MM;
rencontrent les plans des faces du tétraédre T sous un méme angle.
D’ou cette proposition: les perpendiculaires menées d’un point M
de la courbe ¥ sur les plans B'C'D’, C'D'A/, D’'A'B’, A’'B'C’ des faces
d'un tétrasdre T' obtenu par rotation du tétraédre T autour d’un axe
arbitraire A de Uespace rencontrent les plans BCD, CDA, DAB, ABC
en quatre points situés dans un méme plan (Plan podaire généralisé),
qui étend au tétraédre la propriété fondamentale de la droite de
Simson généralisée d'un point de la circonférence circonscrite a

un triangle.

178. Térrakpres spiciaux. — Lorsque les sin y; sont égaux,
les surfaces (1) et (4) se confondent et tous les points de la surface
de Sartiaux S du tétraédre T possédent la propriété que les quatre
points M qui en proviennent sont situés dans un plan =. Les plans
des faces de ces tétraédres spéciaux T font un méme angle avec un
certain plan (P) et 'axe de rotation en cause est normal a ce plan.

Pour construire un tétraédre de ce genre, il suffit de mener les
plans paralléles & chacun des quatre plans tangents & un cdne de
révolution donné (C). L’axe A de rotation sera paralléle a I'axe A’
du céne (C) et le plan (P) normal & A’. Dés lors, avec les notations’
du début, si la rotation de ce tétraédre spécial T autour d’un axe
paralléle & A passant par un point arbitraire M de la surface de
SarTiaux du tétraédre T améne le segment MM, en MM| et que
la droite MM, perce le plan de la face correspondante de T en M,
I’angle M/MM; = u.conserve une grandeur constante et 'on a

MM}';_I\IIV;’: 1
MM, MM, cosu
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_Le point M; coincide donc avec le transformé du point M; par

la rotation effectuée, suivie d’'une homothétie (M, { ), et les -
: cos u b

points M; sont coplanaires, puisque les points M, sont dans le plan -
podaire du point M par rapport au tétraédre T. ‘

La conclusion est la méme pour un tétradédre spécial T dont les
plans des faces sont orthogonaux & quatre génératrices du cone (C). *
Lorsque, de plus, les plans des faces du tétraédre T sont orthogondux
aux quatre génératrices communes & deux cénes de révolution (C)
et (C'), de méme sommet, dont les axes ne sont pas orthogonaux,
(ou paralléles aux quatre plans tangents aux cdnes suivant ces
génératrices), il y a deux plans (P) et deux axes de rotation A per-
pendiculaires & ces plans. Enfin, quand les axes des cdrfes (C) et
(C') sont perpendiculaires, il existe trois plans (P) et trois axes .
de rotation paralléles aux bimédianes du tétraédre T, qui est alors
équifacial. En résumé, les perpendiculaires menées par un point
arbitraire M de la surface de Sartiavx d'un tétraédre T= ABCD - ;'
dont les quatre plans des faces font des angles égauz avec un, deux
ou trois plans (P), sur les plans des faces B'C'D’, CD’'A’, D'A'B/,
A'B'C’ du tétraédre T’ transformé de T par une rotation du tétraédre T
autour d’un, deuz ou trois axes normaux auz plans (P), rencontrent
les plans BCD, CDA, DAB, ABC en quatre points situés dans un méme

plan.

.



CHAPITRE IV

QUEST]UNS PROPOSEES
SUR LA GEOMETRIE DU TETRAEDRE

1. Déterminer le point dont les plus courts chemins qui le séparent
de chacun des sommets d’un tétraédre, aprés avoir touché la face
opposée, soient égaux entre eux.

2. Partager la surface d’un tétraédre en deux parties équiva-
lentes par un plan passant par une aréte et montrer que les six
plans ainsi obtenus sont concourants.

3. Déterminer une section plane limitée par trois faces d’un
tétraédre qui partage, a la fois, la surface et le volume en deux
parties équivalentes et montrer que son plan passe par le centre
de la sphére inscrite. A

4. Etant donné un tétraédre, comstruire cing sphéres égales.
entre elles, dont 'une est tangente aux quatre autres, et chacune
de celles-ci & trois faces du tétraédre.

5. Déterminer un point M de l'aréte BC d’un tétraédre ABCD
pour que les plans ABC, ABM touchent extérieurement deux sphéres
respectivement tangentes aux quatre plans des faces des tétratdres
ABCM, ACDM.

6. Etant donné un tétraédre, construire quatre spheres égales
entre elles, tangentes 4 une méme sphére de rayon donné (ou a
un méme plan) et chacune a trois faces du tétraédre.

7. Etant donné un tétraédre ABCD, placer une sphére de rayon
donné, de maniére que ie volume du tétraddre polaire de ABCD,
par rapport a cette sphére, soit le plus petit.

8. Si la hauteur d’un tétraédre ABCD issue du sommet A est
égale & la somme des trois autres, le centre de gravité et les points
ou les arétes AB, AC, AD rencontrent les plans bissecteurs des
diédres opposés sont dans un méme plan.

9. Etant donné un tétraédre ABCD, inscrire dans les triédres
de sommets A, B, C, D les plus grandes spheres égales entre elles
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(A), (B), (C), (D), de maniére que I'on punsse placer entre les sphéres
(B) et (C) des sphéres égales a celles-ci, inscrites au diédre BC,
chacune de ces sphéres touchant les deux entre lesquelles elle est
située, et ainsi de suite pour les sphéres (C) et (A), (A) et (B), (A)
et (D) (B) et (D), (C) et (D).

10. Etant donné des points arbitraires A’ B, C', D' dans les
plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC d’un tetraedre et les trans-
formés (A,, B,, C,, D) (A,, B, C,, D,), (A,, By, Cy, D,) des points
A, B, C, D par les homothéties de m&me module k et de centres
respecnfs (D, A%, B, C), (C', D', A, B'), (B, C', D’, A'), les tétraédres

AB,C,D,, AEBQC._D‘,, A B, C,D,, ont méme centre de gravité. Généraliser.

AP + ~_:_, CP + DP des rapporis en les-
PA’  PB’  PC P
“quels un point P intérieur & un tétraédre ABCD divise les céviennes

11. La somme

AA’, BB, CC, DD’ de ce point n’est jamais moindre que 12, tandis

que le produit de ces rapports n’est pas inférieur & 81.

12. Soient a et a’, b et ', c et ¢’ les points de rencontre des arétes
BC et DA, CA et DB, AB et DC avec un plan arbitraire; G,, G,
G., G, les barycentres des triangles a’bc, V'ca, c'ab, a’b'c’. Si I'on
prolonge les _segments AG,, BG,,, CG,, DG,, de deux fois leurs lon-
gueurs, soit AA = 3AG,, BB’ = 3BG,, CC' = 3CG,, DD’ = 3DG,,
les points A’, B’, C', D’ sont coplanaires.

+ 13. Si par les sommets A, B, C, D d’un tétraédre ABCD, on méne
successivement les plans paralléles aux faces (B'C’'D’, C’'D'A’, D'A'B’,
A'B'C’), aux faces (C'D’'A’, D’'A'B’, A'B'C/, B'C'D’), aux faces
(D'A'B’, A'B’'C’, B'C'D’, C'D’A’), aux faces (A'B'C’, B'C'D’, C'D’A’,

D’A'B’) d’un tétraédre A’B'C'D’, la somme algébrique des arétes'

homologues des quatre tétraédres ainsi déterminés est nulle.
14. Le point de Monge et le centre d’une des sphéres tangentes
aux quatre plans des faces peuvent se confondre sans que le tétraédre
fondamental ‘soit ¢quifacial. Discussion.
15. Soient A,, B,, C,, D, les points oi une droite d perce les plans

des faces BCD, CDA, DAB, ABC d’un tétraédre; A, et A, B, et -

B,, C, et Gy, D, et D, les projections orthogonales des points A et A,,
B et B, Cet C,, D et D, sur un plan arbitraire donné. Les sphéres
ayant pour centres les milieux de AA,, BB,, CC,, DD, et passant
par les points A, et A,, B, et B, C, et C,, D, et D, appartiennent

4 un méme falsceau
16. Soient M et N, Set T, U et W les milieux des arétes BC et

DA, CA et DB, AB et DC d’un tétraédre. Les plans radicaux des
sphéres (M) et (N), (S) et (T), (U) et (W) décrites sur les mémes

!
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arétes comme diameétres, divisent harmoniquement la distance des
centres des sphéres restantes. :

17. Soient A’, B’, C/, D’ les points de contact des faces d’un
tétraédre quelconque ABCD avec les sphéres exinscrites dans les
triédres tronqués du tétraédre. Les triangles podaires de ces points
par rapport aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC sont semblables.

18. Les plans des faces d’un tétraédre T’ de grandeur constante,
assujettis a rester paralleles & ceux des faces d’un tétraddre fixe
T= A,A,A,A,, forment avec les triédres de celui-ci quatre tétraédres
T,, T,, Ty, T,. Pour quelle position de T’, la somme des carrés des
rapports d’homothétie des tétraédres T,, Tg, T,, T, au tétraédre T
est-elle la plus petite?

19. Le volume du tétraédre A'B'C’'D’ formé par les plans paral-
leles aux faces d’un tétraddre ABCD menés par les sommets d’un
quadrangle gauche afy% ayant ses cdtés égaux et paralléles aux
médianes du tétraédre ABCD vaut huit fois le volume de celui-ci
et les tétraédres A’'B'C'D’, aBy5 ont le méme centre de gravité.

20. Les six plans bissecteurs des trois diédres d’un tétraédre
suivant les arétes d’une méme face, pris quatre par quatre, forment
quinze tétraédres circonscrits 2 un méme paraboloide de révolution.

21. Si les plans tangents & la sphére circonscrite aux sommets
A, B, C, D et les plans polaires de ceux-ci par rapport & une sphére
donnée se rencontrent dans les plans des faces opposées, le tétraédre
ABCD est orthocentrique, et réciproquement.

22. Des paralléles de direction arbitraire menées par les sommets
A, B, C', D' d’un tétragdre A'B’C'D’ coupent les plans des faces
BCD, CDA, DAB, ABC d’un tétraédre ABCD homothétique au
premier en A,, B,, C, D,. Si k est le rapport d’homothétie, on a
la relation

Vi=—K2k+ 1)V

entre les volumes V, et V des tétraédres A,B,C,D, et ABCD.

23. On denne un tétraéddre ABCD et un point M. La paralléle
menée par M & une aréte rencontre les plans des faces qui ne
contiennent pas cette aréte aux points P et Q. La somme des pro-
duits MP.MQ pour les six arétes, égale la puissance de M par
rapport a4 la sphére circonscrite au tétraédre.

24. Etant donné un tétraédre ABCD et un point arbitraire P,
montrer que : 1° les plans radicaux d’une sphére quelconque passant
par P avec les sphéres PBCD, PCDA, PDAB, PABC coupent res-
pectivement les plans BCD, CDA, DAB, ABC suivant quatre droites
coplanaires. 2° Si un plan arbitraire coupe les plans BCD, CDA,
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DAB, ABC suivant quatre droites d,, Ay, A, Ay, les plans (P, A,),
(P, A), (P, A), (P, A,) coupent les sphéres PBCD, PCDA, PDAB,
PABC respectivement suivant quatre cercles d’une méme sphére
passant par .P. :

 25. On donne un tétraédre ABCD et un point arbitraire P; on
désigne par P,, la puissance du point A par rapport a la sphére
décrite sur BP comme diamétre, et 'on demande de déterminer les
points P qui satisfont respectivement aux conditions suivantes:

\ :

1o Pub = Pbc= Pcd = Pdm Pba == Pch = Pde == Paa;

20 Pab + Pac + Pad = Pbc + Pbd + Pba'
=Prd+ Pca+ Pcb=Pda+de+ P«lc'

26. Etant donné un tétraédre ABCD: 1° Lieu des points M tels
que la somme des puissances du sommet A pour les sphéres décrites
sur MB, MC, MD comme diamétres est constante. 2° Trouver le
point M pour que les sommes de§ puissances des quatre sommets
A, B, C, D pour les trois sphéres correspondantes soient les mémes
pour les quatre sommets et montrer que M coincide avec le symé-
trique du centre de gravité par rapport au centre de la sphére cir-
conscrite au tétraédre. :

97. Etant donné un tétraédre ABCD et un point arbitraire M:
10 la somme des puissances des sommets respectivement, par rap-
port aux trois sphéres décrites sur (MB, MC, MD), (MC, MD, MA),
(MD, MA, MB), (MA, MB, MC) comme diamétres, est égale a la
somme des carrés des arétes. 20 Construire le point M quand les
sommes des puissances des sommets A, B, C, D relativement aux
ternes des- sphéres précitées, sont proportionnelles a des nombres
donnés a, &, v, 3.

28. Dans un quadrangle gauche ACBD, les plans perpendicu-
laires en A 2 AC, en C & CB, en B a2 BD, en D & DA forment un
tétraédre A,C,B,D, de centre de gravité G,. Les puissances de A
pour la sphére (G,C) décrite sur G,C comme diamétre, de C pour la
sphére (G,B), de B pour la sphére (G,D), de D pour la sphére (G,A)
sont égales. - '

29. Dans un tétraédre ABCD dont les sommets A, B, C sont
les inverses par rapport & une sphére arbitraire, de centre D, des
sommets d’un triangle rectangle donné, le tétraédre ABCD et son
tétraédre tangentiel sont, chacun, inscrit & I'autre.

30. Dans un tétraédre, le rapport des distances du point de MonGE
et du centre de la sphére circonscrite & la perpendiculaire commune
a deux arétes opposées faisant entre elles I'angle 6, est égal a cos 0.
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31. Construire un tétraédre orthocentrique ABCD dont la hau-
teur DD, est tangente a la sphére circonscrite et montrer que le
centre de la seconde sphére des douze points est situé dans le plan
de la face ABC.

32. Dans un tétraédre T= ABCD, les plans BCD, CDA, DAB,

" ABC détachent dans le tétraédre tangentiel quatre tétraédres et

les plans radicaux des sphéres (a), (8), (Y), (3), inscrites & ces tétraédres,
associées a la sphére circonscrite au tétraédre T, déterminent un
tétraddre T/ = A’B'C’'D’. 1° Le centre radical des sphéres (@), (B),
(Y), (3) coincide avec le centre d’une des sphéres quadritangentes
du tétraddre T'. 20 Les droites AA’, BB’, CC/, DD’ concourent
en un point dont les distances aux plans des faces du tétraédre T
sont proportionnelles aux carrés des rayons des cercles circonscrits
aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC. ,

33. Les droites AG, BG, CG, DG qui joignent les sommets d’un
tétrasdre ABCD au centre de gravité recoupent la sphére circons-
crite en A’, B/, C/, D’ et les plans perpendiculaires aux droites en
ces derniers points déterminent un tétraedre A/B;C’'D; 1° Les
tétraddres ABCD, A{B;C{Dj ont méme centre de gravité et sont
hyperboloidiques. 2° L’axe non focal de la quadrique de révolution
inscrite & A/B|C.D;, de foyer G, est égal au diamétre de la spheére
orthoptique de la sphére de MongE de Dellipspide de STEINER
inscrit au tétraédre ABCD. ,

34. Si des paralléles a trois arétes concourantes d’un tétraédre,
menées par un méme point, rencontrent les plans des faces en six
points & distance finie situés sur une méme sphére, celle-ci enveloppe
une quadrique de révolution. Généraliser.

35. Six points a, b, ¢, o, b/, ¢ étant pris sur les arétes BC, CA,
AB, DA, DB, DC d’un tétraédre, les plans radicaux de la sphére
ABCD associée aux sphéres Abca’, Beab, Cabc’, Da'b’c’ coupent
les plans BCD, CDA, DAB, ABC suivant quatre génératrices d’un
méme hyperboloide, si les droites aa’, b, cc’ sont concourantes
et réciproquement.- :

36. Dans un tétraédre ABCD, le volume du tétraédre antipo-

daire du centre de gravité G équivaut a quatre fois celui du tétraédre

antipodaire de I'un quelconque des sommets A, B, C, D par rapport
aux tétrasdres GBCD, GCDA, GDAB, GABC respectivement.
37. Dans un tétraédre ABCD, si un point P est le centre de gra-
vité de son tétraédre antipodaire, ses coordonnées barycentriques
sont inversement proportionnelles aux carrés de ses distances aux
sommets A, B, C, D, et réciproquement. :
38. Dans un tétraédre ABCD, les droites qui joignent les sommets

19



© 274 QUESTIONS PROPOSEES

aux points d’intersectio
quatre sphéres données de centres A, B, C, D coupent la sphére

circonscrite aux sommets de deux tétraédres égaux.

39. Des sommets A, B, C, D d'un tétraedre comme centres, on
décrit les sphéres dont les carrés
vement au tiers de la somme des carrés des arétes aboutissant
au sommet considéré. La sphére orthogonale & ces quatre sphéres
est concentrique & la sphére des douze points du tétragdre.

40. Les sphéres S;, Sy, S,, Sy ont pour centres les sommets A, B,C, D
d’un tétraédre et les carrés de leurs rayons sont égaux a la demi-
somme des carrés des arétes de la face opposée au sommet considéré;
les spheres S, S, S,, S; ont pour centres les symétriques A,, By,
C,, D, de A, B, C, D par rapport au centre G de gravité du tétraddre
et A A, BB, C,C, D,D pour rayons; soient C, l'intersection de S.
et S, Cy C., Cy celles de S, et S, S. et Si, Sy et S, Les cercles C,,
C,, C., C, sont sur une sphére 5, de centre G, passant par les inter-
sections de la sphére DE LoNGCHAMPS avec la sphére anticomplé-

mentaire de la sphére ABCD et qui coincide avec la sphére de MoNGE

de Tellipsoide de STEINER circonscrit au tétradédre ABCD.
(O) circonscrite

41. Les plans tangents en A,B,C,Dala sphére
4 un tétraddre ABCD forment un second tétraédre A’'B'C'D’ et les
droites AA’, BB, CC, DD’ sont des génératrices d’'un hyperboloide
(H,); les intersections des faces homologues des deux tétraédres
sont les génératrices d'un second hyperboloide (Hs); enfin, les droites

n troisitme hyperboloide
és 4 un méme tétradédre

joignant les sommets A, B, C, D du premier tétraedre aux points -

de LemoINE des faces opposées sont sur u
(H,)- 1° Les trois hyperboloides sont conjugu
dont les distances des sommets aux plans des faces du tétraédre
ABCD sont proportionnelles, en valeur absolue, aux rayons des
cercles circonscrits & ces faces. 20 Cas ot le tétraédre ABCD est iso-
dynamique.
42. Si un tétraédre orthocentrique T et un tétraédre T’ se corres-
ondent dans une homologie dont le centre est, a la fois, l'ortho-
centre de T et le centre de gravité de T', le plan d’homologie est
perpendiculaite & la droite ’EuLer OG du tétragdre T. Généraliser.
43. Déterminer un 4étraddre orthocentrique connaissant les aires
des faces.
44. Sur les hauteurs d’un tétraddre orthocentrique, d’orthocentre
H, on marque arbitrairement des points M, N, P, Q. Les six plans
menés par V'un des points H, M, N, P, Q perpendiculairement aux
arétes du tétraddre dont les quatre autres points sont les sommets,
rencontrent les arétes opposées en six points coplanaires.

P

o V et W des six sphéres de similitude de

des rayons sont égaux respecti-
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45. On considére un tétraédre ABCD trirectangle en D inscrit
‘& une sphére I' de rayon R. 10 On peut construire un triangle ayant
pour cotés les distances des trois sommets d’une méme face conte-
nant le sommet D au diamétre de la sphere " aboutissant au sommet
restant. 20 Si S est I'aire de ce triangle et 2, y, 2 les mesures des arétes
DA, DB, DC du tétraédre, zyz = 4RS.

46. Des sommets A, B,C,D d’un tétraédre orthocentrique comme
centres, on décrit quatre sphéres (A), (B), (C), (D) de méme rayon
qui coupent respectivement les arétes des faces opposées aux points
(24, oty @2y @3, sy @)y +ey (31y 315 30 32 3as %,). Les milieux des segments
(Aay, Aaj, Ady, Adl, Aas, Adl), ..., (D3 D3], D3,, D3;, D3, D:;) sont
2% points d’une méme sphére S,. Des centres de gravité des faces
du tétraédre comme centres, on -décrit les sphéres orthogonales
a la sphére S, qui coupent ces faces suivant des cercles C,, Cy, C.,
C,. Ces quatre cercles appartiennent 4 une méme sphére S,. Lieu
de Tintersection des sphéres S, S, lorsque le rayon des sphéres (A),
(B), (C), (D) varie.

47. Soient AA,, BB,, CC,, DD, les hauteurs, G le centre de gra-
vité, H Torthocentre d’un tétraddre orthocentrique ABCD. Les
cercles circonscrits aux triangles AGA,, BGB,, CGC,, DGD, se
coupent en un second point qui est I'intersection de la droite GH
avec le plan radical de la sphére circonscrite et de la seconde
sphére des douze points. L

48. Dans un tétraédre orthocentrique, les droites d’EuLer des
triangles des faces coupent les plans radicaux de la sphére circons-
crite 6t des sphéres décrites sur les médianes comme diamétres
en quatre points coplanaires.

49. Dans un tétraddre orthocentrique ABCD dont les hauteurs
sont AA,, BB,, CC,, DD, et H’ I'inverse de I'orthocentre H par rap-
port & la sphére circonscrite (0, R), les droites AH/, BH/, CH/,
DH’ percent la sphére (0, R) en A,, B, G, D,. Les tétraédres ABCD
et A,B,C;D, sont semblables et le volume du premier équivaut &
27 fois celui du second. :

50. Dans un tétraédre orthocentrique, si deux points conjugués
jsogonaux sont conjugués par rapport & la sphére circonscrite,
leur -sphére -podaire-est .orthegonale & la ‘sphére du faisceau de la
sphere circonscrite et de la sphére conjuguée dont le centre est le
complémentaire de I'orthocentre. : : '

51. Etant donné un tétraédre orthocentrique ABCD et deux points
variables M et M’ diamétralement opposés sur la sphére circonscrite,
les paralléles & AM, BM, CM, DM et & AM’, BM/, CM’, DM’ menées
par Porthocentre H, coupent respectivement les faces en quatre
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x et . 10 Ces plans enveloppent une
inscrite au tétratdre et concentrique
oints. 20 Les plans = et =’ se ren-

le plan directeur de Q relatif au
our de H en restant

points situés dans des plans
quadrique de révolution Q
a la seconde sphére des douze p
contrent en une droite A dans
foyer H. 3° La corde de contact tourne aut
perpendiculaire au plan (H, A).

52. Dans tout tétraddre équifacial, le tétraédre podaire du centre
de la sphére inscrite est équifacial et ceux des centres des sphéres
exinscrites sont trirectangles aux orthocentres des faces.

53. Si les droites joignant les sommets A, B, C, D d’un tétraédre
aux points A, B, C,, D, situés dans les plans des faces opposées
sont concourantes et que les droites joignant les mémes sommets
aux conjugués isogonaux A,, B;, C,, D, de A,, B,, G, D, dans les
triangles des faces correspondantes sont aussi concourantes, le
tétraédre est isodynamique, et réciproquement.

54. Dans un tétraédre ou la différence des carrés des arétes
opposées est la méme pour les trois couples: 1° Trois médianes
sont égales et la droite d’EULER OG est perpendiculaire & I'une des
faces. 20 L’une des hauteurs passe au symétrique de I'orthocentre
de la face opposée par rapport au centre du cercle circonscrit. 3° La
somme ou la différence des cosinus de deux diédres opposés du
tétraédre tangentiel est la méme pour les trois couples de ces
diédres.

55. Etant donnés deux tétraédres ABCD, A'B'C'D’, si par les
sommets A, B, C, D on méne les plans paralléles a, b, ¢, d a une
direction m et par A’, B, €, D’ les plans paralléles a,b,cd,d a
une direction m’ de maniére que les droites (a, @), (b, ¥), (e, ),
(d, d') soient situées dans un méme plan (P), celui-ci pivote autour
d’un point fixe lorsque les directions m, m’ varient.

56. Dans un tétraédre les droites passant par le pole harmonique
du plan mené par le centre de gravité normalement & la droite
d’EvLer OG et s’appuyant respectivement sur deux arétes opposées
rencontrent ces arétes en six points d’une méme sphére.

57. Si les carrés des ar8tes d’un tétraéddre ABCD vérifient les

relations '
a*+ ka?= b+ kb?*=¢c+ k',

J étant un coefficient arbitraire :
10 Le pied de la hauteur DD,
la face ABC et O,D\ = (.l‘g_li’.

90 La droite qui joint le centre de la sphare circonscrite (O, R) au

est sur la droite d’EuLEr O,4l], de

C m—t
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point Q de la médiane DG, tel que QQ% = %
plan ABC et les segments AA,, BB,, CC,, DD, passant par Q et ter-
minés aux faces opposées du tétraédre sont égaux.

30 La projection orthogonale G} du centre de gravité G du tétraédre
0.6, _ 30k +1)
0,G, 4k

40 Sil'on désigne par a et 2, § et %, y et ¥ les diédres opposés du
tétraddre tangentiel du tétraédre ABCD, on a

cos o + [k| cos 2 = cos & + [k cos § = cos Y + kK cos.

50 Si I'on marque sur DO, le point D, tel que 0,D, = k.0,D,
le tétraédre ABCD, est orthocentrique. 6° Cas particulier o k = — 1.

58. Sur les arétes BC, CA, AB, DA, DB, DC d’un tétraédre ou
leurs prolongements, des segments o7y, 8,5, YiY2 € 717 BB, vive
conservent des longueurs constantes et glissent arbitrairement.
Les plans radicaux des sphéres ARiol et A . B ,~f etB . 5
Ca,2v: et CryZays, D=8.-/i et DajBiys déterminent par leurs inter-
sections un tétraédre fixe AB,C,D, formant avec ABCD un couple
de Mosrus. Discussion.

59. Si le plan directeur de I'un des foyers d’une quadrique’ de
révolution circonscrite & un tétraédre orthocentrique est tangent
a la sphére conjuguée, la sphére orthoptique de celle-ci passe par
le foyer considéré. :

60. Si les plans passant par les arétes BC, CA, AB, DA, DB, DC
d’un tétraédre isodynamique et par un point arbitraire P d’une
de ses médianes rencontrent les arétes opposées en M, N, Q, M,
N, Q respectivement, les axes radicaux des ternes de sphéres

(ABCM’, ACDQ, ABDN),  (BCDQ, BACN', BADM),
(CBDN, CABQ, CDAM),  (DBCM’, DCAN, DABQ)

sont concourants.

61. Dans un tétraédre isodynamique ABCD, les rayons des sphéres
de Ticker passant, chacune, par un sommet sont proportionnels
aux distances des plans des faces au centre radical des sphéres
circonscrites aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC et orthogonales
aux sphéres de centres A, B, C, D dont les rayons sont proportionnels
a ceux des cercles circonscrits aux faces opposées.

62. Déterminer les sphéres centrées aux sommets A, B, C, D
d’un tétraddre, de maniére que leur centre radical soit celui des -
sphéres circonscrites aux faces BCD, CDA, DAB, ABC qui les coupent

orthogonalement.

est perpendiculaire au

sur le plan ABC est telle que
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63. Si dans un tétraédre ABCD le tétraédre formé par les points
de rencontre A’, B, C’, D’ de la sphére circonscrite avec les céviennes
d’un point P est homothétique au tétraédre podaire de P, I'axe
focal de la quadrique de révolution inscrite de fover P, passe par
le centre de la sphére circonscrite.

64. Dans un tétraédre T, les sphéres décrites sur les cercles ortho-

tiques des ellipses de STEINER inscrites aux triangles des [aces
BCD, CDA, DAB, ABC comme grands cercles sont orthogonales
aux sphéres (A), (B), (C), (D) ayant pour diamétres les distances
du point de MoNGE aux sommets. Les plans polaires des centres de
gravité des faces par rapport aux sphéres correspondantes (A), (B),
(C), (D) rencontrent-elles les plans des mémes faces suivant quatre
droites hyperboloidiques? — Cas ou le tétratdre T est orthocentrique.

65. Dans quel tétraédre ABCD, les droites AA,, BB,, CC,, DD,
qui joignent les sommets aux points potentiels d’ordre n des faces
BCD, CDA, DAB, ABC concourent-elles en un point P? Lieu de P
quand n varie,

66. Soient I, I, I,, I, I, 1I,, I,, I, les centres des sphéres tangentes
aux quatre plans des faces d’un tétraédre ABCID. Si 'on considére
des forces dirigées des centres de ces sphéres vers les faces du tétraédre
et respectivement égales aux inverses des ravons correspondants,
ces 32 forces se font équilibre.

67. Les plans B,C,D, et G,G.G, C,D.A, et GG,G,. DAB, et
G,G,G,, A,B,C, et G,G,G,. déterminés par les orthocentres et les
centres de gravité des faces d’un tétraédre orthocentrique ABCD,
se coupent suivant quatre droites A, A,, A, A, Démontrer que
les plans (A, A,), (B, 4,), (C, A.), (D, A,)) sont perpendiculaires
a la droite qui joint orthocentre et le centre de gravité du tétracdre.

68. Les six plans radicaux des sphéres décrites sur les cercles
orthocentroidaux des faces d’un tétraédre comme grands cercles
passent par les milieux des arétes. Méme propriété quand on
remplace les cercles orthocentroidaux par les cercles des neuf points,
les cercles conjugués et les cercles orthoptiques des ellipses de STEINER
inscrites ou circonscrites aux faces du tétraédre.

69. Etant données quatre sphéres (0,), (0,), (0.), (0,), tangentes
trois a trois, dont les centres sont dans un plan (P), et les sphéres
(0J), (0s), (O7), (0,), tangentes respectivement aux sphéres [(O,),
(O,), (Od)]’ [(O,), (Od): (Oa)]: [(OJ)’ (Oa)’ (Oh)]’ [(On)7 (Oh), (O")]y les points
de rencontre A, B, C, D des diamétres des sphéres (0O,), (0,), (O.),
(0,) perpendiculaires au plan (P), respectivement avec les sphéres
'0,), au-dessous de P, (0,), (O.), (O,), au-dessus de (P), sont les
jommets d’un tétraédre orthocentrique dont les hauteurs AA,,
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BB,, CC,, DD, passent par les points Ay, By, C,, D, ol les diamétres
des spheres (0.), (0), (Oo), (0}), perpendiculaires au plan (P),
rencontrent ces sphéres, au-dessus de ce plan.

70. Soient A,, B,, C,, D, les points qui divisent les céviennes
AA’, BB/, CC/, DD’ d’un point arbitraire P, par rapport a un tétraédre
ABCD, de sorte que

AA’ _ BB _CC DD _

AA, BB, CC, DD,
et A,, Ay, A, les points ou les droites A,B,, A,C,, A,D, percent le
plan BCD. Les triangles ACD, A,DB, A,BC ont des aires équiva-
lentes. Cas ou m = 2.

71. Si les centres de quatre sphéres quadritangentes sont situés
sur la sphére circonscrite, le tétraédre est équifacial et récipro-
quement.

72. Si les plans BCP, CDP, BDP, ADP, ACP, ABP, passant par
les arétes d’un tétraédre ABCD et par un point arbitraire P, coupent
les arétes opposées DA, AB, AC, BC, BD,CDen N, U, §, M, Q, W,
Jes axes radicaux des ternes de sphéres (ABCN, ACDU, ABDS),
(BCDU, BACQ, BADM), (CBDS, CABW, CADM), (DBCM, DACQ,
DABW), forment un quadruple hyperboloide.

73. Si les puissances des sommets A, B, C, D d’un tétraédre T
par rapport & des spheres S, S,, S,, S, S, sont proportionnelles
aux nombres (2, m?, n’, p*), (—U, m’, n2, p), (I8, —m?, ', p%), i,
md, —n?, pY), (I, m?, n’,— p°), le centre radical de S,, S, S; Sy et
celui des sphéres des faisceaux formés par S avec les plans BCD,
CDA, DAB, ABC et passant respectivement par A, B, C, D, coin-
cident avec le pole dans T du plan radical des sphéres ABCD et S.
74 _Aux sommets d’un tétraédre ABCD, on construit les vecteurs
AN, BB', CC, DD’ de grandeurs données et portés par des droites
paralléles. Déterminer la direction de celles-ci pour que A’, B, C',
D’ soient coplanaires. — Trois des vecteurs peuvent-ils &tre copla-
naires ? Discuter.

75. Dans un tétraédre, si A, B, C, D et a, @, b, v, ¢, ¢ désignent
les mesures des aires BCD, CDA, DAB, ABC et des diédres suivant .
les -ardtes BC, DA, CA, DB, AB, DC, le quadruple de la somine

Z <B. C cos® ; -+ D. A. cos® %)

a méme mesure que le carré de la surface totale.
76. Soient un tétraédre T= ABCD et les droites a, b, ¢, d menées
par un point P de Iespace parallélement & quatre directions .
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données. Les plans BCD, CDA, DAB, ABC sont rencontrés par a
en (l,, my, Ny, py), par b en (L, my, n,, p,), parc en (lyy My, 04y Po),
" par d en (L, m,, n, p,). 1l existe, en général, une pdsition du point

P et une seule pour laquelle chacun des quaternes (I,, m,, ny, p,),
(lyy s, N3y Pa)y (b my, 1, pa)s (k, my, ny, p;) soit coplanaire. —
Cas ol a, b, ¢, d sont paralléles aux médianes de T.

77. Si S,, Si, S., S, sont les aires des faces opposées aux sommets
A, B, C, D d’un tétra¢dre de volume V et si z, 2, vy, 2 sont les angles
qu’une droite quelconque fait avec les plans des mémes. faces, on a

SBC’ S,S, sinf siny=—9 V*

(R. BrLancHARD)

\

78. Si les directions des hauteurs d'un tétradédre appartiennent a

1, 2 ou 3 cones de révolution, il manque 1, 2 ou 3 sphéres exins-

crites dans les combles du tétraédre, et réciproquement. L’axe de
chaque cdne est paralléle & I'intersection des plans bissecteurs inté-

rieurs de deux diédres. .
(A. Marmion)

79. Si un tétraddre a deux ditdres opposés supplémentaires, le .

tétraddre des centres de ses sphéres exinscrites a deux diédres opposés

‘droits. Si un tétraédre a deux diddres opposés égaux, le tétraédre des

centres de la sphére inscrite et des trois sphéres des combles a deux

di¢dres opposés droits. Un tétraédre ne peut avoir deux couples de
ditdres opposés supplémentaires.

!

(A. MarmioN)

80. Si M est un point de la sphére podaire de deux points P, P’
isogonaux par rapport a un tétraédre, les sphéres de centres P, P’

et passant par M coupent chaque face du tétra¢dre suivant des

cercles orthogonaux.
(A. MaRmiIoON)

81. Deux tétraddres orthogonalement affins sont erthologiques

gauches. :
: (M. MonsEeavu)
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Quabstion 4;8. o

\

. Déterminer un tétraédre orthocentrique, connaissant les aires des

quatre faces.
Solution par A. Marmion (').

La question a été traitée analytiquement par LAGRANGE (Mém. Acad.
Berlin, 1773, p. 160; Euvres, t. I11, p. 662) sous la forme suivante : Déter-
miner le tétraédre de volume mazimum dont les aires des faces sont données.
Les formules auxquelles il arrive montrent en effet que le tétraédre est
orthocentrique, ainsi que le fait remarquer P. Serrer (Journ. de Liouville,

1862, p. 377), gui démontre géométriguement la propriété mais sans
s’occuper de la étermination du tétraé

moins une racine-réelle positive, calcule les arétes en fonction de cette
racine, mais ne s’occupe pas des conditions dans lesquelles ces arétes

euvent appartenir & un tétraedre. Enfin, IvEncar (The Mathematics
Student, 1947, p. 104) résout le méme probléme, arrive & une équation du
quatriéme degré qui se préte bien & la discussion et montre que si chaque
aire donnée est inférieure & la somme des trois autres il y a un tétraddre
réel et un seul répondant a la question. (En réalité il y a deux tétraddres

symétriques.)

On sait que quatre vecteurs a, 8, ¥, § perpendiculaires aux faces
d’un tétraédre ABCD, dirigés vers I'extérieur et ayant pour longueurs
les aires de ces faces ont une somme nulle, cest-a-dire sont équipol-
lents aux cotés d'un quadrilatére gauche A,B,C,D,. On voit que
chacune des aires doit &tre inférieure & la somme des trois autres.

Le volume du tétraédre ABCD est égal au sixiéme du produit sca-
laire d’un des vecteurs d’un tri¢dre (D par exemple) par le moment
ou produit vectoriel des deux autres vecteurs du méme tritdre.

(Ap. MINEUR, Géométrie vectorielle, I, p. 55.)

_ ~_ |a, a, a, .
1) 6vol. DABC=adbbc=(b. b  b|=A4, '
¢, € C .

a., @, @, ..., étant les composantes des vecteurs a = DA, b= DB,
c — DC sur trois axes rectangulaires. Dans cette expression, et en ne
considérant le volume qu’en valeur absolue, on peut remplacer les vec-

teurs DA, DB, DC non seulement par trois vecteurs d’un autre
triedre, mais aussi par trois vecteurs équipollents & trois arétes non

coplanaires quelconques du tétraddre. Par exemple, si I'on remplace

-+ (*) Mathesis, 1953, p. 69 (Question 3253 proposée par V. Tagsaurt).

re. LAGRANGE arrive pour cette’
détermination & une équation du quatriéme degré, montre qu'elle a au
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DC = ¢ par BC=c— b, on a, puisque, bbb est nul, 1bb(c—b) = dbbe.

Les vecteurs a, B, Y, 5 perpendiculaires chacun & une face de
ABCD et égaux A I'aire de cette face sont les demi-moments ou demi-
produits vectoriels de deux artes du tétraédre ABCD. Avec ces
quatre vecteurs on.peut former six quadrilatéres gauches, et les
tétraédres de mémes sommets que chacun de ces quadrilatéres ont
tous méme volume V, égal au sixi¢me du produit scalaire de I'un

de ces vecteurs par le moment de deux autres, par exemple b3y,
ot 'on peut supposer

a%%m;, a=%m,;.;, 1= 1 ab

D =

"Les composantes de Jdbbe, Abca, dbab suivant les axes coordonnés
étant les premiers mineurs de A (loc. cit. p. 52) et le déterminant des
premiers mineurs d’un déterminant du troisiéme ordre étant égal
au carré de celui-ci, on a

@) 6V, =.}3. (6 V) ou V, -_—% v
La recherche du maximum de V se raméne donc & celle du maxi-
mum de V,. :

. On'sait que le volume d'un tétraddre est aussi égal aux —32;— du

produit des aires de deux faces par le sinus du diédre compris, divisé

par la longueur de I'aréte de ce di¢dre (DosTor, N. A. 1867, p. 413):

: 2 [Surf (A,B,C,) X Surf (A,D,C,)

V,=2
3) '3 AC,

:n appelant 7 I'angle du diédre A,C,. Cet angle étant indépendant
ie expression entre crochets, pour que V, soit maximum, il faut
jue = soit droit. Le méme raisonnement appliqué aux faces A,B,D,,
2,B;D, montre que le di¢dre formé par ces deux faces est également

Iroit. Or, de '
A,B, | ABC,B,C, | BCD, C,D, 1 CDA, D,A, | DAB,

sin ¢,

n tire 4
4) AB 1 A,B,D,,BC | AB,C,CD 1 B,G,D,, DA | C,DA,.
»ar suite, AB | CD, BC | DA, ce qui montre que le tétraédre ABCD

le volume mazimum pour des faces d’aires données est orthocentrique.
sour le tétraddre A,B,C,D, correspondant, le coefficient de sin 3 dans
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P’expression (3), qui ne dépend que de la variable A,C, = =, doit &tre..
maximum, ce qui donnera une condition pour déterminer . En éle-
vant au carré, I'expression B

P () = B (e ) — B = by Bl — (=]

+

doit étre maximum. Posant 2* = t, on doit avoir ,
F () 1 1 e '
By —i=
) = @i =g =G

1 1
- - —— = 0.
+t—-—(7-——5)’ t

Soient t, < t, <t < & les quantités (@ — B, (¥ —3) (@+8)
(y 4 2)* rangées par ordre de grandeur croissante, les deux premiéres
étant les carrés des différences. 11 y a une racine de I'équation dans
chacun des intervalles — oo, 058, t; ty, B35 1, L Comme z* doit &tre
supérieur & (a — @)’ et (y — £)!, et inférieur a (« + B)* et (v + 3)
(pour que les triangles A,B,C, et A,D,C, puissent exister), la seule
racine qui convienne est celle de l'intervalle t,, t;. La -valeur de z
correspondante permettra de construire les triangles AB,C, et
A,D,C, et il suffira d’en faire tourner un autour de A,C, jusqu’a ce .
que le diédre formé par les faces soit droit. 11 y a deux positions cor-
respondant & des rotations de -;- et §2: a partir de la position ol les
! .
plans coincident. On aura ainsi deux quadrilatéres A,B,C,D, et
A,B,C,D; symétriques par rapport 4 un plan. _ .
Etant donné un quadrilatére AB,C,D,, les conditions de perpen-
dicularité (4) montrent que les cotés du quadrilatéré gauche ABCD
sont perpendiculaires aux faces A, B, C, D du tétraddre. Ils doivent
donc &tre proportionnels & ces faces et dirigés tous vers l'extérieur
ou tous vers lintérieur. En prenant le facteur de proportionnalité k,
le volume serait, en vertu de (2),

vew dv=r v
4

64
Pour que V' =V, il faut que le facteur de'proportionnalité soit
4 2 o
k= — = —. . .
3V 3V, , .

Le quadrilatére gauche A,B,C,D, donnera ainsi deux quadrilatéres
ABCD symétriques par rapport & un point, suivant qu’on prend les



\ dirigées 1 vers: extérleur
esa

nétrie par. rapport h,mn ‘poirit-du par rapport & n plan. :
dieux quadrllatéres ABCD donnés par’ k}'. ,

éﬁqques.'i TV
r'de‘posslbxhté,t\-,it celle de’ pouvo:r former ‘un
cest-h ;dire, “ainsi- qué , nous.l'avons déja’
e des alres des faces soxt mféneure ala somme .
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