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Théoréme 12.13. Bertrand

Pour tout entier naturel non nul n, il existe des nombres premiers compris
entre n et 2n.

Preuve. Pour 1 < n < 4 c’est clair. Supposons que, pour un entier n > 5,
il n’existe pas de nombre premier compris entre n et 2n. Dans ce cas, on a

In,2n[NP = () et I'inégalité (12.6) devient 25" < (Qn)m, ce qui est équivalent &

2Enln(z) < V2nIn (2n) = 2v2n1n (V2n) , soit IH(J\;? e méQ)

. Nous sommes

In(z
donc conduit & étudier la fonction définie pour = > 5 par f (x) = L Sa déri-
x
, . 1—In(z) | . L
vée f'(r) = ————— s’annule pour z = e et f est strictement décroissante sur

le, +00[, & valeurs strictement positives et nulle & Uinfini.
In (30 In (2 In (29 In (2
Avec néo)—né)m—2.1x10_3<0(et n(29) In(2)

29 6
In (v2n In (2
on déduit que ( ) < n(2) pour tout n > 5 tel que v2n < 30, soit pour
V2n 6
302

n < - = 450. On donc ainsi montré que pour tout entier n > 450, il existe des

~ 5.8 x107* > 0),

nombres premiers entre n et 2n.
Pour les entiers compris entre 5 et 450, il n’est pas nécessaire de considérer tous
les cas. On peut remarquer que la suite de nombres premiers :

(ak)1<neo = (5,7,13,23,43,83,163,317,631)

est telle que gx < qr+1 < 2qx. Il en résulte que pour 5 < n < 450, tout intervalle
|n, 2n] contient 'un de ces nombres premiers. En effet, en désignant pour n > 5,
par k le plus grand indice tel que g < n, on a ¢x < n < qg4+1 < 2qx < 2n et
qr+1 € ]n, 2n] . O

12.5 Quelques tests de primalité

Z
Pour tout entier n > 2, 7 est I'anneau des classes résiduelles modulo n et
n

Z\" Z
(Z le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 7 On se reportera
n n

au chapitre 11 pour une étude détaillée de ces anneaux ainsi que de la fonction
indicatrice d’Euler que nous utiliserons.

Le théoréme qui suit nous donne quelques critéres de primalité.

Théoréme 12.14.

Pour tout entier n > 2, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. n est premier;
2. pour tout entier naturel non nul o, on a ¢ (n®) = (n — 1)n®"1;
3. on)=n—-1;
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n est premier avec tout entier compris entre 1 et n — 1 ;

S

est un corps;

est intégre ;

(n—1)!'=—1 (mod n) (théoréme de Wilson) ;
(n—=2)'=1 (mod n);
p

(my

Z

nZ
Z

nZ

L X2 NS

our tout k compris entre 1 et n, on a (n—k)(k—1) = (=1)
od n);

-1\,\? g1
10. n =2 ou n est impair et ((712)') =(-1) 2 (mod n);

n
11. pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a ( ) =0 (mod n);

12. pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, on a (

(") = 0" od

13. il existe un entier relatif a premier avec n tel que (X +a)" = X" +a

Z
d — | X
anan[ ].

Preuve. On vérifie d’abord que les assertions (1) & (6) sont équivalentes.

1) =(2)

Supposons que n soit premier. Un entier k& compris entre 1 et n® n’est pas
premier avec n® si, et seulement si, il est divisible par n, ce qui équivaut a dire
qu’il existe un entier ¢ compris entre 1 et n®~! tel que k = ¢gn et cela nous
donne n®~1 possibilités. Il en résulte que ¢ (n®) =n® —n®~t = (n — 1)n*"L

Il suffit de prendre o = 1.

Z _

Dire que ¢ (n) = n — 1 revient a dire que tous les éléments de 7 \ {0} sont
n

inversibles, ce qui équivaut encore a dire que tous les entiers compris entre 1 et

n — 1 sont premiers avec n.

Si tous les entiers compris entre 1 et n — 1 sont premiers avec n, on a alors

(n) 1, donc Z\" Z\{O} ce evient a dire eZet
n)y=n-— nc | — ui revien ire que — est un
4 ’ nZ) — nZ d ez
corps.

Résulte du fait quun corps est en particulier un anneau integre.
Z
Supposons que ’anneau 7 soit integre. Si d est un diviseur de n différent de n
n
dans N*, il existe alors un entier ¢ compris entre 2 et n tel que n = qd et dans
I'anneau intégre — on a gd = 0 avec d # 0, ce qui impose § = 0, soit ¢ = n et
n
d = 1. L’entier n est donc premier.

On prouve I’équivalence entre (1) et (7), soit le théoréeme de Wilson.
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Z — 7Z\"
(1) = (7) Pour n premier, — est un corps et tout élément k de <nZ> est racine du
n—1 _ 7
= IT (X — k) dans = [X] et en évaluant
n

polynéome X" 1 -1, donc X»~ 1 -1
k=1

_ _  n=1 = _
ce polynome en 0, il vient —1 = [] (—k) = (=1)""'(n—1)! = (n — 1)! (pour
k=1
n=2ona(—1)"""'=—-T=Tetn > 3 premier est impair, donc (—1)" "' =T1).
—_— - Z
(7)= (1) Sin > 2est tel que (n—1)! = —1 dans 7 alors tout diviseur d de n compris
n
entre 1 et n — 1 divisant (n — 1)! = —1 + kn va diviser —1, ce qui impose d = 1
et lentier n est premier.
(7)< (8) Porn>2,ona(n—1)!=(mn-1)(n—-2)! =—(n—2)! modulo n.

(7) < (9) L’implication (9) = (7) est évidente (k = 1). Supposons que (n — 1)! = -1 (n).
Dans ce cas, n est premier.
Sin=2 onaalors,pour k=1et k=2:

(n—k!(k—1)!'=1=(-1)" (mod 2)

Pour n > 3 qui est premier impair, on procéde par récurrence finie sur k.

Le résultat est acquis pour k¥ = 1 et pour k = n (puisque (—1)" = —1). En
supposant le résultat acquis pour k € {1,--- ,n —2},ona:
k
(n—(k+1)k! = k(nfk)!(kfl)!
—_— = . Z . - = .
avec n — k = —k qui est inversible dans le corps 7 puisque k # 0, ce qui nous
n

Z
donne I'égalité dans — :

nz

k
(n—(k+ D)kl = :k(n Bk -1 = —(—1)" = (-1)*!

soit (n — (k+ 1)k! = (—=1)*™ (mod n).
(7) © (10) Pour n =2q+ 1 > 3 et k entier compris entre 1 et ¢, on a :

gtk=n—qg—1+k=—(¢g+1—k) (mod n)

2
no1 —1
soit (n — 1) = (-1) 7 <<n 5 )') (mod n). Il en résulte que :

((n—1)!'= -1 (mod n))

2
-1
& (n = 2 ou n est impair et (<n2>‘> =(-1) Ex (mod n)>
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(1) = (11)

(11) = (12)

(12) = (1)

(1) = (13)

(13) = (1)

n
Si m > 2 est premier, comme il divise n! = k! (n — k)! (k) et est premier avec
k! (n — k)! (sinon il diviserait ce produit et donc I'un des entiers j compris entre

n
1 et n — 1, ce qui est impossible), il divise ( k) (théoreme de Gauss), ce qui

revient a dire que <Z) =0 (mod n).

n
Supposons que ( =0 (mod n) pour tout entier k compris entre 1 et n — 1.

k
-1 -1
Pour tout entier k£ compris entre 1 et n — 1, on a N ("
k k k-1
. n—1 n—1 )
(triangle de Pascal), donc i =-{,_; (mod n) et par récurrence sur

n
k compris entre 0 et n — 1, on déduit que ( ) est congru a (—1)’C modulo

-1 -1
n.Eneﬁet,ona(no ):15(—1)0 (mod n) et (nl )zn—lz—l

(mod n), puis en supposant le résultat acquis pour k — 1 compris entre 0 et
n—2,0na (n ; 1) = —(Z: 1) = —(-1)""' = (=1)" (mod n). Enfin on
termine avec 'équivalence de (1), (12) et (13).

Supposons que (Z) = 0 (mod n) et <n;1) = (—1)k (mod n) pour tout
entier k compris entre 1 et n — 1. Pour tout diviseur £ de n compris entre 1

-1 _
etn—1,onal= (n) :n(n )En(—l)k ! (mod n) (pour k = 1, on

k k\k—-1 k
-1
a bien (n 0 ) =1 = (-1)° modulo n), ce qui impose k = 1 (sinon n divise
% €{2,---,n— 1}, ce qui est impossible), donc n est premier.

Si n est premier, on a alors = 0 (mod n), pour tout k compris entre 1

n

k

et n — 1, ce qui implique en utilisant la formule du binéme de Newton que,
Z

que pour tout entier a € Z, on a (X +a)" = X" + @" dans 7 [X], puis le
n

théoreme de Fermat nous dit que a"* = a.
Z
S’il existe a premier avec n tel que (X +a)" = X™ +a dans — [X], on a alors
n
n
(k> a® = 0 modulo n pour tout k compris entre 1 et n— 1 et ™ = a modulo n.

n
Comme n est premier avec a et divise (k) a®, pour k compris entre 1 et n —1,

n
il va diviser ( k) (théoréme de Gauss), donc n est premier.

Z
Pour p > 2 premier, le corps 7 est noté F,,.
p



