Enoncé

Une urne contient initialement b boules blanches et r boules rouges, avec b > 1 et r > 1.

On effectue une succession de tirages d’une boule de la fagon suivante :

— si la boule tirée est blanche, on s’en débarrasse ;

— si elle est rouge, on la remet dans I'urne

Soi X le numéro du tirage de la b-iéme boule blanche (I'urne ne contient alors que des boules rouges).
1. Déterminer 'espérance de X.

2. Déterminer la fonction génératrice de X.

3. Retrouve 'espérance de X a partir de sa fonction génératrice.

Solution

1. Dans cette question, 'entier r > 1 est fixé.
On note Ex(X) 'espérance du nombre de tirages sachant qu’il y a k boules blanches (et 7 rouges) dans 'urne.

On initialise par Ep(X) = 0. On cherche bien sir E(X) = E,(X).

Pour k£ > 1 fixé, on utilise le systéme complet B et B, ou B =« la premiére boule tirée est blanche ».
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Ey(X)=PB)EL(X | B)+P(B)EL(X | B) = E.(X | B Eix(X | B).
On a Bx(X) = P(B)Ex(X | B) + P(B)EW(X | B) = ——Bi(X | B) + ——Eu(X | B)

~ OnaEi(X | B)=1+E;r1(X) («1» pour le premier tirage, et E;_1(X) parce qu’il faut recommencer a
attendre mais en partant de k — 1 boules blanches).

— De méme Ei(X | B) = 1+ Ex(X) (« 1 » pour le premier tirage, et Ej(X) parce qu’il faut recommencer &
attendre en partant a nouveau de k boules blanches).

r T
- kEk(X), donc Ek(X) =14 - +Ek_1(X).

Ainsi Ex(X) =1+ ’

Er_1 (X) +

r+k

b
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Finalement : ‘E(X) =b+rH, ‘ avec Hy = Z —.
k=1 k
Quand b — +oo (avec r fixé), on trouve Ey(X) = b+ rIn(b) + ry + o(1) quand b — +oc.

+o0
2. On a bien siir X(Q) = [b, +00[. On note Gx (t) =t Z P(X = b+ n)t" la fonction génératrice de X.
n=0

L’urne est un systéme a b+ 1 états k € [0,b] (ou k désigne le nombre actuel de boules blanches).
Voici les probabilités de transition (1’état 0 est absorbant) :
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Soit n > 0. L’événement (X = b+ n) est totalement décrit par les dates ig =0 < i1 < i9 < -+ < ip_1 < ip =
b+ n, ou ix est le numéro du tirage de la k-ieme boule blanche.

La probabilité de (X = b+ n) est la somme des probabilités des évenements E,, , correspondant & chacune de
ces suites o = (ix)o<k<p Strictement croissantes de premier terme ig = 0 et de dernier terme i, = b+ n.

Fixons une telle suite o, et notons dp_p = ix+1 — ix — 1 la durée pendant laquelle le systeme reste dans I'état
b — k, c’est-a-dire le nombre de fois ou on tire une boule rouge alors qu’on a déja éliminé k boules blanches.

Par exemple, d; est le nombre de fois ou on tire une boule rouge avant de tirer la premiere boule blanche.
b
Se donner la suite o c’est se donner 4y, ...,d dans N tels que Z Op =1p —i9g — b =n.
k=1
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En utilisant des probabilités conditionnelles, on trouve :
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, pour 1 < k <b.

Pour simplifier les notations, posons pp = ——
r+k
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La somme précédente est étendue a toutes les suites (0x)1<k<p d’entiers naturels tels que Z O = n.
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3. On peut retrouver E(X) & partir du résultat précédent. Posons (¢ H e
11— Dk
X .
ko b)!
Ona p(l) = kl;[l — 1;[ UL Tb?_r!) (ce qui est normal, car ¢a redonne Gx (1) = 1).
b b i
Ensuite ¢'(t) = kz::l a pkt 2 H T = (1) kz::l —
’ Pk iy
Ainsi (1) = p(1) ) = (1)) - =rp(1)H,
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On trouve donc : E(X) = G\ (1) = ( b_':l')) (be(1) + ¢'(1)) et on retrouve E(X) = b+ rH,
r




