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Chapitre I

Espaces Topologiques
ÅEx. 1. ./espacestopo/exo-1/texte.tex

Soit X = {a , b} un ensemble à deux éléments. Montrer qu’il existe quatre topologies sur X .

ÅEx. 2. ./espacestopo/exo-2/texte.tex

Soit X un ensemble infini, et a ∈ X . On note T l’ensemble des parties A de X qui vérifient l’une ou l’autre des
propriétés suivantes :

i) a < A.

ii) a ∈A et cA est fini.

1. Montrer que T est une topologie sur X .

2. Soit B une partie de X . Déterminer l’adhérence de B dans X .

ÅEx. 3. ./espacestopo/exo-3/texte.tex

Soit X un ensemble infini. On désigne par T l’ensemble des parties A de X qui vérifient l’une ou l’autre des propriétés
suivantes :

i) A= ∅.
ii) cA est au plus dénombrable.

1. Montrer que T est une topologie sur X .

2. Quelles sont, dans X , les suites convergentes ?

ÅEx. 4. ./espacestopo/exo-4/texte.tex

Soit T l’ensemble des parties de N⋆ ou qui vérifient la propriété suivante :
si A⊂ N⋆ est non vide, on a A ∈ T si, et seulement si, pour tout n ∈A, les diviseurs de n appartiennent à A.

1. Montrer que T est une topologie sur N⋆. Est-elle séparée ?

2. Soit f une application de N⋆ dans lui-même. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.

ii) pour tous m, n ∈ N⋆ tels que m divise n, f(m) divise f(n).

ÅEx. 5. ./espacestopo/exo-5/texte.tex

On pose I(+∞) = R+, et pour a ∈ R+, I(a) = [0 ; a[.

1. Montrer que T = {I(a) ; 0 6 a6 +∞} est l’ensemble des ouverts d’une topologie sur R+.

2. Déterminer, pour x ∈ R+, l’adhérence de {x}.
3. Soit E un espace topologique séparé. Déterminer C (R+, E)

ÅEx. 6. ./espacestopo/exo-6/texte.tex

Soit T l’ensemble des parties A de R qui sont vides ou qui vérifient la propriété suivante :
pour tout x ∈A, il existe y ∈ R tel que y < x, et ]y ; x]⊂A.

1. Montrer que T est une topologie sur R.

2. Comparer T et la topologie usuelle de R.

3. Soient x, y ∈ R tels que y < x. Déterminer l’adhérence, pour T , de [y ; x[.

4. Pour la topologie T , Q est-il dense dans R ?
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ÅEx. 7. ./espacestopo/exo-7/texte.tex

Soit T l’ensemble des parties A de R qui sont vides ou qui vérifient :
pour tout x ∈A, il existe a ∈R⋆

+ tel que ]x− a ; x+ a[∩Q⊂A.

1. Montrer que T est une topologie sur R. Comparer T et la topologie usuelle de R.

2. Pour a, b ∈ R, tels que a < b, déterminer l’adhérence de ]a ; b[∩Q pour T .

ÅEx. 8. ./espacestopo/exo-8/texte.tex

On appelle base de la topologie d’un ensemble topologique E tout ensemble B de parties ouvertes de E tel que tout
ouvert de E soit réunion d’ensembles appartenant à B.
On dit que E est à base dénombrable si sa topologie possède une base dénombrable B.

1. Soient X un ensemble et B un ensemble de parties de X . Á quelle condition nécessaire et suffisante B forme t-il
une base d’une topologie sur X ?

2. Montrer que R muni de sa topologie usuelle est à base dénombrable.

ÅEx. 9. ./espacestopo/exo-9/texte.tex

Soit X un ensemble ordonné. Pour x ∈X , on pose :

[x ;→[ = {y ∈X ; x6 y} ]← ; x] = {y ∈X ; y 6 x} .

1. Montrer que L’ensemble des [x ;→[, x ∈X est une base d’une topologie sur X appelée topologie droite.

2. Montrer que l’ensemble des ]← ; x], x ∈X , une base d’une topologie sur X , appelée topologie gauche.
Dans 1a suite, X est munit de la topologie droite.

3. Montrer que toute intersection d’ouverts de X est un ouvert de X .

4. Soit x ∈X . Déterminer l’adhérence de {x} dans X .

ÅEx. 10. ./espacestopo/exo-10/texte.tex

Espace de Kolmogoroff

On dit qu’un espace topologique est un espace de Kolnogoroff s’il vérifie la propriété suivante :
pour deux points distincts x et y de E, il existe un voisinage de l’un de ces points qui ne contient pas l’autre.

1. Montrer qu’un ensemble ordonné muni de la topologie droite est un espace de Kolmogoroff.

2. Soit E un espace de Kolmogoroff dans lequel toute intersection d’ouverte est un ouvert.
Montrer que la relation x 6 y⇐⇒ x ∈ {y{ est une relation d’ordre sur E, et que la topologie de E est identique à
la topologie droite sur E déterminée par cette relation.

3. Soit E un espace de Kolmogoroff. Montrer que toute partie finie non vide de E contient au moins un point isolé.
Montrer que si E ne contient pas de point isolé, tout ouvert non vide de E est un ensemble Infini.

ÅEx. 11. ./espacestopo/exo-11/texte.tex

1. Soit E un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Quels que soient les points distincts x et y de E, il existe V ∈VE(x) tel que y < V .

ii) Toute partie de E réduite à un point est fermée.

iii) Pour tout x ∈ E, l’intersection des voisinages de x est réduite à {x}.

Espace topologique accessible

Un espace topologique est dit accessible s’i1 les conditions précédentes.

Dans la suite, E désigne un espace topologique accessible, A une partie de E.

2. Soit x ∈A−A. Montrer que, si V ∈VE(x), V ∩A est un ensemble infini.

3. Soit B l’ensemble des x ∈A tels que V ∩A soit infini pour tout V ∈VE(x). Montrer que B est ferné dans

4. Prouver que l’intersection des voisinages de A est égal à A.

Retour page 1
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ÅEx. 12. ./espacestopo/exo-12/texte.tex

Soit E un espace topologique accessible.

1. Montrer que, si toute intersection d’ouverts de E est un ouvert, la topologie de E est discrète.

2. On suppose que la topologie de E est engendrée par un nombre fini de parties de E. Prouver E est fini, et que sa
topologie est discrète.

ÅEx. 13. ./espacestopo/exo-13/texte.tex

Soit E un ensemble ordonné muni de la topologie droite. Prouver l’équivalence des conditions suivantes :

i) E est un espace topologique accessible.

ii) Deux éléments distincts de E ne sont pas comparables.

iii) La topologie de E est discrète.

ÅEx. 14. ./espacestopo/exo-14/texte.tex

Soit E un espace topologique base dénombrable.

1. Soit F l’ensemble des points de E qui ne possèdent aucun voisinage dénombrable. Montrer que F est fermé et sans
point isolé.

2. Prouver que cF est dénombrable.

ÅEx. 15. ./espacestopo/exo-15/texte.tex

1. Soit E espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout ∈ E, l’ensemble des voisinages fermés de x est système fondamental de voisinages de x.

ii) Pour tout fermé F de E et tout x ∈c F , il existe un voisinage de F et un voisinage de x sans point commun.

iii) Pour tout fermé F de E, L’intersection des voisinages fermés de F est égale à F .

Espace topologique régulier

on dit qu’un espace topologique est régulier s’il est séparé, et s’i1 vérifie les conditions équivalentes précé-
dentes.

2. Montrer que tout espace de Kolmogoroff vérifiant la condition 1i est séparé, et par suite régulier.

3. Former sur un ensemble à trois éléments une topologie non séparée vérifiant la condition 1i.

ÅEx. 16. ./espacestopo/exo-16/texte.tex

Soit E un espace topologique.

Espace topologiqe séparable

On dit que E est séparable s’i1 contient une partie dense dénombrable.

On considère les propriétés suivantes :

i) E est à base dénombrable.

ii) E est séparable.

iii) Toute partie de E dont les points sont isolés est dénombrable.

iv) Toute ensemble de parties ouvertes de E deux à deux disjointes est dénombrable.

Prouver les Implications : i)=⇒ ii)=⇒ iv), i)=⇒ iii)=⇒ iv).

ÅEx. 17. ./espacestopo/exo-17/texte.tex

Soit B = {[a ; b[ ; a, b ∈ R ; a < b}.
Montrer que B est une base d’une topologie T sur R.
On munit de la topologie T . Prouver que tout élément de B est fermé.
Montrer que Q est dense dans R, donc que R est séparable pour T .
Vérifier que T n’est pas à base dénombrable.
En déduire que l’Implication ii)=⇒ ii) de l’exercice 16 est en général inexacte.

Retour page 1
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ÅEx. 18. ./espacestopo/exo-18/texte.tex

Soit X un ensemble et P(X) l’ensemble des parties de X . On appelle opération de fermeture sur X toute application
u de P(X) dans lui-même qui vérifie, pour tous M, N ∈P(X) les propriétés suivantes :

i) u(∅) = ∅.
ii) M ⊂ u(M).

iii) u(u(M)) = u(M).

iv) u(M ∪N) = u(M)∪u(N).

1. Soit u une opération de fermeture sur X . Montrer qu’il existe une topologie et une seule sur X , telle que, pour tout
M ∈P(X), u(M) soit l’adhérence de M pour cette topologie.
Dans la suite, u et v désigne des opérateurs de fermeture sur X . On note w = v ◦ u, S et T sont les topologies
définies sur X par u et v, et on suppose que, pour tout M ∈P(X), w(M) est fermé pour S.

2. Prouver que w est une opération de fermeture sur X .

3. Soit M ∈P(X). Montrer que w(M) est l’intersection des ensembles qui contiennent M et qui sont fermés pour S
et T . Prouver que u ◦ v(M)⊂ v ◦ u(M).

ÅEx. 19. ./espacestopo/exo-19/texte.tex

Soit E un espace topologique.
1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Toute famille d’ouverts de E, ordonnée par inclusion, possède un élément maximal.

ii) Toute suite croissante d’ouverts E est stationnaire.

iii) Pour tout ouvert U de E et toute famille (Ui)i∈I d’ouverts de E telle que U ⊂
⋃

i∈I

Ui, il existe une partie finie

J de I, telle que U ⊂
⋃

j∈J

Uj .

2. On suppose que E vérifie les conditions précédentes. Montrer que, si E est séparé, il est fini.

ÅEx. 20. ./espacestopo/exo-20/texte.tex

Soit E un espace topologique. Pour toute partie A de E, on pose :

r(A) = Å, s(A) = Å.

Ensemble régulier

Un ouvert (resp. fermé) A de E est dit régulier si r(A) =A (resp. s(A) =A).

1. Soient A, B ∈P(E) tel que A⊂B. Montrer que r(A) ⊂ r(B), s(A)⊂ s(B).

2. Prouver que, si A est ouvert et B fermé, on a A⊂ r(A) et s(B) ⊂B.
3. Montrer que, pour A ∈P(E), on a r(r(A)) = r(A), s(s(A)) = s(A).

4. Soient A, B des ouverts de E tels que A∩B = ∅. Montrer que r(A)∩ r(B) = ∅.

5. Montrer que si A, B sont des ouverts réguliers, A∩B est un ouvert régulier.
6. Prouver que si A, B sont des fermés réguliers, A∪B est un fermé régulier.

ÅEx. 21. ./espacestopo/exo-21/texte.tex

Soit E un espace topologique et A on sous ensemble de E.On dit que A est résiduel si cA= E et que A est non dense

si
◦
A= ∅.

1. Montrer qu’un ensemble non dense est résiduel.

2. Montrer que A est non dense si, et seulement si, A⊂ c(A).

3. Montrer que la réunion d’un ensemble non dense et d’un ensemble résiduel est un ensemble résiduel.

4. Montrer que, si A est ouvert ou fermé, Fr(A) est un ensemble non dense.
5. Montrer que pour toute partie A de E, A∩ cA et A∩ cA sont résiduels.

6. Prouver que, pour toute partie A de E, Fr(A) est réunion de deux ensembles résiduels.

Retour page 1
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ÅEx. 22. ./espacestopo/exo-22/texte.tex

Soient E un espace topologique non vide et A une partie de E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)
◦
A, ∅.

ii) Pour toute partie U de E, dense dans E, A∩U , ∅.

ÅEx. 23. ./espacestopo/exo-23/texte.tex

Soit E un espace topologique et (Ai)i∈I une famille de parties de E.

Montrer que si
⋃

i∈I

Ai est fermé dans E, on a
⋃

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

Ai.

ÅEx. 24. ./espacestopo/exo-24/texte.tex

Montrer que si une partie A d’un espace topologique n’a pas de point isolé, il en est de même de son adhérence.

ÅEx. 25. ./espacestopo/exo-25/texte.tex

Soient E un espace topologique et (An)n∈N une suite décroissante de parties de E vérifiant
⋂

n∈N

An = ∅.

Soit x ∈ E. Montrer qu’il existe un voisinage V de x dans E tel que V ∩An = ∅ pour presque tout n ∈ N.

ÅEx. 26. ./espacestopo/exo-26/texte.tex

Soit E un espace topologique. Montrer que si E est la seule partie dense de E, E est discret.

ÅEx. 27. ./espacestopo/exo-27/texte.tex

Soient E un espace topologique, A et B des parties denses de E.

1. Montrer que si A et B sont ouverts, alors A∩B est dense dans E.
2. La propriété 1 est-elle encore vraie si on ne suppose plus que A et B sont ouverts ?

ÅEx. 28. ./espacestopo/exo-28/texte.tex

Montrer que si un espace topologique fini est séparé, il est discret.

ÅEx. 29. ./espacestopo/exo-29/texte.tex

Soit E un espace topologique, A et B deux parties de E telles que A∩B =A∩B = ∅.
Montrer que, si A∪B est fermé, alors A et B sont fermés.

ÅEx. 30. ./espacestopo/exo-30/texte.tex

Soient E un espace topologique, A et B des parties de E.
1. Montrer que si A∩B = ∅, on a A∩ B̊ = ∅.
2. Montrer que si A∪B = E, A∪ B̊ = E.

ÅEx. 31. ./espacestopo/exo-31/texte.tex

Soient E, F deux espaces topologiques et f ∈F (E, F ). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) pour toute partie A de E, on a f(A)⊂ f(A).
ii) pour toute partie B de F , f−1(B) est ouvert et fermé dans E.

ÅEx. 32. ./espacestopo/exo-32/texte.tex

Soient E un espace topologique et A une partie de E.

1. Soit U un ouvert de E tel que Å∩U ,∅. Montrer que Å∩U ∩A ,∅
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Å= ∅.
ii) Le seul ouvert U de E tel que U ⊂ U ∩A est l’ouvert vide.

ÅEx. 33. ./espacestopo/exo-33/texte.tex

Soit U une partie d’un espace topologique E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) U est ouvert dans E.
ii) Pour toute partie A de E, et si D est dense dans E, on a U =D∩U .

Retour page 1
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ÅEx. 34. ./espacestopo/exo-34/texte.tex

1. Donner un exemple de parties A et B de R telles que A∩B, A∩B, A∩B, A∩B soient deux à deux distincts.

2. Donner un exemple de deux intervalles I et J de R tels que I ∩J 1 I ∩J .

ÅEx. 35. ./espacestopo/exo-35/texte.tex

Point extérieur & extérieur d’une partie

Soit E un espace topologique, et A une partie de E.
Un point x ∈ E est dit extérieur à A, s’il existe un ouvert U contenant x tel que U ⊂c A.
L’ensemble de tous les points extérieur de A forment l’extérieur de A, noté ext(A).

On peut noter qu’un point extérieur de A est un point de c̊A.

Soient E un espace topologique, A une partie de E, ext(A) l’extérieur de A, B =A∪ ext(A).
Montrer que B est dense dans E.

ÅEx. 36. ./espacestopo/exo-36/texte.tex

Soient E un espace topologique et A une partie deE.

1. Montrer que Fr(A) = ∅ si, et seulement si A est ouvert et fermé dans E.

2. Montrer que, si A est fermé, on a [Fr(A)]◦ = ∅.

3. Prouver que Fr[Fr [Fr(A)]] = Fr[Fr(A)].

4. Montrer que FR(Å)⊂ Fr(A) et que Fr(A)⊂ Fr(A).

ÅEx. 37. ./espacestopo/exo-37/texte.tex

Soient E un espace topologique, A, B des parties de E. Les assertions suivantes sont-elles vraies ?

1. Fr(A∩B) ⊂ Fr(A)∪Fr(B).

2. Fr(A∪B) ⊂ Fr(A)∪Fr(B).

3. Fr(A)∩Fr(B)⊂ Fr(A∩ (B).

ÅEx. 38. ./espacestopo/exo-38/texte.tex

Soient E un espace topologique, A, B des parties de E telles que Fr(A)∩Fr(B) = ∅.
Établir :

1. A∩B =A∪B.

2. Å∪ B̊ = ˚A∪B .

3. Fr(A∩B) =
[
Fr(A)∩B

]
∪
[
Fr(B)∩A

]
.

ÅEx. 39. ./espacestopo/exo-39/texte.tex

Soient E un espace topologique, A, B, C des parties de E telles que C ⊂ A∪B. Montrer que, si C est ouvert (resp.
fermé) par A et B, C est ouvert (resp. fermé) par rapport à A∪B.

ÅEx. 40. ./espacestopo/exo-40/texte.tex

Soient E un espace topologique, F partie de E munie de la topologie induite, et A une partie de F . Montrer que

adhF (A) =A∩F ; Å= F̊ ∩ intF (A) ; FrF (A) ⊂ F ∩Fr(A).

ÅEx. 41. ./espacestopo/exo-41/texte.tex

Soient E un espace topologique, D une partie dense de E, A une partie de E, (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de E.

1. Soient x ∈D, et W un voisinage de x dans D. Montrer que W est un voisinage de x dans de E (on pourra utiliser
l’exercice 33).

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est fermé dans E.

ii) Pour tout i ∈ I, A∩Ui, est fermé dans Ui

3. A-t-on une équivalence analogue à celle de 2. pour une partie ouverte de E ?

Retour page 1
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ÅEx. 42. ./espacestopo/exo-42/texte.tex

Soit E un espace topologique.

Point d’accumulation et ensemble dérivé

Si A est une partie de E, on dit que x ∈E est point d’accumulation de A si, pour tout V ∈ VE(x), V ∩A contient
un point distinct de x.
On note A′ l’ensemble des points d’accumulation de A, et on dit que A′ est l’ensemble dérivé de A.

On pose A(1) = A′, et on définit A(n) par récurrence par A(n) = (A(n−1))′.

1. Prouver que A est réunion disjointe de A′ et de l’ensemble des points isolés de A.

2. Montrer que, si A est fermé, on a A′ = ∅ si seulement si, A est un espace discret.
Cette équivalence est-elle encore vraie si A n’est pas supposé fermé ?

3. Soient A, B des parties de E. Etablir : (A∪B)′ =A′ ∪B′.

4. On suppose E séparé. Montrer que A′ est fermé. En déduire que (A′)′ ⊂A′.

5. Dans la suite, on suppose que E = R. On pose

A0 = {0} , Ak =
{

1
n1

+ · · ·+ 1
nk

; n1, . . . ,nk ∈ N⋆

}

.

Déterminer A(n)
k , k ∈ N, n ∈ N⋆.

On pose B0 =A0, Bk =Ak ∩
[

0 ;
1
k

[

, k ∈ N⋆, B =
∞⋃

0

Bk.

Déterminer B(n), n ∈ N⋆, et
∞⋂

1

B(n).

ÅEx. 43. ./espacestopo/exo-43/texte.tex

Soit E un espace topologique. On dit qu’une partie L est localement fermée si, pour tout x ∈ L, il existe V ∈ VE(x)
tel que V ∩L soit fermé de V .

1. Soit L une partie de E. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L est localement fermée.

ii) L est ouverte dans L.

iii) L L est fermé dans E.

iv) L est l’intersection d’un ouvert de E et d’un fermé de E.

2. Montrer que l’intersection d’un nombre fini de parties localement fermés de E est une partie localement fermée de
E.

3. Soient U =
{

(x ; y) ∈ R2 ; y > 0
}

, V = {(0 ; 0)}. Prouver que U et V sont localement fermé dans R2, mais que
U ∩V ne l’est pas.

ÅEx. 44. ./espacestopo/exo-44/texte.tex

Soient E un espace topologique, F et G des sous-espaces de E tels que E = F ∪G. On pose A= F ∩c G, B =G∩c F
et on suppose que A∩B =B ∩A= ∅.

1. Soit M une partie de E. Établir :
M = adhF (M ∩F )∪ adhG(M ∩G).

2. Montrer que, si M ∩F est fermé (resp. ouvert) dans F et M ∩G fermé (resp. ouvert) dans G, alors M est fermé
(resp. ouvert) dans E.

ÅEx. 45. ./espacestopo/exo-45/texte.tex

Soient E un espace topologique, A un fermé de E, U un ouvert de A, et V un ouvert de E contenant U .
Montrer que U ∪ (V ∩c A) est un ouvert de E.

Retour page 1
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ÅEx. 46. ./espacestopo/exo-46/texte.tex

Soient E un espace topologique A, B des parties de E telles que A⊂B.
On suppose que A est dense dans B. Montrer que A est dense dans B.

ÅEx. 47. ./espacestopo/exo-47/texte.tex

Soient E un espace topologique, F un fermé de E, A une partie de E, et W un voisinage de A∩F dans F .
Prouver que A∩F ∩c W = ∅.

ÅEx. 48. ./espacestopo/exo-48/texte.tex

Soient E un espace topologique, F, G des fermés de E, U un ouvert de G, A une partie de F .

On suppose que E = F ∪G, A∩G⊂ U . Prouver que A⊂ ˚F ∪U .

ÅEx. 49. ./espacestopo/exo-49/texte.tex

Soient E un espace topologique et (Ai)i∈I un recouvrement fermé de E.
On suppose que, pour tout x ∈E, il existe V ∈ VE(x) ne recouvrant qu’un nombre fini de Ai.
Soient a ∈ E, et i1, . . . , in les éléments de I tels que a ∈Ai,. Pour k = 1, . . . , n, soit Vk un voisinage de a dans Aik

.
Montrer que V1 ∪ ·· · ∪Vn ∈ VE(a).

ÅEx. 50. ./espacestopo/exo-50/texte.tex

Soient E, F deux espaces topologiques, U (resp. V ) l’ensemble des ouverts de E (resp. F ).
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que T = {A×B ; A ∈ U, B ∈ V } soit une topologie sur E×F .

ÅEx. 51. ./espacestopo/exo-51/texte.tex

Soient E un espace topologique, ∆ = {(x ; x) ; x ∈ E} ⊂ E×E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) E est séparé.

ii) ∆ est fermé dans E×E.

ÅEx. 52. ./espacestopo/exo-52/texte.tex

1. Soit B = {]a ; b] ; a,b ∈ R ; a < b}. Montrer que B est une base d’une topologie sur R.
On munit R de cette topologie.

2. Prouver que la topologie de R×R n’est pas discrète.

3. Soit E =
{

(x ; y) ∈ R2 ; x+ y = 1
}

. Montrer que E est discret.

ÅEx. 53. ./espacestopo/exo-53/texte.tex

Soit S l’ensemble {0 ; 1} muni de la topologie dont les ouverts sont ∅, {0} , {0 ; 1}.
On munit S×S de la topologie produit. L’ensemble S×{0} est-il fermé dans S×S ?

ÅEx. 54. ./espacestopo/exo-54/texte.tex

Soient E, F, G trois espaces topologiques, A une partie de E×F , B une partie de F ×G.
On note A ◦B l’ensemble des couples (x ; z) ∈ E×G pour lesquels il existe y ∈ F tel que (x ; y) ∈A et (y ; z) ∈B.
Montrer que si A est ouverte dans E×F , et B ouverte dans F ×G, A ◦B est ouverte dans E×G.

ÅEx. 55. ./espacestopo/exo-55/texte.tex

Soient E et F deux espaces topologiques, E×F l’espace topologique produit, A une partie de E, F une partie de F .
Établir :

1. A×B =A×B.

2.

◦
︷   ︸︸   ︷

A×B=
◦
A×

◦
B.

3. Fr(A×B) =
[
Fr(A)×B

]
∪
[
A×Fr(B)

]
.

Retour page 1
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Chapitre II

Limites. Continuité.
ÅEx. 1. ./limitesconti/exo-1/texte.tex

Soient X, Y deux ensembles non vides, A une base de filtre sur X , B une base de filtre sur Y , f une application de
X dans Y .

1. Montrer que {A×B ; A ∈A , b ∈B} est une base de filtre sur X ×Y .

2. On pose f(A ) = {f(A) ; a ∈A }.Montrer que f(A ) est une base de filtre sur Y . Si A est un filtre sur X , à quelle
condition f(A) est-il un filtre sur Y ?

3. On pose f−1(B) =
{
f−1(B) ; B ∈B

}
. Á quelle condition f−1(B) est-il une base de filtre sur X ?

4. Montrer que f−1(f(A )) est une base de filtre sur X .
Comparer les éléments de f−1(f(A )) et de A .

5. suppose que f−1(B) est une base de filtre sur X . Comparer les éléments de f(f−1(B)) et de B.

ÅEx. 2. ./limitesconti/exo-2/texte.tex

Soit X un ensemble infini, et F l’ensemble des parties A de F telles que cA soit fini.
Montrer que F est un filtre sur X . (pour X = N, on dit que F est le filtre de Fréchet).

ÅEx. 3. ./limitesconti/exo-3/texte.tex

Soient X ensemble, F un filtre sur X , A une partie de X .
La traceFA de F sur X est l’ensemble des parties A∩B, avec B ∈F .
Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) FA est un filtre sur A.

ii) A∩B ,∅ pour tout B ∈F .

ÅEx. 4. ./limitesconti/exo-4/texte.tex

Soient X un ensemble, F , G deux filtres sur X . On dit que F est plus fin que G , et on écrit F/leqG si tout élément
deG appartient à F .
On définit ainsi une relation d’ordre sur 1’ensemble des filtres sur X .

1. Soit (Fi)i∈I une famille de filtres sur X . Soit F l’ensemble des parties A de X appartenant à tous les Fi. Montrer
que F est un filtre sur X , et que c’est la borne inférieure des Fi dans l’ensemble ordonné des filtres sur X .
On dit que F est le filtre intersection de la famille (Fi)i∈I , et on écrit F = ∩

i∈I
Fi.

2. Soient F , G deux filtres sur X . Montrer que F ∩G = {M ∪N ; M ∈F , N ∈ G }.
3. Soit A un ensemble de parties de X . Montrer qu’il existe un filtre F contenant A si, et seulement si, aucune des

intersections finie d’ensemble de A n’est vide.
En déduire, si A est une partie de X , et F un filtre sur X , il existe un filtre contenant A et plus fin que F si, et
seulement si, A∩B ,∅ pour tout B ∈F .

4. On suppose X ,∅. Soit S un ensemble de filtres sur X . Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) S admet une borne supérieure dans l’ensemble ordonné des filtres sur X .

ii) Pour toute famille finie F1, . . . , Fn d’éléments de S et tout A ∈Fi, 1 6 i6 n,
n⋂

i=1

Ai ,∅.

iii)

ÅEx. 5. ./limitesconti/exo-5/texte.tex

Soient X un ensemble non vide, et F un filtre non sur X . On suppose que A
A∈F

= ∅.

1. Montrer que X est infini.

2. Prouver que F plus fin que le filtre des complémentaires des parties finies de X .
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ÅEx. 6. ./limitesconti/exo-6/texte.tex

Soit X un ensemble.

Ultrafiltre

Un ultrafiltre sur X est un filtre tel qu’il n’existe aucun filtre plus fin que lui.

1. Montrer que, si X ,∅, l’ensemble ordonné des filtres sur X est inductif.

2. Prouver que si F est un filtre sur X , il existe un ultrafiltre plus fin que lui.

3. Soient U un ultrafiltre sur X , A, B des parties de X telles que A∪B ∈ U . Prouver que A ∈ U ou B ∈ U .

4. Soit F un filtre sur X . On suppose que, pour toute partie A de X , on a A ∈F ou cA ∈F . Montrer que F est un
ultrafiltre sur X .

5. Soit F un filtre sur X . Prouver que F est l’intersection des ultrafiltres plus fins que lui.

ÅEx. 7. ./limitesconti/exo-7/texte.tex

Soit X un ensemble fini.

1. Déterminer tous les filtres sur X .

2. Déterminer tous les ultrafiltres sur X .

ÅEx. 8. ./limitesconti/exo-8/texte.tex

Soit X un ensemble. Pour x ∈X , on note U(x) l’ensemble des parties de X contenant x.

1. Prouver que U(x) est un ultrafiltre.

2. Soit U un ultrafiltre sur X et A l’intersection de tous les éléments de U . Prouver que A contient au plus un élément
de X . Montrer que, si A= {x}, avec x ∈X , alors U = U(x).

ÅEx. 9. ./limitesconti/exo-9/texte.tex

Soient X un ensemble, U un ultrafiltre sur X , A une partie de X , UA la trace de U sur A.

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) UA est un filtre sur A.

ii) A ∈ U .

2. Prouver que si les conditions de 1 sont vérifiées,UA est un ultrafiltre sur A.

3. On suppose que A < U . Montrer que UA est égal à l’ensemble de toutes les parties de A.

ÅEx. 10. ./limitesconti/exo-10/texte.tex

Montrer qu’il existe un ultrafiltre U sur N⋆ tel que

∑

n∈A

1
n

= +∞,

pour tout A ∈ U .

ÅEx. 11. ./limitesconti/exo-11/texte.tex

1. Soient U un ultrafiltre sur un ensemble X , F1, . . . , Fn des filtres sur X . On suppose que
n⋂

i=1

Fi 6 U . Montrer qu’11

existe i ∈ {1 , . . . , n} tel que Fi 6 U ..

2. Donner un exemple d’un ultrafiltre U et d’une famille infinie (Ui)i∈I d’ultrafiltres tels
⋂

i∈I

Ui 6 U mais tels que

U , Ui pour tout i ∈ I.

ÅEx. 12. ./limitesconti/exo-12/texte.tex

Si B est une base de filtre sur un ensemble X , on sait que l’ensemble F des parties de X qui contiennent un élément
de B est un filtre sur X . On dit alors que B est une base du filtre du filtre F , et que F est engendré par B.
Une base de filtre est une base d’ultrafiltre si le filtre qu’elle engendre est un ultrafiltre.
Soient X, Y des ensembles, f ∈F (X, Y ). Montrer que si B est une base d’ultrafiltre sur X , alors f(B) est une base
d’ultrafiltre sur Y .

Retour page 1
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ÅEx. 13. ./limitesconti/exo-13/texte.tex

Soient E un espace topologique, x ∈ E, B une base de filtre sur X On dit que B converge vers x si IdE converge vers
x suivant B.
On dit que x est valeur d’adhérence de B si x est une valeur d’adhérence de IdE suivant B.

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) B converge vers x.

ii) Le filtre F engendré par B est plus fin que le filtre VE(x) des voisinages de x dans E.

2. Soit F un filtre sur E. Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

i) F converge vers x.

ii) Tout ultrafiltre plus fin que F converge vers x.

3. Soit A une partie de E. Prouver l’équivalence des condition suivantes :

i) A est une partie fermée de E.

ii) Pour toute base de filtre B sur A qui converge vers un point x ∈ E, on a x ∈A.

4. Soient F un espace topologique, f ∈F (E, F ). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.

ii) Pour toute base de filtre B sur E convergeant vers un point x ∈E, la base de filtre f(B) converge vers f(x).

ÅEx. 14. ./limitesconti/exo-14/texte.tex

Soit E un espace topologique.

1. Soient F un filtre sur E, B =
{
A ; A ∈F

}
. Montrer que B est une base de filtre sur E.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L’ensemble des voisinages fermés d’un point quelconque de E est un système fondamental de voisinages de ce
point.

ii) Pour tout filtre F sur E convergeant vers a ∈ E, F converge aussi vers a.

(Voir à ce sujet I, exercice 15)

ÅEx. 15. ./limitesconti/exo-15/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈F (E, F ) continue en a ∈ E, B une base de filtre sur E. On suppose que a
est valeur d’adhérence de B. Montrer que f(a) est valeur d’adhérence de f(B).

ÅEx. 16. ./limitesconti/exo-16/texte.tex

Soit E un espace topologique. On dit que a ∈ E est point limite d’une filtre F sur E si F converge vers a.
On dit qu’une partie A de E est un ensemble primitif si A est l’ensemble de tous les points limites d’un ultrafiltre sur
E. Si A est un ensemble primitif, on note L(A) l’ensemble des ultrafiltres sur E admettant A pour ensemble de points
limites.

1. Soit un point fermé de E. Montrer que {x} est un ensemble primitif.

2. Soient A un ensemble primitif, U un ouvert de E tel que A∩U ,∅. Montrer que, pour tout U ∈ L(A), on a U ∈U .

3. Soient A, B des ensembles primitifs distincts. Montrer qu’il existe a ∈ L(A), b ∈ L(B), et une partie M de E tels
que M ∈ a, cM ∈ b.

4. Soient F un espace topologique et f ∈ C (E, F ). Soit A un ensemble primitif de E. Prouver que f(A) est contenu
dans un ensemble primitif de F .

ÅEx. 17. ./limitesconti/exo-17/texte.tex

1. Soient E, F des espaces topologiques, F (resp. G ) un filtre sur E (resp. F ), a (resp. b) une valeur d’adhérence de
F (resp. G ). Montrer que (()a, b) est une valeur d’adhérence de la base de filtre F ×G .

2. Donner un exemple d’une suite (xn, yn)n dans R2 n’admettant pas de valeur d’adhérence, (xn)n et (yn) admettent
des valeurs d’adhérence. Expliquer quelle est la différence avec 1.

ÅEx. 18. ./limitesconti/exo-18/texte.tex

Soit f ∈ C ([0 ; 1] , [0 ; 1]). On note fn l’itérée d’ordre n de f , et on suppose qu’il existe n ∈ N⋆ tel que fn = Id[0 ;1].
Montrer que f2 = Id[0 ;1].

Retour page 1
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ÅEx. 19. ./limitesconti/exo-19/texte.tex

Soit f ∈ C ([0 ; 1] , [0 ; 1]). On note fn l’itérée d’ordre n de f , et on suppose que, pour tout x ∈ [0 ; 1], il existe nx ∈ N⋆

tel que fnx(x) = x.
Montrer que f(x) = x pour tout x ∈ [0 ; 1].

ÅEx. 20. ./limitesconti/exo-20/texte.tex

Soit f ∈ C (R, R). On note fn l’itérée d’ordre n de f , et on suppose qu’il existe n> 2 tel que fn =−IdR.

Prouver que f est une bijection strictement décroissante de R sur lui même. En déduire que n est impair.

Montrer que f(x) =−x pour tout x ∈ R (montrer que f est impaire, et raisonner par l’absurde).

ÅEx. 21. ./limitesconti/exo-21/texte.tex

Pour x ∈ R, on note E(x) la partie entière de x.

1. Soit f ∈ C (
Intfo1+∞, R) strictement croissante. Montrer L’équivalence des conditions suivantes :
i) E(f(x)) = E[f(E(x))] pour tout x ∈ [1 ; +∞[

ii) Si f(x) ∈ N, alors x ∈ N⋆.
2. Déterminer tous les réel b > 1 tels que E[logb(x)] = E[logb E(x)], pour tout x > 1.

ÅEx. 22. ./limitesconti/exo-22/texte.tex

1. Soit G un sous-groupe du groupe additif de R. Montrer que G est dense dans R, ou qu’il existe θ ∈ R tel que G= θZ.

2. Soit fC (R, R) admettant deux périodes de rapport irrationnel. Montrer que f est constante.

ÅEx. 23. ./limitesconti/exo-23/texte.tex

1. Soit (pn, qn) une suite dans Z×N⋆. On suppose que
pn

qn
, admet pour limite un nombre irrationnel. Prouver que

lim
n→+∞

|pn|= lim
n→+∞

|qn|= +∞.

2. Étudier la continuité des fonctions suivantes :

a) f ∈F (R, R), avec f(x) = x si x ∈cQ, f(x) = psin
1
q

si x=
p

q
avec pgcd(p, q) = 1.

b) f ∈F (R⋆
+, R), avec f(x) = 0 si x ∈cQ, f(x) =

1
p+ q

si x=
p

q
avec pgcd(p, q) = 1.

c) f ∈F (R⋆
+, R), avec f(x) =

x

x2 + 1
si x ∈cQ, f(x) =

pq

p2 + q2 + q
si x=

p

q
avec pgcd(p, q) = 1.

ÅEx. 24. ./limitesconti/exo-24/texte.tex

Soit f ∈ C (R+, R) strictement croissante, vérifiant f(1) = 0, f(x)→+∞ si x→+∞.

1. Montrer que, pour k ∈ N assez grand, l’équation

x− [f(x)]k = 0

au moins une solution.

2. Soit rk = inf
{

x> 1 ; x= [f(x)]k
}

. Prouver que rk tend vers f−1(1) si k tend vers +∞.

ÅEx. 25. ./limitesconti/exo-25/texte.tex

1. Déterminer les fonctions h ∈ C (R, R) vérifiant, tous x, y ∈ R :

h(x) + h(y) = h(x+ y).

2. Soient f ∈ C (R, R), a ∈ R+, vérifiant, pour tout x, y ∈ R :

|f(x+ y)− f(x)− f(y)|6 a.

Prouver que, pour tout x ∈ R, la suite n 7−→ f(2nx)
2n

a une limite g(x) ∈ R. Montrer que g ∈ C (R, R).

3. Montrer qu’il existe α ∈ R tel que g(x) = αx pour tout x ∈ R. Montrer que g est la seule fonction linéaire ℓ telle
que f − ℓ soit borné sur R. Exprimer α au moyen de f .

Retour page 1
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ÅEx. 26. ./limitesconti/exo-26/texte.tex

On note fn, l’itérée d’ordre n de f . On suppose qu’il existe x0 ∈ R tel que la suite

un =
1
n

[f(x0) + f2(x0) + · · ·+ fn(x0)]

soit bornée.
Montrer que f a au moins un point fixe.

ÅEx. 27. ./limitesconti/exo-27/texte.tex

Soient f, g ∈ C ([0 ; 1] , [0 ; 1]) telles que f ◦ g = g ◦ f .

1. Soit S1 = {x ∈ [0 ; 1] ; x6 g(x)}. Prouver que S1 ,∅. Soit c1 ∈ S1, comparer c1 et g(c1)

2. Prouver qu’il existe c ∈ [0 ; 1] tel que g(c) = f(c).

ÅEx. 28. ./limitesconti/exo-28/texte.tex

Déterminer les fonctions f ∈ C (R+,R+) vérifiant, pour tout x ∈ R+ :

1
2
f(x) =

x∫

0

√

f(t)dt.

ñ : les fonctions x 7−→ x2 et x 7−→ 0 ne sont pas les seules solutions.

ÅEx. 29. ./limitesconti/exo-29/texte.tex

Soit n ∈ N⋆. Déterminer les fonctions fC (R+,R) vérifiant, pour tout x,y ∈ R+ :

f(x) + f(y) = f( n
√
xn + yn).

ÅEx. 30. ./limitesconti/exo-30/texte.tex

Soit a ∈ ]0 ; 1[, b ∈ R. Pour λ ∈ R⋆
+, on note Eλe R-espace vectoriel des applications g ∈F (R, R) vérifiant g(ax+ b) =

λg(x) pour tout x ∈ R.

1. On suppose que Elambda∩C (R, R) ,∅. Prouver que λ6 1. Qu’obtient-on pour λ= 1 ?

2. On suppose qu’il existe f ∈ Eλ ∩C
∞(R, R). Montrer que f est un polynôme. Préciser f et λ.

ÅEx. 31. ./limitesconti/exo-31/texte.tex

Soient E,F des espaces topologiques, f ∈F (E, F ). Prouver l’équivalence des conditions suivants :

i) Pour tout ouvert B de F , f−1(B) est ouvert dans E.

ii) Pour tout fermé V de F , f−1(V ) est fermé dans E.

iii) Pour toute partie B de F , f−1(B̊)⊂
[
f−1(B)

]◦
.

iv) Pour toute partie B de F , f−1(B)⊂ f−1((B)).

v) Pour toute partie A de E, f(A)⊂ f(A).

vi) Pour toute partie A de E, f(A′)⊂ f(A) (A′ est l’ensemble dérivé de A).

vii) Pour toute partie B de F , on a Fr
[
f−1(B)

]
⊂ f−1 [Fr(B)].

ÅEx. 32. ./limitesconti/exo-32/texte.tex

Soient E, F des ensembles ordonnés, f ∈ F (E, F ). On munit E et F de la topologie droite. Montrer que f est
continue si, et seulement si, f est croissante.

ÅEx. 33. ./limitesconti/exo-33/texte.tex

Soient E un ensemble, T1 et T2 deux topologies sur E, E1, E2, les espaces topologiques qui correspondent à T1 et à
T2. Soit u :E1→E2 l’application identique. Á quelle condition u et u−1 sont-elles non continues ?

ÅEx. 34. ./limitesconti/exo-34/texte.tex

Soient I l’ensemble {0, 1} mini de la topologie discrète, S l’ensemble {0, 1} muni de la topologie dont les ouverts sont
∅, {0} , {0, 1}. Soit u l’application identique de {0, 1}. Montrer que, comme élément de FI, S, u est continue, et
u−1 n’est pas continue.

Retour page 1
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ÅEx. 35. ./limitesconti/exo-35/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques séparés. X, Y des sous-espaces denses de E et F , f ∈ C (E, F ), g ∈ C (F, E).
Soient f1 = f |X , g1 = g|Y . On suppose que f Induit une bijection de X sur Y , et que g induit la bijection réciproque.
Prouver que f, g sont des homéomorphismes et que g = f−1.

ÅEx. 36. ./limitesconti/exo-36/texte.tex

Soient E un espace topologique, F un espace topologique séparé, f ∈ C (E, F ), g ∈ C (F, E). on suppose que g◦f = IdE .

1. Prouver que E est séparé.

2. Montrer que f(E) est fermé dans F .

ÅEx. 37. ./limitesconti/exo-37/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈F (E, F ), A, B des parties de E telles que E = A∪B. On pose g = f |A,
h= f |B. On considère les conditions suivantes :

i) f est continue.

ii) g et h sont continues.

1. Prouver.qu’en général ii) n’implique pas i).

2. On suppose A et B fermés (resp. ouverts) dans E. Montrer que ii) Implique i).

ÅEx. 38. ./limitesconti/exo-38/texte.tex

Donner un exemple d’espaces topologiques E et F . d’application f de E dans F , et d’une partie A de E vérifiant les
conditions suivantes :

i) A est dense E.

ii) f est discontinue en tout point.

iii) f |A est continue.

ÅEx. 39. ./limitesconti/exo-39/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈F (E, F ), A et B des parties de E telles que A∪B = E. On suppose que
f |A et f |B sont continues en x ∈A∩B. Montrer que f est continue en x.

ÅEx. 40. ./limitesconti/exo-40/texte.tex

Soient E, F deux espaces topologiques. On munit E×F de la topologie produit. Soit f une application de E dans F .
On appelle graphe de f le sous-ensemble

G= {(x, f(x)) ; x ∈ E} de E×F.

Soit g : E→G,x 7−→ (x, f(x)).

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.

ii) g est un homéomorphisme.

2. On suppose que F est séparé. Montrer que si f est continue, G est fermé dans E×F . Donner un exemple prouvant
que la réciproque est inexacte.

ÅEx. 41. ./limitesconti/exo-41/texte.tex

SoientE, F deux espaces topologiques, f une de bijection de E sur F , T la topologie de F . Prouver que les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. f est un homéomorphisme.

2. T est la topologie la plus fine sur F pour laquelle f soit continue.

Retour page 1
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ÅEx. 42. ./limitesconti/exo-42/texte.tex

Soient E, F, G des espaces topologiques, f ∈F (E, F ), g ∈F (F, G).

Application ouverte

On dit que f est une application ouverte si, tout ouvert A de E, f(A) est un ouvert de F .

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est ouverte.

ii) pour toute partie B de F , on a f−1(B)⊂ f−1(B).

iii) pour toute partie B de F , on a f [Fr(B)]⊂ Fr
[
f−1(B)

]
.

2. Montrer que si f et g sont ouvertes, g ◦ f l’est aussi.

3. On suppose que g ◦ f est ouverte et que f est continue et surjective. Montrer que g est ouverte.

4. On suppose que g ◦ f est ouverte et que g est continue et injective. Prouver que f est ouverte.

ÅEx. 43. ./limitesconti/exo-43/texte.tex

Soient E, F, G des espaces topologiques, f ∈F (E, F ), g ∈F (F,G).

Application fermée

On dit que f est une application fermée si, tout fermé A de E, f(A) est un fermé de F .

1. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes.
i) f est fermée.

ii) pour tout ouvert U de E, V =
{
y ∈ F ; f−1(y)⊂ U

}
est un ouvert de F .

iii) pour tout fermé A de E, B =
{
y ∈ F ; f−1(y)∩A , ∅

}
est un fermé de F .

2. Montrer que si f et g sont fermées, g ◦ f l’est aussi.

3. On suppose g ◦ f est fermé et que f est continue et surjective. Prouver que g est une application fermée.

4. On suppose que g ◦ f est fermée et que g est continue et injective. Montrer que f est fermée.

5. On suppose que f est continue et fermée. Soient U un ouvert de E et y : inF . é́tablir les résultats suivants :

a) Fr
[

f((U))
]

⊂ f(U)∩ f (cU).

b) si f−1(y) ∈ U , alors y ∈ ˚
f(U).

ÅEx. 44. ./limitesconti/exo-44/texte.tex

On munit [0 ; 1] de sa topologie usuelle et {0 , 1} de la topologie discrète.

Soit f : [0 ; 1]→{0 , 1}, définie par f(x) = 1 si 0 6 x6
1
2

, f(x) = 0 si
1
2
< x6 1. Prouver que f est surjective, fermée,

ouverte, et non continue.

ÅEx. 45. ./limitesconti/exo-45/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈ F (E, F ) une application ouverte (resp. fermée), B une partie de F , et
A= f−1(B). Soit g ∈F (A, B) l’application déduite de f . Prouver que g est une. application ouverte (resp. fernée).

ÅEx. 46. ./limitesconti/exo-46/texte.tex

Soient E, F deux espaces topologiques, f ∈F (E, F ) une application fermée, A une partie fermée de E, g ∈F (A, f(A))
l’application déduite de f . Prouver que g est fermée.

ÅEx. 47. ./limitesconti/exo-47/texte.tex

Soit f ∈ C (R, R) une fonction polynôme. Prouver que f est fermée.

ÅEx. 48. ./limitesconti/exo-48/texte.tex

Soient E un espace topologique etf ∈F (E,Nn), n ∈ N⋆, une application ouverte. Soient A une partie de E et a ∈ Å.
Établir :

‖f(a)‖< sup{‖f(x)‖ ; x ∈A} .
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ÅEx. 49. ./limitesconti/exo-49/texte.tex

Soit f ∈ C (R, R) injective.

1. Prouver que f est strictement monotone.
2. Montrer que f est ouverte.

ÅEx. 50. ./limitesconti/exo-50/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈F (E, F ). Prouver que les condition suivantes sont équivalentes :
1. f est continue et fermée.
2. f(A) = f(A) pour toute partie A de E.

ÅEx. 51. ./limitesconti/exo-51/texte.tex

Soient X un ensemble, E un espace topologique, f ∈F (X, E).
1. Définir sur X la topologie T la moins fine qui rende f continue.
2. On munit X de T , et on suppose f surjective. Montrer qu’alors, f est ouverte.

ÅEx. 52. ./limitesconti/exo-52/texte.tex

Soient X un ensemble, E un espace topologique, f ∈F (X, E).
1. Définir sur X la topologie T la plus fine qui rende f continue.
2. On munit X de T , et on suppose f injective. Montrer qu’alors, f est ouverte.

ÅEx. 53. ./limitesconti/exo-53/texte.tex

Soient E, F deux espaces topologiques. E ×F l’espace topologique produit, p : E ×F → E 1a projection canonique
sur E.
1. Prouver que p est ouverte.
2. Donner un exemple montrant en général, p n’est pas fermée.

ÅEx. 54. ./limitesconti/exo-54/texte.tex

Soit f ∈ C (R, R) définie par f(x) = (1 + e
x)sinx.

Déterminer les valeurs d’adhérence de f
i) Quand x→ 0.
ii) Quand x→−∞.
iii) Quand x→+∞.

ÅEx. 55. ./limitesconti/exo-55/texte.tex

Soit f ∈ C (]0 ; 1] , R) définie par f(x) = sin
1
x

. Déterminer les valeurs d’adhérence de f quand x tend vers 0.

ÅEx. 56. ./limitesconti/exo-56/texte.tex

Fonctions semi-continues inférieurement et superieurement

Soient E un espace topologique et f ∈F (E, R)

• On dit que f est semi-continue supérieurement (en abrégé s.c.s) si, pour tout a ∈ R, f−1([−∞ ; a[) est un
ouvert de E.

• On dit que f est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i) si, pour tout a ∈ R, f−1(]a ; +∞]) est un
ouvert de E.

1. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue.
ii) f est s.c.s et s.c.i.

2. Montrer que la fonction caractéristique d’une partie A de E est s.c.s (resp. s.c.i) si, seulement si, A est fermée (resp.
ouverte).

3. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est s.c.s.
ii) L’ensemble S =

{
(x, y) ∈ E×R ; f(x)< y

}
est une partie fermée de E×R.
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ÅEx. 57. ./limitesconti/exo-57/texte.tex

Soient E un espace topologique et f ∈F (E, R). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est s.c.i.

ii) Pour tout r ∈Q, f−1(]r ; +∞]) est un ouvert de E.

ÅEx. 58. ./limitesconti/exo-58/texte.tex

Soient E un espace topologique, f, g, fi, i ∈ I, des applications de E dans R semi-continues inférieurement.

1. Prouver que −f est s.c.s.

2. On suppose que f, g sont à valeurs dans R. Montrer que f + g est s.c.i.
Prouver que, si f + g est continue, f et g le sont aussi.

3. Prouver que inf(f, g), sup(fi, ; i ∈ I) sont s.c.i.

4. On suppose que f, g sont à valeurs dans R+ Prouver que fg est s.c.i.

ÅEx. 59. ./limitesconti/exo-59/texte.tex

Soient E un espace topologique, f ∈F (E, R). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est s.c.i.

ii) Pour tout x ∈ E, et tout ǫ > 0, il existe V ∈ VE(x) tel que y ∈ V ⇒ f(y)> f(x)− ǫ.

ÅEx. 60. ./limitesconti/exo-60/texte.tex

Pour n ∈N, soit fn ∈ C (R,R) définie par fn(t) = e
−nt2

. Prouver que inf(fn) n’est pas semi-continue inférieurement.

ÅEx. 61. ./limitesconti/exo-61/texte.tex

Soient E un espace topologique, A une partie de E, f ∈F (E,R) semi-continue inférieurement.
Établir :

sup{f(x) ; x ∈A}= sup
{
f(x) ; x ∈A

}
.

ÅEx. 62. ./limitesconti/exo-62/texte.tex

Soient E, F deux espaces topologiques, f ∈F (E, F ) ouverte et fermée. Soit g ∈ C (E, [0 ; 1]).
Poury ∈ F , on pose h(y) = sup

[
g
(
f−1(y)

)]
.

Prouver que h : f → [0 ; 1] , y 7−→ h(y) est une application continue (on pourra montrer que h est s.c.s et s.c.i).

Retour page 1
23





Chapitre III

Connexité
ÅEx. 1. ./connexite/exo-1/texte.tex

Soit E un espace topologique.

1. Soit (An)n une suite croissante de parties connexes de E. Prouver que
⋃

n

An est connexe.

2. Soit (Bn)n une suite de parties connexes de E. On suppose que Bn+1∩Bn = ∅ pour tout n ∈ N. Prouver que
⋃

n

Bn

est connexe.

ÅEx. 2. ./connexite/exo-2/texte.tex

Soient E un espace topologique, A et B des parties fermées de E telles que A∩B et A∪B soient connexes. Montrer
que A et B sont connexes.
Le résultat précédent est-il encore vrai si l’on ne suppose plus que A et B sont fermées dans E ?

ÅEx. 3. ./connexite/exo-3/texte.tex

Soit E un espace topologique, A et B des parties connexes telles que A∩B , ∅.
Montrer que A∪B est connexe.

ÅEx. 4. ./connexite/exo-4/texte.tex

Soient E un espace topologique, A une partie de E, S une partie connexe de E. On suppose que S∩Å ,∅, S∩ cA ,∅.
Prouver que S ∩Fr(A) ,∅.

ÅEx. 5. ./connexite/exo-5/texte.tex

Soient E un espace topologique, A, B des parties de E telles que A∩B = ∅, A∪B = E. Soit S une partie connexe
de E telle S ∩A ,∅ er S ∩B ,∅. Prouver que S ∩Fr(A) ,∅, S ∩Fr(B) ,∅.

ÅEx. 6. ./connexite/exo-6/texte.tex

Soient E un espace topologique, A une partie de E, S une partie connexe de E.
On suppose que S ∩ Å ,∅, S ∩cA ,∅.
Prouver que S ∩Fr(A) ,∅.

ÅEx. 7. ./connexite/exo-7/texte.tex

1. Soient E un espace topologique, C, (Ci)i∈I des parties connexes de E. On suppose que C ∩Ci ,∅ pour tout i ∈ I.

Prouver que C ∪
(
⋃

i∈I

Ci

)

est connexe.

2. Soient X, Y des espaces topologiques connexes, A une partie de X distincte de X , B une partie de Y distincte de
Y . Montrer que c(A×B)estunepartieconnexede ∗X×Y .

3. Soient X, Y des espaces topologiques connexes, Z un espace topologique, f ∈F (X × Y, Z). Pour x ∈ X , y ∈ Y ,
on note gx ∈F (Y, Z), hy ∈F (X, Z) les applications :

gx : u 7−→ f(x,u) ; hy : v 7−→ f(v,y).

On suppose que gx et hy sont continues pour tout x ∈ X et tout y ∈ T . Montrer que f(X × Y ) est une partie
connexe de Z.

S

ÅEx. 8. ./connexite/exo-8/texte.tex

Soit A une partie fermée de [0 ; 1]× [0 ; 1]. Pour x ∈ [0 ; 1], on pose

Ix = {y ∈ [0 ; 1] ; (x ; y) ∈A} .
On suppose que, pour tout x ∈ [0 ; 1], Ix est un intervalle fermé non vide. Prouver qu’il existe x ∈ [0 ; 1] tel que x ∈ Ix,
(on introduira A1 = {x ∈ [0 ; 1] ; supIx < x}, A2 = {x ∈ [0 ; 1] ; x < inf Ix}).
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ÅEx. 9. ./connexite/exo-9/texte.tex

Soit E un espace topologique séparé et (Cn)n une suite décroissante de compacts non vides et connexes de E. Prouver
que ∩

n
Cn est un compact connexe non vide de E.

ÅEx. 10. ./connexite/exo-10/texte.tex

Soit X un ensemble infini. On note T l’ensemble des parties A de X qui sont vides ou de complémentaire fini.

a) Montrer que T est une topologie sur X .

b) Prouver que X est connexe, et déterminer C (X, R).

ÅEx. 11. ./connexite/exo-11/texte.tex

Pour a, b ∈ N⋆ premiers entre eux, on pose U(a,b) = N⋆ ∩{na+ b ; n ∈ Z}.
Soit B = {U(a,b) ; a,b ∈ N⋆ ; pgcd(a,b) = 1}.
1. Soient a,b ∈ N⋆, premiers entre eux, et c= infU(a,b). Établir :

textpgcd(a,c) = 1 ; U(a,b) = U(a,c) = {na+ c ; n ∈N⋆} .

2. Soient a,b,c,d ∈ N⋆ tels que pgcd(a,b) = pgcd(c,d) = 1, U(a,b)∩U(c,d) , ∅ Montrer qu’il existe e,f ∈ N⋆ tels que

pgcd(e,f) = 1 ; U(a,b)∩U(c,d) = U(e,f).

En déduire qu’il existe une topologie T et une seule sur N⋆ telle que B soit une base de T .
Dans la suite, N⋆ est muni de la topologie T .

3. Soient a,b ∈ N⋆ tels que a , b, p est un nombre premier tel que p > sup(a,b). Prouver que ∅= U(p,a)∩U(p,b). En
déduire que T est séparée.

4. Soient c,d ∈N⋆ tels que pgcd(c,d) = 1 et a ∈ U(c,d). Montrer qu’il existe b ∈ N⋆ tel que

pgcd(a,b) = 1 ; U(b,a)⊂ U(c,d).

5. Soient a,b,c,k ∈ N⋆ tels que pgcd(a,b) = pgcd(c,ka) = 1. Montrer que U(a,b) ∩U(c,ka) , ∅ (soit ϕ la fonction
indicatrice d’Euler. D’après les hypothèses, il existe q ∈ N⋆ tel que, si c > 1, cϕ(a) = 1 + qa. Considérer alors
(bcϕ(a)−1)c+ ka et a(bq+ k) + b).
En déduire que si V un ouvert de N⋆ vérifie V ∩U(a,b) = ∅, alors V ne contient aucun multiple de a.

6. Prouver que N⋆ est connexe. On obtient donc un exemple d’ensemble dénombrable, séparé, et connexe.

7. Soit P l’ensemble des nombres premiers. Pour p ∈P, soit Sp l’ensemble des multiples de p appartenant à N⋆.
Montrer que, pour p ∈P, Sp est fermé.

8. Prouver que S2 et {1} n’ont pas de voisinages disjoints.

9. Montrer que P est d’intérieur vide.

ÅEx. 12. ./connexite/exo-12/texte.tex

Soit A un ensemble totalement ordonné. On désigne par O l’ensemble des parties de A qui sont réunions d’intervalles
ouverts de A (bornés ou non).

1. Prouver que O est une topologie sur A. Dans la suite, A est muni de la topologie 0. On suppose que A est connexe.

2. Soit M une partie non vide et majorée de A. Prouver que M admet une borne supérieure.

3.

Successeur

On dit que y ∈A est successeur de x ∈A si x < y, et si ]x ; y[ = ∅. Montrer qu’aucun point de A n’admet un
successeur.

ÅEx. 13. ./connexite/exo-13/texte.tex

Un espace topologique E est dit totalement discontinu , si pour tout x de E, la composante connexe de x est réduite
à {x}.
Montrer que Q est totalement discontinu.
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ÅEx. 14. ./connexite/exo-14/texte.tex

1. Soient E un espace topologique, A une partie connexe , non vide, ouverte et fermée de E. Prouver que A est une
composante connexe de E.

2. Donner un exemple d’espace topologique E et d’une composante connexe Ade E non ouverte.

ÅEx. 15. ./connexite/exo-15/texte.tex

Soit E un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Les composantes E connexes de E sont ouvertes.

2. Tout point x ∈ E possède un voisinage qui est contenu dans tout ensemble ouvert et fermé et contenant x.

3. Pour tout x ∈ E, l’intersection des parties de E, contenant x à la fois ouvertes et fermées est un ouvert de E.

ÅEx. 16. ./connexite/exo-16/texte.tex

Soient E un espace topologique, A un fermé de E, U une composante connexe de cA. Montrer que A∪U est fermé
dans E.

ÅEx. 17. ./connexite/exo-17/texte.tex

Soit E un espace topologique. Pour x ∈ E, Cx désigne la composante connexe de x dans E.
Pour x, y ∈ E, on note x∼ y s’il n’existe pas d’ouverts U, V de E tels que :

E = U ∪V, U ∩V = ∅, x ∈ U, y ∈ V.

1. Prouver que ∼ est une relation d’équivalence sur E. On note Qx la classe d’équivalence de x, et on dit que Qx est
la quasi-composante connexe de x dans E.

2. Montrer que Cx ⊂Qx.

3. Montrer que Qx est l’intersection des parties de E contenant x, et qui sont à la fois ouvertes et fermées dans E.

4. Soient E et F des espaces topologiques, x, u ∈E, y, v ∈ F . On suppose que Qx =Qu, Qy =Qv.
Prouver que Q(x, y) =Q(u,v).

5. Donner un exemple où Qx , Cx.

ÅEx. 18. ./connexite/exo-18/texte.tex

Soient E un espace localement connexe, A une partie de E, C une composante connexe de A.

1. Montrer que C̊ = C ∩ Å.

2. Prouver que Fr(C)⊂ Fr(A), et que si A est ouvert dans E, A∩Fr(C) = ∅.

3. On suppose que A est fermé dans E. Montrer Fr(C) = C ∩Fr(A).

ÅEx. 19. ./connexite/exo-19/texte.tex

Soient E un espace localement connexe, A une partie de E, et S une partie de A, connexe et ouverte dans A.
Montrer qu’il existe un ouvert un connexe U de E tel que S =A∩U .

ÅEx. 20. ./connexite/exo-20/texte.tex

Soit E un espace localement connexe non connexe. Montrer que l’on réalise une partition de E en deux ouverts U et
V en prenant pour U une composante connexe de E, et pour V la réunion de toutes les autres composantes connexes
de E.

ÅEx. 21. ./connexite/exo-21/texte.tex

Soit E un espace topologique.

Pour a ∈E, on note A(a) l’ensemble des points x de E pour lesquels il existe une fonction continue de [0 ; 1] dans E
vérifiant f(0) = a et f(1) = x.
Montrer que la relation bRa est une relation d’équivalence sur E. En déduire que A(a) est connexe par arcs.
On dit que A(a) est la composante connexe par arcs de a dans E.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est connexe par arcs.

ii) E est connexe, et tout point de E possède un voisinage connexe par arcs.
Prouver que tout ouvert connexe de Rn est connexe par arcs.

b)
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ÅEx. 22. ./connexite/exo-22/texte.tex

Soit E la partie de R2 définie par E = (Q× [0 ; 1])∪ (R×{0}).
1. Montrer que E est connexe par arcs.

2. Prouver que E n’est pas localement connexe.

ÅEx. 23. ./connexite/exo-23/texte.tex

1. Soient n un entier supérieur ou égal à 2, et a ∈ Rn. Montrer que Rn−{a} est connexe par arcs.

2. Montrer que, pour n> 2, R et Rn ne sont pas homéomorphes.
ò-. Si n , p, il est encore vrai que Rn et Rp ne sont pas homéomorphes, mais ce résultat est beaucoup plus difficile
à établir.

ÅEx. 24. ./connexite/exo-24/texte.tex

Soient A l’ensemble des points de R2 ayant au moins une coordonnée irrationnelle et B l’ensemble des points de R2

qui ont 1eurs deux coordonnées irrationnelles.

1. Soient u, v ∈ R, Du,v = {({u}×R)× (R×{v})}. Montrer que Du,v est connexe par arcs. En déduire que A est
connexe par arcs et localement connexe.

2. Montrer que B n’est ni connexe, ni localement connexe.

ÅEx. 25. ./connexite/exo-25/texte.tex

Soit A la partie de R2 définie par A=
{

(x, y) ∈ R2 ; x ∈ R⋆
+ ; y = sin

1
x

}

.

1. Déterminer A. Prouver que A et A sont connexes.

2. Prouver que A est connexe par arcs, et que A n’est pas connexe par arcs.

3. Montrer que A est localement connexe.

4. soit U =A∩ (R×
]

−1
2

;
1
2

[

).

Montrer que {0}×
]

−1
2

;
1
2

[

est la composante connexe de (0, 0) dans U et que cet ensemble n’est pas ouvert dans

U . En déduire que A n’est pas localement connexe.

ÅEx. 26. ./connexite/exo-26/texte.tex

Soient E1, . . . , En des espaces topologiques non vides, E l’espace topologique produit.

1. E est connexe si, et seulement si, E1, . . . , En sont connexes.

2. Soient xi ∈Ei, Ci la composante connexe de xi dans Ei, 1 6 i6 n, x= (x1, . . . , xn), C la composante connexe de
x dans E.
Montrer que C = C1× ·· · ×Cn

3. Montrer que E est connexe par arcs si, et seulement si, E1, . . . , En sont connexes par arcs.

4. Prouver que E est localement connexe si, et seulement si, E1, . . . , En sont localement connexes.

ÅEx. 27. ./connexite/exo-27/texte.tex

Soit D une partie dénombrable de R2.
Montrer que R2 −D est connexe par arcs (si a ∈ R2 −D, on montrera qu’il existe une infinité de droites de R2,
contenant a, et ne contenant aucun point de D).

ÅEx. 28. ./connexite/exo-28/texte.tex

Soit A la partie de R définie par A=
{

1
n

; n ∈ N⋆

}

.

On définir f : N→ A∪{0} par f(0) = 0 et f(n) =
1
n

pour n inN⋆.

1. Prouver que A=A∪{0}., et que f est continue.

2. Prouver que A et N sont localement connexes mais que A n’est pas localement connexe.
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ÅEx. 29. ./connexite/exo-29/texte.tex

Soit E = (Q× [0 ; 1])∪ (cQ× [−1 ; 0])⊂ R2

1. Montrer que E est connexe par arcs.

2. Prouver que E n’est pas localement connexe.

ÅEx. 30. ./connexite/exo-30/texte.tex

Pour λ ∈ R, on pose Sλ = {(x, λx) ; 0 6 x6 1}.
Soient A=

⋂

n∈N⋆

S1/n, B = S0. Montrer que b=A

ÅEx. 31. ./connexite/exo-31/texte.tex

Soient I un intervalle fermé et borné de R et f ∈ C (I, I).

1. Montrer que f possède au moins un point fixe.

2. On suppose que fest un homéomorphisme de [a ; b] sur lui même. Établir :

(f(a) = a et f(b) = b) ou (f(a) = b et f(b) = a).

ÅEx. 32. ./connexite/exo-32/texte.tex

Soient E un espace topologique, F un espace topologique séparé, T ∈ F (E, F ). On suppose vérifiées les conditions
suivantes :

i) Pour toute partie connexe A de E, f(A) est une partie connexe de F .

ii) Pour tout y ∈ F , f−1(y) est une partie connexe de E.

Montrer que, pour tout y ∈ F , f−1(y)est une partie fermée de E.

ÅEx. 33. ./connexite/exo-33/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈F (E, F ) , continue, ouverte et surjective. On suppose que, pour tout y ∈ F ,
f−1(y) est une partie connexe de E.
Soient B une partie de F , A= f−1(B). Prouver 1’équivalence des conditions suivantes :

i) B est connexe.

ii) A est connexe.

ÅEx. 34. ./connexite/exo-34/texte.tex

Soient E un espace topologique, a? ∈E, f ∈F (E, R). on dit que f admet un maximum (resp. un minimum ) relatif
en a s’il existe V ∈ VE(a) tel que f(x) 6 f(a) (resp. f(x) > f(a)) pour tout x ∈ V .
On dit que f admet un extrémum relatif en a si f admet un maximum ou un minimum relatif en a.
Soient I un intervalle de R, f ∈ C (I, R). 0n suppose que f admet un maximum relatif en tout point de I. Montrer
que est constante.

ÅEx. 35. ./connexite/exo-35/texte.tex

Soient a, b ∈R tels que a < b, f ∈ C ([a ; b] , R).

1. Pour x ∈ [a ; b], on pose g(x) = sup{f(t) ; a6 t6 b}. Montrer que g est continue.

2. soit c ∈ ]a ; b[ en lequel f admet un maximum (resp. minimum) relatif.
Montrer qu’il existe ǫ > 0o tel que g soit constante sur [c ; c+ ǫ[ (resp. ]c− ǫ ; c]).
Dans la suite, on suppose que f admet un extrémum relatif en tout point de [a ; b]. Soient m, M les bornes de
bornes de g sur [a ; b].

3. On suppose m < M . Montrer que pour tout λ ∈ ]m ;M [, Iλ = g−1(λ) est un intervalle d’intérieur non vide. En
déduire que ]m ;M [ s’injecte dans Q, donc que l’hypothèse m<M est absurde.

4. Montrer que f est constante.

Retour page 1
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ÅEx. 36. ./connexite/exo-36/texte.tex

Soient K un corps commutatif, n ∈ N⋆.
On désigne par GLn(K) (resp. SLn(K)) l’ensemble des (n × n) matrices sur K de déterminant non nul (resp. de
déterminant égal à 1). On pose :

GL+
n = {M ∈Mn(K) ; detM > 0} , GL−

n = {M ∈Mn(K) ; detM < 0} .
On note (Mij)i,j la base canonique de Mn(K). Pour n> 2, λ ∈K, 1 6 i , j 6 n, soit Bij(λ) = In +λMij.
Soient S1 = {1}, Sn =

{
Bij(λ) ; 1 6 i , j 6 n ; λ ∈GK

}
.

Soit Pn l’ensemble des produits d’éléments de Sn.

1. On suppose n> 2. Soit A ∈GLn(K). Montrer qu’il existe C ∈ Pn, tel que la première ligne de AC soit égale à

(1, 0, . . . , 0).

En déduire qu’i1 existe D ∈ Pn tel que

A= [diag(1, . . . , 1, det(A))]D.

2. Prouver que GLn(C), SLn(C), SLn(R) sont connexes par

3. Montrer que GLn(R) n’est pas connexe.

4. Montrer que les composantes connexes de GLn(R) sont GL+
n (R) et GL−

n (R) et que ces composantes connexes sont
connexes par arcs.
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Chapitre IV

Compacité
ÅEx. 1. ./compacite/exo-1/texte.tex

Soit E un espace topologique.

Définition

On dit que E est un espace de Lindelöfsi, de tout recouvrement ouvert de E, on peut extraire un sous-
recouvrement dénombrable.

1. Soit E un espace de Lindelöf et F un fermé de E. Prouver que F est un espace de Lindelöf.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Tout sous-espace de E est un espace de Lindelöf.

ii) Tout ouvert de E est un espace de Lindelöf.

3. Soient F un espace topologique et f ∈ C (E, F ). Montrer que si E est un espace de Lindelöf, il en est de même de
f(E).

4. Soit (Fn)n un suite de sous-espaces de Lindelöf de E, et F =
⋃

n

Fn. Prouver que F est un espace de Lindelöf.

5. On suppose que E est espace de Lindelöf séparé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) E est compact.

ii) Toute suite de points de E possède au moins une valeur d’adhérence.

ÅEx. 2. ./compacite/exo-2/texte.tex

Soit E un espace topologique. Montrer que les condition suivantes sont équivalentes :

i) De toute famille de fermés de E d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide.

ii) Toute base de filtre sur E admet au moins une valeur d’adhérence.

iii) Tout ultrafiltre sur E converge.

En déduire qu’un espace topologique séparé est compact, si et seulement si, il vérifie les conditions précédentes.

ÅEx. 3. ./compacite/exo-3/texte.tex

Soient E1, . . . , En des espaces topologiques non vides, E = E1× ·· · ×En l’espace produit, pi : E→ Ei les surjections
canoniques, 1 6 i6 n.

1. Soit U un ultrafiltre sur E. Montrer que pi(U) est un ultrafiltre sur Ei.

2. Prouver que U converge si, et seulement si, p1(U), . . . , pn(U) convergent.

3. Montrer que E est compact si, et seulement si, E1, . . . , En sont compacts.

ÅEx. 4. ./compacite/exo-4/texte.tex

Soient E un espace topologique, F un espace compact, f ∈F (E, F ), p : E ×F → E, q : E ×F → F les surjections
canoniques.

1. Soient A un fermé de ×F , x ∈ p(A), U = {(V ×F )∩A ; V ∈ VE(x)}. Prouver que U est une base de filtre sur
E×F . Montrer que q(U) a une valeur d’adhérence y suivant U . Montrer que (x, y) ∈A.
En déduire que p est une application ouverte.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.

ii) 1e graphe de f est fermé dans E×F .

ò-. 0n comparera avec II, exercice 40.
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ÅEx. 5. ./compacite/exo-5/texte.tex

Soient E un espace topologique séparé et (an) une suite de points de E de limite a ∈ E. Montrer que A =
{a, a0, a1, . . . , an, . . .} est une partie compacte de E.

ÅEx. 6. ./compacite/exo-6/texte.tex

Soient E un espace topologique séparé, (Kn)n∈N une suite décroissante de compacts non vides de E, K l’Intersection
des Kn. Montrer que K est non vide. Soit U un ouvert de E tel que K ⊂ U . Montrer qu’il existe n ∈ N tel que Kn ⊂ U .

ÅEx. 7. ./compacite/exo-7/texte.tex

Soient E un espace topologique séparé, A, B des parties de Etelles que A∩B = ∅.

1. On suppose que A et B sont compactes. Montrer qu’i1 existe des ouverts U et V de E tels que :

A⊂ U, B ⊂ V, U ∩V = ∅.

(on traitera d’abord le cas où A est réduit à un point).

2. On suppose que E est régulier, que A est compacte, et que B est fermée. Prouver que le résultat 1 est encore vrai.

ÅEx. 8. ./compacite/exo-8/texte.tex

Soit E un espace topologique séparé et (Ui)i∈I une base d’ouverts de E.
On suppose que de tout recouvrement ouvert de E par des Ui, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Prouver
que E est compact.

ÅEx. 9. ./compacite/exo-9/texte.tex

Soient E un espace compact infini, et ∆ la diagonale de E ×E. Montrer qu’i1 existe une partie dénombrable A de
E×E telle que ∆∩A= ∅, ∆∩A ,∅.

ÅEx. 10. ./compacite/exo-10/texte.tex

Soit E un espace séparé dans lequel tout point possède un système fondamental de voisinages à la fois ouverts et
fermés.
Soit F une partie de E et A une partie de F ouverte dans F . Montrer qu’il existe une partie B de E à la fois ouverte
et fermée vérifiant A=B ∩F .

ÅEx. 11. ./compacite/exo-11/texte.tex

On munit R de la topologie dont les ouverts sont ∅, R, et les parties de R de complémentaire fini ou dénombrable.

1. Montrer qu’une partie de R est séparée si, et seulement si, elle est finie ou dénombrable.

2. Déterminer les parties compactes de R.

ÅEx. 12. ./compacite/exo-12/texte.tex

On conserve les hypothèses et notations de III, exercice 11.

1. Vérifier que U(3, 2)∪
⋃

p∈P

U(p, 1) est un recouvrement ouvert de N⋆.

2. Montrer que N⋆ n’est pas compact.

ÅEx. 13. ./compacite/exo-13/texte.tex

Soient E un espace topologique, F un espace compact, G un espace séparé, f ∈ C (E ×F, G). On suppose que, pour
tout x ∈ E, l’application de F dans G définie par y 7−→ f(x, y) est injective. Soit z0 ∈G.

1. Prouver que l’ensemble E0 des x ∈E tels que l’équation z0 = f(x, y) ait une solution est un fermé de E.

2. Montrer que la solution y = φ(x) de l’équation précédente est une fonction continue de E0 dans F .

ÅEx. 14. ./compacite/exo-14/texte.tex

Soient X, Y des espaces topologiques séparés, f ∈ C (X, Y ), (Fn)n∈N une suite décroissante de compacts de X .

1. Prouver que f

(
⋂

n∈N

Fn

)

⊂
⋂

n∈N

f(Fn).

2. Le résultat subsiste-t-i1 si 1’on suppose seulement que les Fn sont fermés dans X .

3. On suppose que X est compact et non vide. Montrer que, si g ∈ C (X, X), i1 existe un compact K de X tel que
g(K) =K.

Retour page 1
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ÅEx. 15. ./compacite/exo-15/texte.tex

Soient X, Y, Z des espaces topologiques séparés, f ∈ C (X ×Y, Z), A et B des compacts de X et Y , G un ouvert de
Z. On suppose que f(A×B)⊂G.
Montrer qu’il existe des ouverts U et V de X et Y tels que A⊂ U , B ⊂ V , f(U ×V )⊂G.

ÅEx. 16. ./compacite/exo-16/texte.tex

Soient E un espace compact et F un sous-ensemble de C (E, R) vérifiant les conditions suivantes :

i) si f, g ∈ F , alors fg ∈ F .

ii) Pour tout x ∈ E, il existe Vx ∈ VE(x), fx ∈ F , tels que fx|Vx = 0.

Prouver que la fonction nulle sur E appartient à F .

ÅEx. 17. ./compacite/exo-17/texte.tex

Soient E un espace compact et f1, . . . , fn des éléments de C (E, GR). On suppose que f1, . . . , fn séparent les points
de E. Montrer que E est homéomorphe à une partie de Rn.

ÅEx. 18. ./compacite/exo-18/texte.tex

1. Construire une surjection continue de [0 ; 1[ sur [0 ; 1].

2. Existe-t-il une surjection continue de [0 ; 1] sur [0 ; 1[ ?

ÅEx. 19. ./compacite/exo-19/texte.tex

Soient E un espace compact, F un espace topologique séparé, f ∈ C (E×F, R). Pour y ∈ F , on pose :

M(y) = sup{f(x, y) ; x ∈ E} , m(y) = inf {f(x, y) ; x ∈ E} .
Montrer que M et m définissent des applications continues de F dans R.

ÅEx. 20. ./compacite/exo-20/texte.tex

Soient E un espace compact et f ∈F (E, R).

1. On suppose que f est semi-continue supérieurement. Montrer que f atteint son maximum.

2. On suppose que f est semi-continue inférieurement. Montrer que f atteint son minimum.

ÅEx. 21. ./compacite/exo-21/texte.tex

Soient E, F des espaces séparés, f ∈F (E, F ) une application surjective et fermée. On suppose qu, pour tout y ∈ F ,
f−1(y) est un compact de E.

1. Soit K un compact de F . Montrer que f−1(K) est un compact de E.

2. On suppose que F est compact. Prouver que f est continue.

ÅEx. 22. ./compacite/exo-22/texte.tex

Soit E un espace topologique séparé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) E est localement compact.

ii) Il existe un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de E tel que U i soit compact pour tout i ∈ I.

ÅEx. 23. ./compacite/exo-23/texte.tex

Soient E un espace localement compact, F un espace séparé, f ∈F (E, F ) continue et ouverte. Prouver que f(E) est
localement compact.

ÅEx. 24. ./compacite/exo-24/texte.tex

Soient E un espace séparé, A une partie de E. On considère les assertions suivantes :

i) A est localement compacte.

ii) A est localement fermée.

1. Montrer que i) ⇒ ii). Prouver que si E est localement compact, alors ii) ⇒ i).

2. Soit X une partie dense de E. Montrer que, si X est localement compacte, alors X est une partie ouverte de E.
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ÅEx. 25. ./compacite/exo-25/texte.tex

Soient E un espace localement compact, F un espace séparé, et f ∈F (E, F ), continue, surjective. et ouverte.
Soit K un compact de F . Montrer qu’il existe un compact C de E tel que f(C) =K.

ÅEx. 26. ./compacite/exo-26/texte.tex

Soient E un espace localement compact, K un compact de E, et F un fermé de E tels que ∅ =K ∩F .
Montrer qu’i1 un existe un ouvert U de E tel que k ⊂ U et U ∩K = ∅.

ÅEx. 27. ./compacite/exo-27/texte.tex

Soient E un espace topologique séparé et ω un élément n’appartenant pas à E. On définit une topologie sur Ẽ = E∪{ω}
en prenant pour ouverts les ouverts de E et les complémentaires dans Ẽ des parties compactes de E.

1. Prouver que de tout recouvrement ouvert de Ẽ, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Ẽ est séparé.

ii) E est localement compact.

ÅEx. 28. ./compacite/exo-28/texte.tex

Soient E, F des espaces topologiques, f ∈F .

Fonctions de type (T)

On dit que f est de type (T) si f est continue, et si, pour tout compact K de F , f−1(K) est un compact de E

1. Prouver qu’un homéomorphisme est de type (T).
Dans la suite, on suppose que E est séparé, que F est localement compact, et que f est de type (T).

2. Prouver que E est localement compact.

3. Montrer que f est fermée.

ÅEx. 29. ./compacite/exo-29/texte.tex

On désigne par E un espace topologique localement compact.

1. Soit K un compact de E. Prouver que K possède un système fondamental de voisinages compacts.
Dans la suite, ,on suppose qu’il existe une suite (Hn)n∈N de compacts de E dont la réunion est égale à E
ò-. On dit alors que E est dénombrable à l’infini ou que E est σ-compact ).

2. Prouver les assertions suivantes :

i) i1 existe une suite (Un)n∈N d’ouverts relativement compacts de E, recouvrant E, et tels que Un ⊂ Un+1 pour
tout n ∈ N.

ii) Il existe une suite (Kn)n∈N de compacts de E, recouvrant E, et tels que Kn ⊂ K̊n+1 pour tout n ∈ N.

3. Soient (Un)n∈N et (Kn)n∈N des suites vérifiant les propriétés 2i et 2ii de 2. Soit K un compact de E. Montrer qu’il
existe n ∈ N tel que K ⊂ Un. (resp. K ⊂Kn).
Soit f ∈F (E, R) Montrer que f est continue, si et seulement si, f |Kn est continue pour tout n.

c

ÅEx. 30. ./compacite/exo-30/texte.tex

Soient E un espace compact, x ∈ E, C la composante connexe de x dans E, et D la quasi-composante connexe de x
dans E.
On rappelle que D est l’intersection des parties de E qui sont à la fois ouvertes fermées et qui contiennent x. On a
C ⊂D (voir III, exercice 17).
On veut prouver que C =D. On raisonne par l’absurde, et on suppose que C ,D.

1. Prouver qu’il existe des fermés disjoints, non vides F1 et F2 tels que D = F1 ∪F2.

2. Montrer qu’il existe des ouverts disjoints U1 et U2 tels que F1 ⊂ U1, F2 ⊂ U2.

3. Prouver que C est contenu dans l’un ces Fi, i= 1, 2.
On supposera dans la suite que C ⊂ F1.
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4. Soit S l’ensemble des parties de E qui contiennent x, et qui sont à la fois ouvertes et fermés.
Montrer que (cA)A∈S constitue un recouvrement ouvert de c(U1 ∪U2).

En déduire qu’il existe A1, . . . , An ∈ S tels que A=
n⋂

i=1

Ai ⊂ U1 ∪U2.

5. Prouver que D ⊂A∩U1. En déduire une contradiction, et montrer ainsi que C =D.

6. Prouver que C possède un système fondamental de voisinages qui sont à la fois ouverts et fermés dans E.
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Chapitre V

Espaces métriques
ÅEx. 1. ./espacesmetriques/exo-1/texte.tex

Soient E un espace métrique, a ∈ E, et F l’ensemble des fermés non vides de E.
Pour A, B ∈ F , on pose

da(A, B) = sup
{

|d(x, A)− d(x, B)|e−d(a, x) ; x ∈ E
}

.

a) Montrer que da est une distance sur F .

b) Soient a, b ∈E. Montrer que da et db définissent la même topologie sur E.

ÅEx. 2. ./espacesmetriques/exo-2/texte.tex

Soit E un espace métrique possédant une base dénombrable d’ouverts (Un)n∈N. Si A est une partie de E, on pose
βn(A) = 1 si Un ∩A , ∅, βn(A) = 0 si Un ∩A= ∅ et

β(A) =
+∞∑

n=0

2−nβn(A).

1. Soient A et B des parties de E telles que A⊂B. Montrer que β(A) 6 β(B).

2. Montrer que β(A) = β(A) pour tout partie A de E.

3. Soient A, B des parties de E. Établir : β(A∪B) 6 β(A) + β(B).

4. Soient A et B deux parties de E telles que A⊂B, A ,B. On suppose que A est fermée de E.
Montrer que β(A) < β(B).

ÅEx. 3. ./espacesmetriques/exo-3/texte.tex

Soient E un espace métrique, d une distance sur E, et f ∈ C (E, R). Pour x, y ∈ E, pose D(x,y) = d(x, y) +
|f(x)− f(y)|.
1. Montrer que D est une distance sur E.

2. Prouver que D et d définissent la même topologie sur E.

ÅEx. 4. ./espacesmetriques/exo-4/texte.tex

Soient X un ensemble et d une distance sur X . Pour x, y ∈ E, on pose D(x, y) = min(1, d(x, y)).
Montrer que D est une distance sur X .

ÅEx. 5. ./espacesmetriques/exo-5/texte.tex

Soient d1, . . . , dn des distances sur un ensemble X , a1, . . . , an ∈ R+ non tous nuls. Pour x, y ∈X , on pose d(x, y) =
n∑

i=1

aidi(x, y).

Montrer que d est une distance sur X .

ÅEx. 6. ./espacesmetriques/exo-6/texte.tex

Soient E1, . . . , En des espaces métriques E = E1 × ·· · ×En l’ensemble produit. Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ E, y =
(y1, . . . , yn) ∈ E, on pose

d1(x, y) =

√
√
√
√

n∑

i=1

d2
i (xi, yi), d2(x, y) = sup{di(xi, yi) ; 1 6 i6 n} , d3(x, y) =

n∑

i=1

di(xi, yi).

Montrer que d1, d2, d3 sont des distances sur E qui définissent la mène topologie.
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ÅEx. 7. ./espacesmetriques/exo-7/texte.tex

Soit E = [0 ; 1]. Pour x, y ∈ E, on pose d(x, y) = |x− y| et D(x, y) =
∣
∣
√
x−√y

∣
∣.

1. Prouver que d et D sont des distances sur E définissant la même topologie.
2. Existe t-il k ∈ R+ tel que D(x, y) 6 kd(x, y) pour tout x, y ∈ E.

ÅEx. 8. ./espacesmetriques/exo-8/texte.tex

Soient X un ensemble, d une distance sur X , f ∈ C (R+, R+) vérifiant les propriétés :
i) f(0) = 0, f(x) ∈R⋆

+ si x , 0.
ii) f est croissante et continue en 0.
iii) f(u+ v) 6 f(u) + f(v) pour tout u, v ∈ R+

Pour x, y/inX , on pose D(x, y) = f [d(x. y)]. Montrer que D est une distance sur X , et que d et D définissent la
même topologie.

ÅEx. 9. ./espacesmetriques/exo-9/texte.tex

Soit E = ]0 ; 1[. Pour x, y ∈ E, on pose d(x, y) =
∣
∣
∣
∣

1
x
− 1
y

∣
∣
∣
∣
.

1. Montrer que D est une distance sur E, et que la topologie sur E définie par d est la topologie usuelle de E.
2. Existe t-il une distance d sur R telle que D(x, y) = d(x, y) pour tous x, y ∈ E ?

ÅEx. 10. ./espacesmetriques/exo-10/texte.tex

Soit E un espace métrique. Si A est une partie de E, on note δ(A) son diamètre. pour A, B parties non vides de E,
on pose d(A, B) = inf {d(a, b) ; a ∈A,b ∈B}.
1. Soient A, B des parties de E. Établir :

i) δ(A) = 0 si, et seulement si, A contient au plus un point.
ii) Si A⊂B, alors δ(A) 6 δ(B).
iii) δ(A) = δ(A).
iv) Si A∩B ,∅, alors δ(A∪B) 6 δ(A) + δ(B).

2. Soient A, B, C des parties non vides de E. Établir :
i) d(A, B) = d(A, B). Donner un exemple de deux parties fermées A et B de R2 telles que A ∩ B = ∅ et

d(A, B) = 0.
ii) d(A, C) 6 d(A, B) + d(B, C) + δ(B).
iii) d(A, B ∪C) = min[d(A, B), d(A, C)].
iv) d(A, C) 6 d(A, B) + d(A∪B, C) + δ(B).
v) Si A⊂B ⊂A, on a d(a, A) = d(a, B) = d(a,A) pour tout a ∈ E.

ÅEx. 11. ./espacesmetriques/exo-11/texte.tex

Soient E un espace métrique, A une partie non vide de E, et f une application k-lipschitienne de A dans R.
Pourx ∈E, y ∈A, on pose fy(x) = f(y)− kd(x, y).

1. On pose, pour x ∈ E : g(x) = inf {fy(x) ; y ∈A}. Montrer que g(x) ∈R pour tout x ∈ E.
2. Prouver que g définit une application k-lipschitzienne de E dans R telle g|A = f .

ÅEx. 12. hypertargetchap5exo12 ./espacesmetriques/exo-12/texte.tex

Soit E un espace métrique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est séparable.
ii) E est base dénombrable.

ÅEx. 13. ./espacesmetriques/exo-13/texte.tex

Soient E un espace métrique, A une partie non vide de E. Pour r ∈ R⋆
+, on pose :

B(a, r) = {x ∈ E ; d(x, A)< r} .
1. Montrer que B(A, r) = ∪

x∈A
B(x, r).

2. Établir : A= ∪
r>0

B(A, r).
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ÅEx. 14. ./espacesmetriques/exo-14/texte.tex

Soient f, g ∈ C ([−1 ; +1] , R). Pour u ∈ R, on pose h(u) = sup{|f(x) + ug(x)| ; x ∈ [−1 ; +1]}.
Prouver que h est uniformément continue sur R.

ÅEx. 15. ./espacesmetriques/exo-15/texte.tex

Soient E un espace métrique et F une partie non vide de E. Pour r ∈R⋆
+, on pose :

V (r) = {x ∈ E ; d(x, F )< r| .

1. Prouver que, pour r ∈ R⋆
+, V (r) est une partie ouverte de E.

2. On suppose que est compact. Montrer que les V (r), r ∈ R ;, forment un système fondamental de voisinages de F
dans E.

3. Si 1’on suppose seulement que F est fermé dans E. le résultat de2 est-il encore vrai ?

ÅEx. 16. ./espacesmetriques/exo-16/texte.tex

Soit E un espace métrique dans lequel toute boule fermée est compacte.

1. Prouver E que est complet.

2. Montrer qu’une partie de E est compacte si, et seulement si, elle est fermée et bornée.

ÅEx. 17. ./espacesmetriques/exo-17/texte.tex

Soient E un espace métrique compact et u ∈F (E, E) (non supposée continue) vérifiant

d(x, y) 6 d [u(x), u(y)] pour tout x, y ∈ E.

1. Soient x, y ∈ E. On pose x0 = x, y0 = y, xn+1 = u(xn), yn+1 = u(yn), n ∈ N. Prouver que, dans E ×E, (x, y) est
un point adhérent à la suite ((xn, yn))n∈N. En déduire que u est une isométrie.

2. Montrer que u(E) = E.

3. Si l’on ne suppose plus que E est compact, une isométrie de E dans lui-même est-elle nécessairement surjective ?

ÅEx. 18. ./espacesmetriques/exo-18/texte.tex

Soient E un espace métrique, F un espace séparé, et u ∈F (E, F ). Prouver l’équivalence des conditions suivantes :

i) u est continue.

ii) la restriction de u à tout compact de E est continue.

ÅEx. 19. ./espacesmetriques/exo-19/texte.tex

Soient E un espace métrique compact et u une application de E dans lui même vérifiant d [u(x), u(y)]< d(x, y) pour
tous points distincts x et y de E.
Montrer que u possède un unique point fixe.

ÅEx. 20. ./espacesmetriques/exo-20/texte.tex

Soit E un espace métrique localement compact.

1. Soit x ∈ E. Montrer qu’il existe r ∈ R⋆
+ pour lequel la boule fermée B′(x, r) est compacte.

2. Pour x ∈ E, on pose r(x) = sup
{
r ∈R⋆

+ ; B(x, r) est compacte
}

.
On suppose que r(x) <+∞ pour tout x ∈ E. Montrer que |r(x)− r(y)| 6 d(x, y) pour tous x, y ∈ E.

ÅEx. 21. ./espacesmetriques/exo-21/texte.tex

Soient E, F des espaces métriques compacts.

1. Soit u ∈ F (E, E) une isométrie. Pourx ∈ E, on pose x0 = x, xn+1 = u(xn), n ∈ N. Montrer que x est valeur
d’adhérence de la suite (xn)n∈N⋆ . En déduire que u est surjective.

2. On suppose qu’il existe des isométries f F (E, F ), g ∈F (F, E). Prouver : f(E) = F , g(F ) = E.

ÅEx. 22. ./espacesmetriques/exo-22/texte.tex

Soient E un espace métrique compact, F1, . . . , Fn des fermés non vides de E d’intersection vide.
Montrer qu’i1 existe a ∈R⋆

+ vérifiant la propriété suivante :
pour toute partie A de E vérifiant A∩Fi = ∅ pour i= 1, . . . , n le diamètre de A est au moins égal à a.
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ÅEx. 23. ./espacesmetriques/exo-23/texte.tex

Montrer que tout espace métrique compact contient un ensemble dénombrable dense.
En déduire qu’un espace métrique compact est fini, ou dénombrable, ou a la puissance du continu.

ÅEx. 24. ./espacesmetriques/exo-24/texte.tex

Soient E un espace métrique compact et P ⋆(E) l’ensemble des parties non vides de E.

1. Soit T :E→ P ⋆(E) une application telle que, pour tous x, y ∈ E, a ∈ T (x), b ∈ T (y), on ait d(x, y) 6 d(a, b).
Montrer que pour tout x ∈ E , T (x) est réduit à un point, et que T induit une isométrie de E dans lui-même.

2. Soit u ∈ F (E, E) une surjection telle que d [u(x), u(y)] 6 d(x, y) pour tous x, y ∈ E Prouver que u est une
isométrie.

ÅEx. 25. ./espacesmetriques/exo-25/texte.tex

Soient E, F des espaces métriques, f ∈ C (E, F ) et A une partie relativement compacte de E.
Prouver que f(A) est une partie relativement compacte de F .

ÅEx. 26. ./espacesmetriques/exo-26/texte.tex

Soit E un espace métrique. Pour toute partie non vide A de E, et pour x ∈ E, on pose

fA(x) = d(x, A) = inf {d(x, y) ; y ∈A} .

1. Soit A une partie non vide de E. Montrer que fA est une application uniformément continue de E dans R. Établir :
f−1({0}) =A.

2. Soient A, Bdes parties non vides de E telles que A∩B = A∩B = ∅. En utilisant l’application fA− fB , montrer
qu’il existe des ouverts U et V de E tels que A⊂ U , B ⊂ V , U ∩V = ∅.

3. Pour A, B parties non vides de E, on pose ∆(A, B) = inf {d(x, y) ; x ∈A, y ∈B}.
Prouver que ∆(A, B) = inf {fA(y) ; y ∈B}= inf {fB(x) ; x ∈A}.

4. Soient A, B des parties non vides de E.

a) On suppose que A est compacte. Montrer qu’il existe x0 ∈A tel que ∆(A, B) = fB(x0).

b) On suppose A et B compactes. Prouver qu’il existe (u0, v0) ∈A×B tel que ∆(A, B) = d(u0, v0).

ÅEx. 27. ./espacesmetriques/exo-27/texte.tex

Soient un E espace métrique et K l’ensemble des parties compactes non vides de e. Pour a ∈ E, on note ka partie {a}
de E. On a donc ka ∈K -
Pour A, B ∈K, on pose :

Θ(A, B) = sup{d(x, B) ; x ∈A} ; D(A, B) = sup{Θ(A, B) ; Θ(B, A)} .

1. Soient A, B ∈K.

a) Montrer que Θ(A, B)<+∞, et qu’il existe x ∈A tel que Θ(A, B) = d(x, B).

b) Montrer que Θ(A, B) = 0 si, et seulement si, A⊂B.

c) Soit C ∈K. Montrer que Θ(A, C) 6Θ(A, B) +Θ(B, C). En déduire que D est une distance sur K.

Dans 1a suite, K est muni de la distance D. On définit une partie F de K par :

F = ∪
x∈E

kx.

2. Soient A, B ∈K, r ∈R⋆
+. Montrer que D(A,B) 6 r si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées :

i) Pour x ∈A , il existe y ∈B tel que d(x, y) 6 r.

ii) Pour y ∈B , il existe x ∈A tel que d(x, y) 6 r.

3. Soit C ∈K tel que C ∈ F . Prouver que C est réduit à un point. En déduire que C est une partie fermée de l’espace
métrique K.
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ÅEx. 28. ./espacesmetriques/exo-28/texte.tex

1. Soient E un espace compact, F un espace, séparé, f ∈ C (E×F, R). Pour ∈ F , on pose :

M(y) = sup{f(x, y) ; x ∈E} ; m(y) = inf {f(x, y) ; x ∈ E} .

Montrer que M et m définissent des applications continues de F dans R.

2. Soit E un espace compact. Prouver l’équivalence des conditions suivantes :

i) Il existe f ∈ C (E×F, R) vérifiant : f(x, y) = 0←→ x= y (on pourra poser d(x, y) = sup{|f(x, t)− f(y, t)| ; t ∈ E}
et utiliser 1 pour établir i⇒ ii).

ii) E est métrisable (c’est-à-dire que la topologie de E peut être définie par une distance).

ÅEx. 29. ./espacesmetriques/exo-29/texte.tex

Soit E un espace métrique. On suppose que toute u ∈ C (E, R) est bornée. Montrer que toute u ∈ C (E, R) atteint ses
bornes sur E.

ÅEx. 30. ./espacesmetriques/exo-30/texte.tex

Soient E un espace topologique et A une partie de E.

Fσ & Gδ

On dit que A est un Fσ, (resp. un Gδ) si A est une réunion dénombrable de fermés de E (resp. une intersection
dénombrable d’ouverts de E).

1. Prouver que le complémentaire d’un Fσ est un Gδ et inversement.

2. Montrer que dans un espace métrique, tout ouvert (resp. fermé) est un Fσ, (resp. un Gδ).

3. Donner, dans R un exemple de partie A qui soit un Fσ, mais qui ne soit ni ouverte, ni fermée

ÅEx. 31. ./espacesmetriques/exo-31/texte.tex

Soit E un espace métrique connexe dont la distance est non bornée.
Montrer que toute sphère de E est non vide. En déduire que E a au moins la la puissance du continu.

ÅEx. 32. ./espacesmetriques/exo-32/texte.tex

1. Dans un espace métrique E, toute suite de Cauchy est bornée.

2. Donner un exemple d’espace métrique E et d’une suite bornée (un)n dans E vérifiant la propriété suivante : aucun
suite extraite de (un)n n’est de Cauchy.

ÅEx. 33. ./espacesmetriques/exo-33/texte.tex

Soient E, F des espaces métriques, f ∈F (E, F ) uniformément continue. On suppose que f est bijective et que f−1

est continue.
Montrer que, si F est complet, E l’est aussi.

ÅEx. 34. ./espacesmetriques/exo-34/texte.tex

Soient E, F des espaces métriques et f un homéomorphisme de E sur F . On suppose qu’il existe a ∈ R⋆
+ tel que

d(x, y)< ad [f(x), f(y)] pour tous x, y ∈ E. Montrer que si E est complet, F l’est aussi.

ÅEx. 35. ./espacesmetriques/exo-35/texte.tex

Donner un exemple d’espaces métriques E, F et d’une application f ∈F (E,F ) vérifiant :

i) f est un homéomorphisme de E sur F . sur F.

ii) f est uniformément continue.

iii) E est complet.

iv) F n’est pas complet.
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ÅEx. 36. ./espacesmetriques/exo-36/texte.tex

Soit E = {a1, a2, . . . , an, . . .} un ensemble dénombrable infini.
Pour p, q ∈N⋆, on pose :

d(ap, aq) = 1 +
1
p

+
1
q

si p , q ; d(ap, ap) = 0.

1. Prouver que d est une distance sur E, et que muni de d, E est complet.

2. On définit f ∈F (E, E) par f(an) = an+1. Prouver que f diminue strictement les distances, mais que f n’a aucun
point fixe.

3. Construire une application u ∈ F (E, E), ayant unique point fixe a, diminuant strictement les distances, et telle
que, pour tout x ∈ E−{a}, la suite (x, u(x), u(u(x)), . . . ....) soit non convergente.

ÅEx. 37. ./espacesmetriques/exo-37/texte.tex

Soit E un espace métrique, A, B des parties complètes de E. Montrer que A∪B est une partie complète de E.

ÅEx. 38. ./espacesmetriques/exo-38/texte.tex

Soient E un espace métrique, (an)n une suite de Cauchy dans E, et (rn)n une suite dans R⋆
+. Montrer qu’il existe une

suite (anp)p extraite de la suite (an)n et telle que d(anp , anp+1
) 6 rn pour tout p ∈ N.

ÅEx. 39. ./espacesmetriques/exo-39/texte.tex

Soit E un espace métrique. Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

i) E est complet.

ii) Pour toute suite (An)n, décroissante de fermés non vides de E dont le diamètre tend vers 0,
⋂

n∈N

An est non vide.

ÅEx. 40. ./espacesmetriques/exo-40/texte.tex

Soient E un espace métrique complet, F un espace topologique séparé, et f ∈ C (E, F ). Soit (An)n une suite décrois-
sante de fermés de E dont le diamètre tend vers 0. Établir :

⋂

n∈N

f(An) = f

(
⋂

n∈N

An

)

.

ÅEx. 41. ./espacesmetriques/exo-41/texte.tex

Soient E un espace métrique complet, et (An)n une famille de parties de E vérifiant :

i) Pour tout n, p ∈ N, on a An ∩Ap ,∅.

ii) La série
+∞∑

n=0

δ(An) est convergente (δ(.) désigne le diamètre).

Montrer qu’i1 existe a ∈ E vérifiant la condition suivante : pour tout V ∈ VE(a), V contient presque tous les An

(c’est-à-dire contient tous les An à l’exception d’un nombre fini d’entre eux).

ÅEx. 42. ./espacesmetriques/exo-42/texte.tex

Soient E un espace métrique compact, A une partie dense de E, F un espace métrique complet et f ∈ C (A, F ).
Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

i) f est uniformément continue.

ii) Il existe g ∈ C (E, F ) prolongeant f .

ÅEx. 43. ./espacesmetriques/exo-43/texte.tex

Soient E un espace métrique complet, F un espace métrique, f ∈ C (E, F ) vérifiant :
pour tout r ∈R⋆

+, i1 existe ρ= ρ(r) ∈ R⋆
+ tel que B [f(y), ρ]⊂ f [B(y, r)] pour tout y ∈ E.

Soient y ∈ E, r,η ∈ R⋆
+. Montrer que B [f(y), r]⊂ f [B(y, r+ η)]. En déduire que f est une application ouverte.

ÅEx. 44. ./espacesmetriques/exo-44/texte.tex

Soient E un espace topologique, F un espace métrique complet, f ∈ C (E ×F, F ). On suppose qu’il existe k ∈ [0 ; 1[
tel que d [f(x, y), f(x, z)] < kd(y, z) pour tous x ∈ E, y ∈ F . On sait alors que, pour tout x ∈ E, l’application
gx : F → F, y 7−→ f(x, y) admet un unique point fixe φ(x).
Prouver que l’application φ ∈F (E, F ) ainsi définie est continue.
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ÅEx. 45. ./espacesmetriques/exo-45/texte.tex

Soient E = ]0 ; +∞[ et f ∈ C (E, R) strictement croissante. Pour x, y ∈ E, on pose d(x, y) = |x− y|, D(x, y) =
|f(x)− f(y)|.
1. Prouver que D est une distance sur E, et que D et d définissent la même topologie.

2. On suppose ici que f(x) = x− 1
x

. Montrer que la suite
(

1
n

)

n∈N⋆

est de Cauchy pour d sans être de Cauchy pour

D.
3. On suppose ici que f(x) =

x

1 + x
. Montrer que la suite (n)n,∈N est de Cauchy pour D sans être de Cauchy pour d.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que toute suite de Cauchy pour d soit de Cauchy pour D.
5. Même question en échangeant les rôles de d et de D.
6. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que, muni de la distance D, E soit un espace métrique complet.

ÅEx. 46. ./espacesmetriques/exo-46/texte.tex

Soient E un espace métrique, C l’ensemble des suites de Cauchy d’éléments de E.
1. Soient x= (xn)n, et y = (yn)n des éléments de C. Prouver l’existence de lim

n→+∞
d(xn, yn).

2. On définit d̂ : C→ C par d̂(x, y) = lim
n→+∞

d(xn, yn). Montrer que d est un écart sur C.

3. Montrer que la relation R définie sur C par xRy ⇐⇒ d̂(x, y) = 0 est une relation d’équivalence sur C. On pose
F = C/R, et on note ρ 1’écart induit par d̂ sur F. Prouver que ρ est une distance sur F .

4. Á y ∈ E, on associe la suite de Cauchy Y = (yn)n définie par yn = y pour tout n ∈ N. Soit ỹ l’image de Y dans F .
Montrer que l’application y 7−→ ỹ est une isométrie de E sur un sous-espace dense de F .

5. Montrer que F est complet.

ÅEx. 47. ./espacesmetriques/exo-47/texte.tex

Espace utltramétrique

Soit E un espace métrique. On suppose que la distance d sur E vérifie

d(x, y)<max[d(x, z), d(y, z)] , pour tout x, y, z ∈ E.

On dit alors que E est un espace ultramétrique.

1. Soient x, y, z ∈E tels que d(x, y) , d(y, z). Prouver que d(x, z) = max[d(x, y), d(y, z)].
2. Montrer qu’une boule ouverte ou fermée de E est ouverte et fermée. Prouver que tout point d’une boule est centre

de cette boule.
3. Prouver que si deux boules ouvertes (resp. fermées) ont un point commun, 1’une est contenue dans l’autre.
4. Montrer que la distance de deux boules ouvertes, distinctes, de même rayon r, et contenues dans une même boule

fermée de rayon r, est égale à r.
5. Montrer qu’une suite (xn)n de points de E est de Cauchy si, et seulement si, lim

n→+∞
d(xn+1, xn) = 0.

6. Soient X un ensemble non vide et F l’ensemble des suites de points de X . Si u, v ∈ F sont distincts, on pose
w(u, v) = inf {n ∈ N ; un , vn}.
On note d(u, v) = 0 si u= v , et pour u , v, on pose d(u, v) =

1
1 +w(u, v)

.

Montrer que (F, d) est un espace ultramétrique complet.

ÅEx. 48. ./espacesmetriques/exo-48/texte.tex

Soient E un espace métrique complet, (Fn)n une suite de fermés de E, non vides et distincts de E, U = ∩
n∈N

cFn. On

suppose que U ,∅.
1. On pose, pour x ∈ E, n ∈ N : hn(x) = d(x, Fn). Montrer que hn(x) = 0, si et seulement si, x ∈ Fn.

2. Pour x, y ∈ U , on pose fn(x, y) =
∣
∣h−1

n (x)− h−1
n (y)

∣
∣, D(x, y) = d(x, y) +

+∞∑

n=1

2−n fn(x, y)
1 + fn(x, y)

. Montrer que D est

une distance sur U définissant la même topologie que d.
3. Prouver que, muni de la distance D, U est complet.
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ÅEx. 49. ./espacesmetriques/exo-49/texte.tex

1. Soit E un espace topologique. Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

i) Pour toute suite (Fn)n de fermés de E d’intérieurs vides,
⋃

n∈N

Fn, est d’intérieur vide.

ii) Pour toute suite (Un)n d’ouverts denses de E,
⋂

n∈N

Un est dense dans E.

iii) Pour toute suite Fn)n de fermés de E telle de que E =
⋃

n∈N

Fn,
⋃

n∈N

F̊nest dense dans E.

iv) Pour toute suite (Un)n d’ouverts de E telle que
⋂

n∈N

Un = ∅,
⋂

n∈N

Un est d’intérieur vide.

Espace de Baire & partie maigre

Un espace topologique non vide qui vérifie ces propriétés est appelé un espace de Baire. Une partie A d’un
espace de Baire est dite maigre si elle est contenue dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs
vides.

Dans la suite, E désigne un espace de Baire.

2. Montrer qu’un ouvert non vide de E est un espace Baire. En déduire que tout intervalle non vide de R est un espace
de Baire.

3. Soit (An)n une suite de parties maigres de E. Montrer que
⋂

n∈N

An est une partie maigre de E.

4. Soit A une partie maigre de E. Établir : Å= ∅, cA= E.

5. Montrer que Q est maigre dans R, et que cQ est non maigre dans R

ÅEx. 50. ./espacesmetriques/exo-50/texte.tex

Soient E un espace de Baire, F un espace métrique, (fp)p une suite d’éléments de C (E, F ), et f ∈F (E, F ).
On suppose que fest limite simple des fp. Pour n, p, q ∈ N⋆, on pose :

Fn,p,q =
{

x ∈ E ; d [fp(x), fq(x)] 6
1
n

}

, Fn,p =
⋂

q>p

Fn,p,q.

1. Montrer que Fn,p est fermé dans E, et que E =
⋂

p>1

Fn,p.

2. Montrer qu’il existe une partie maigre A de E telle que f |cA soit continue.

3. Soit g : R+→ R une fonction dérivable. Prouver qu’il existe une partie maigre B de R telle que g′|cB soit continue.

4. Soit Ξ : R→ R définie par ξ(x) = 1 si x ∈Q, ξ(x) = 0 si x ∈cQ. Existe-t-11 une suite (fn)n d’éléments de C (R, R)
telle que ξ soit limite simple des fn ?

ÅEx. 51. ./espacesmetriques/exo-51/texte.tex

L’ensemble Q est-i11’intersection dénombrable d’ouverts de R ?

ÅEx. 52. ./espacesmetriques/exo-52/texte.tex

1. On munit R de la topologie dont les ouverte sont ∅ et les parties de complémentaire fini ou dénombrable. Prouver
que l’on obtient ainsi un espace de Baire.

2. On munit R de la topologie dont une base d’ouverts est formée des [x ; +∞[, x ∈ R. Montrer que l’espace topologique
obtenu n’est pas un espace de Baire.

ÅEx. 53. ./espacesmetriques/exo-53/texte.tex

Existe-t-i1 f ∈ C ([0 ; 1] , R) vérifiant les conditions suivantes :

i) f(Q∩ [0 ; 1])⊂cQ.

ii) f(cQ∩ [0 ; 1])⊂Q ?
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ÅEx. 54. ./espacesmetriques/exo-54/texte.tex

Soit (an)n une suite strictement croissante dans R+ vérifiant lim
n→+∞

an = +∞, et f une application de R, dans R

vérifiant, pour tout x ∈ R+ : lim
n→+∞

f(x+ an) = 0.

1. On suppose que f est uniformément continue sur R+, et que la suite (an+1− an)n est bornée. Montrer f(y)→ 0 si
y→+∞.

2. On suppose que f est continue sur R et que lim
n→+∞

(an+1− an) = 0. Pour n ∈ N, ǫ > 0, on pose :

En,ǫ = {x ∈R+ ; |f(x+ an)|6 ǫ ; p> n} .

Prouver que En,ǫ est fermé et que R+ =
⋂

n∈N

En,ǫ.

En déduire que f(y)→ 0 si y→+∞.

ò.- Même si l’on suppose que f est uniformément continue, le résultat peut être faux si l’on ne suppose pas que la
suite (an+1− an) est bornée.
C’est le cas par exemple, pour f(t) = cos

√
t− 1 et an = 4π2n2.
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Chapitre VI

Espaces Fonctionnels
ÅEx. 1. ./espacesfonct/exo-1/texte.tex

On munit E = C ([0 ; 1] , C) de la topologie de la convergence uniforme. Pour n ∈ Nstar, on pose ∆n = [0 ; 1n]. Pour
f ∈ E, on note :

un(f) =
∫ ∫

. . .

∫

∆n

f

[
1
n

(x1 + · · ·+ xn)
]

dx1 . . . dxn.

1. Montrer que un : E→ C, f 7−→ un(f), est lipschitzienne de rapport 1.

2. Pour α ∈ R, et f(x) = e
iαx, déterminer lim

n→+∞
un(f).

3. Prouver que, pour ff ∈ E , on a lim
n→+∞

un(f) = f

(
1
2

)

.

Remarque.- La théorie des probabilités et la loi des grands nombres permettent de retrouver ce résultat par des
méthodes différentes.
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Pour f ∈ E = C ([0 ; 1] , R)n n ∈ N⋆, on pose ∆n = [0 ; 1]n, et

vn(f) =
∫ ∫

. . .

∫

∆n

f [ n
√
x1 . . .xn] dx1 . . . dxn.

Déterminer lim
n
vn(f).
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1. Soient a, b ∈ R tels que a < b, et f ∈ C ([a ; b] , R). on suppose que

b∫

a

f(t)tn dt = 0 pour tout n ∈ N. Prouver que

f = 0.

2. Soit g ∈ C ([0 ; +∞[ , R) ayant une limite ℓ en +∞. On suppose que

+∞∫

0

g(t)e−nt
dt= 0 pour tout n ∈N⋆.

3. Calculer, pour n ∈ N, Jn =

+∞∫

0

tne−t
e

it
dt.

Soit h ∈ C ([0 ; +∞[ , R) définie par

h(t) = e
− 4

√
t sin( 4

√
t).

Montrer que

+∞∫

0

h(t)tn dt= 0 pour tout n ∈ N.
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Soient E, F deux espaces métriques compacts, f ∈ C (E×F, R) et ǫ > 0.
Montrer qu’il existe n ∈ N⋆, u1, . . . , un ∈ C (E, R), v1, . . . , vn ∈ C (F, R), tels que

∣
∣
∣
∣
∣
f(x, y)−

n∑

1

ui(x)vi(y)

∣
∣
∣
∣
∣
6 ǫ.
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ÅEx. 5. ./espacesfonct/exo-5/texte.tex

Soit X un espace métrique compact, E = C (X, R), que l’on munit de la norme de la convergence uniforme, A est un
sous-espace de E vérifiant les conditions suivantes :

i) Si f, g ∈A, alors fg ∈A.
ii) A sépare les points.

Montrer que A= E, ou que A est un idéal maximal de E.

ÅEx. 6. ./espacesfonct/exo-6/texte.tex

Pour f ∈ C ([0 ; 1] , GR), on pose ‖f‖∞ = sup{|f(t)| ; t ∈ [0 ; 1]}.
On munit E = C

1([0 ; 1] , GR) de la norme ‖f‖= ‖f‖∞ +
∥
∥f ′∥∥

∞.
Soit A (resp. B) la sous-algèbre de E engendrée par (1, t2, t3, . . . , tn, . . . ) (resp. (1, t, t2, . . . , tn, . . . )).
1. Prouver que A et B sont séparantes.
2. Montrer que B est dense dans E.
3. L’algèbre A est-elle dense dans E ?

ÅEx. 7. ./espacesfonct/exo-7/texte.tex

Soit E = C ([0 ; 1] , R). Pour f ∈ E, on pose N(f) = sup







∣
∣
∣
∣
∣
∣

1∫

0

f(t)tn dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

; n ∈ N






.

1. Prouver que N est un norme sur E.
2. Pour m ∈ N, on pose f(t) = tm. Calculer N(fm).
3. Comparer les topologies définies sur E par N et la norme de la convergence uniforme.

ÅEx. 8. ./espacesfonct/exo-8/texte.tex

Soit E un espace métrique compact. On rappelle que E contient une suite dense (xn)n∈N Chapitre 5, exercice 23.
Pour n ∈N, x ∈ E, on pose fn(x) = d(x, xn).

1. Soit A la sous-algèbre de C (E, R) engendrée par 1es fn, n ∈ N. Montrer que A est séparante.
2. En déduire que C (E, R contient une partie dénombrable dense.
3. Montrer que C (E, R) est à base dénombrable (voir chapitre V, exercice12).

ÅEx. 9. ./espacesfonct/exo-9/texte.tex

Soit B l’ensemble des applications bornées de [0 ; 1] dans R. Pour x ∈ [0 ; 1], on note hw l’élément de B défini par
hx(x) = 1, hx(y) = 0 pour x , y.
On munit B de la norme de la convergence uniforme ‖f‖= sup{|f(t)| ; t ∈ [0 ; 1]}.
1. Prouver que, pourx , y, on a ‖hx− hy‖= 1.
2. On suppose que B contient une partie dense dénombrable D. Soit x ∈ [0 ; 1]. Montrer qu’il existe dx ∈ D tel que

‖dx− hx‖6
1
3

. Pour toutx ∈ [0 ; 1], on fixe un tel dx.

Montrer que l’application [0 ; 1]→D, x 7−→ dx est injective. En déduire une contradiction, et prouver ainsi que B
n’est pas séparable.

ÅEx. 10. ./espacesfonct/exo-10/texte.tex

Soient E, F deux espaces métriques compacts non vides et π ∈ C (E, F ). On munit C (E, R) et C (F, R) de la topologie
de la convergence uniforme, et on pose A= {g ◦ π ; g ∈ C (F, R)}.
1. Prouver que A est une sous-algèbre unitaire fermée de C (E, R) (soit f ∈A ; montrer qu’i1 existe f̃ ∈F (π(E), R)

vérifiant f = f̃ ◦f . Montrer que f̃ est continue, et en déduire quef ∈A en utilisant le théorème de Tietze-Urysohn).
2. Soient x, y ∈ E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) π(x) = π(y).
ii) f(x) = f(y) pour tout f ∈A.

3. Soit B une sous-algèbre unitaire de C (E, R) vérifiant la condition suivante :
pour x, y ∈ E, on a π(x) = π(y) si, et seulement si, f(x) = f(y) pour tout f ∈B.

a) Établir B ⊂A.
b) Soit C = {g ∈ C (F, R) ; g ◦ π ∈B}. Prouver que C = C (F, R)
c) Montrer que B est dense dans A.

Retour page 1
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ÅEx. 11. ./espacesfonct/exo-11/texte.tex

1. Soient E un espace métrique complet et h ∈ C (E, E). On définit une suite (hn)n∈N⋆ par h1 = h, hn+1 = hn ◦ h,
n ∈N⋆.
On suppose qu’il existe q ∈ N⋆ tel quehq soit contractante. Montrer que h a un unique point a.
Comment peut-on obtenir le point a à partir d’un point quelconque x de E ?

2. On munit F = C ([0 ; 1] , R) de la topologie de la convergence uniforme.
On définit T ∈F (F, F ) par

T (f)(x) =

x∫

0

f(t)dt+
1
5

cos[f(x)] , x ∈ [0 ; 1] .

a) En utilisant les applications constantes x 7−→ 0, et x 7−→ nπ
π

2
, prouver que l’application T n’est pas contractante.

b) Prouver que l’application T ◦T est contractante.

c) Montrer qu’il existe un unique f ∈ F tel que

f(x) =

x∫

0

f(t)dt+
1
5

cos[f(x)]

pour tout x ∈ [0 ; 1].

ÅEx. 12. ./espacesfonct/exo-12/texte.tex

Soit E un espace métrique compact. On suppose qu’il existe n points distincts de E, a1, . . . , an tels que les fonctions
x 7−→ ri(x) = d(ai, x), i= 1, . . . , n séparent les points de E.

1. Soit f ∈ F (E,Rn) définie par F (x) = [r1(x), r2(x), . . . , rn(x)]. Montrer que f induit un homéomorphisme de E
sur f(E).

2. Soit A la sous-algebre unitaire de C (E, R) engendrée par r1, . . . , rn. L’espace C (E, R) étant muni de 1a de
topologie de la convergence uniforme, montrer que A= C (E, R).

3. Montrer que tout élément de C (E, R) est limite uniforme d’applications lipschitziennes.

ÅEx. 13. ./espacesfonct/exo-13/texte.tex

Soit E un espace métrique compact et (fn)n∈N une suite d’éléments de C (R, R+) vérifiant

∞∑

0

fn(x) = 1, pour tout x de E.

1. Soit ǫ > 0. Montrer qu’il existe p ∈ N, tel que
∞∑

p

fn(x) 6 ǫ pour tout x de E.

2. Soit S l’ensemble des parties non vides de N. Montrer que, pour tout I ∈ S, la somme fI =
∑

n∈I

fn est continue.

3. Montrer que la famille (fI)I∈S est uniformément équicontinue.

ÅEx. 14. ./espacesfonct/exo-14/texte.tex

Soient E un espace compact et (fn)n une suite d’applications de E dans R semi-continues inférieurement et vérifiant
les conditions suivantes :

i) Pour tout x ∈ E, 1a suite (fn(x))n est croissante.

ii) La suite (fn)n converge simplement vers une application continue f de E dans R.

Montrer que la suite (fn)n converse uniformément vers f .

ÅEx. 15. ./espacesfonct/exo-15/texte.tex

Soit (fn)n une suite d’applications de [0 ; 1] dans R vérifiant les conditions suivantes :

i) Pour tout n ∈ N, fn est croissante.

ii) La suite (fn)n converge simplement vers une application continue f de [0 ; 1] dans R.

Montrer que la suite (fn)n converge uniformément vers f .

Retour page 1
49



50

ÅEx. 16. ./espacesfonct/exo-16/texte.tex

Soient E un espace compact, F un espace métrique, f , (fn)n des applications continues de E dans F vérifiant la
propriété :
On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :
Pour tout x ∈ E, la suite n 7−→ d [f(x), fn(x)] est décroissante de limite nulle.
Prouver que la suite (fn) converge uniformément vers f .

ÅEx. 17. ./espacesfonct/exo-17/texte.tex

Soient E un espace compact, F un espace métrique, f , (fn)n des applications continues de E dans F et A ∈R⋆
+.

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

i) La suite (fn) tend simplement vers f .

ii) Pour tout p, q ∈ N, et tout x ∈ e, on a d [f(x), fp+q(x)] 6A× d [f(x), fp(x)].

Prouver que la suite (fn) converge uniformément vers f .

ÅEx. 18. ./espacesfonct/exo-18/texte.tex

Soient E un espace topologique, E un espace métrique, et (fn)n une suite d’applications de X dans E. On suppose
que la suite (fn)n est équicontinue dans X . Soit Y l’ensemble des points de X en lesquels la suite (fn(x))n est de
Cauchy. Montrer que Y est fermé dans X .

ÅEx. 19. ./espacesfonct/exo-19/texte.tex

Pour n ∈N⋆, on définit f ∈F (R, R) par fn(t) = sin
√

t+ 4n2π2.
Montrer que la suite (fn)n∈N⋆ est uniformément équicontinue dans R+, mais qu’elle n’est pas relativement compacte
dans l’espace B(R+, R) des applications continues bornées de R+ dans R, muni de la topologie de la convergence
uniforme.

ÅEx. 20. ./espacesfonct/exo-20/texte.tex

Soient X un espace métrique et E = C (X, R) muni de la topologie de la convergence uniforme.
On note A l’ensemble desx ∈ X pour lesquels il existe Mx ∈ R+ tel que |f(x)| <Mx pour tout f ∈H , où H est une
partie donnée de E, équicontinue dans X .

1. Montrer que A est ouvert et fermé dans X .
2. On suppose que X est compact et connexe, et que A ,∅. Prouver que H est une partie relativement compacte de
E.

ÅEx. 21. ./espacesfonct/exo-21/texte.tex

Soient E un espace métrique, B l’ensemble des fonctions continues bornées de E dans R, H une partie bornée non
vide de B.
On munit C (H, R) et B de la topologie de la convergence uniforme.

1. Pour x ∈ E, soit ex ∈F (H, R) définie par ex(f) = f(x). Montrer que ex est continue et bornée.

2. ) Soit a ∈ E. Prouver l’équivalence des conditions suivantes :
i) H est équicontinue au point a.

ii) L’application E→ C (H, R), x 7−→ ex, est continue au point a.
3. Prouver 1’équivalence des conditions suivantes :

i) H est uniformément équicontinue dans E.
ii) L’application E→ C (H, R), x 7−→ ex, est uniformément continue.

iii) L’application g : E×H → R, (x, f) 7−→ f(x) est uniformément continue.

ÅEx. 22. ./espacesfonct/exo-22/texte.tex

Soient X un espace topologique connexe, et H une partie de C(X.R) équicontinue dans X .
On suppose qu’i1 existe A ∈ R et x0 ∈X tels que u(x0) 6A pour tout u ∈H .
Montrer que, pour tout compact K de X , i1 existe AK ∈ R tel que u(x) 6AK pour tout x ∈K et tout u ∈H .

ÅEx. 23. ./espacesfonct/exo-23/texte.tex

Soient X un espace compact, E un espace métrique complet, D une partie dense de X , et H une partie de C (X, GR)
(muni de la topologie de la convergence uniforme) équicontinue dans X .
On suppose que, pour tout x ∈D, H(x) est une partie relativement compacte de E.
Montrer que H est une partie relativement compacte de C (X, R).
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50



51

ÅEx. 24. ./espacesfonct/exo-24/texte.tex

Soit f ∈ C (R, R) définie par f(x) = 0 pour x ∈ R−, f(x) = 1 pour x> 1, f(x) = x pour x ∈ [0 ; 1].
Pour n ∈N⋆, x ∈R, on pose fn(x) = f(nx−n2). Soit H = {fn ; n ∈ N⋆}.
1. Montrer que fn est uniformément continue sur N pour tout n ∈ N⋆

2. Prouver que H est équicontinue dans R.

3. La partie H de C (R, R) est-elle uniformément équicontinue dans R ?

ÅEx. 25. ./espacesfonct/exo-25/texte.tex

Soient X un espace topologique, E un espace métrique, H une partie de C (X, E) équicontinue dans X .
On note A l’ensemble des x ∈X pour lesquels H(x) est une partie relativement compacte de E.

1. On suppose que E complet. Prouver que A est fermé dans X .

2. On suppose que E est localement compact. Prouver que A est ouvert dans X

ÅEx. 26. ./espacesfonct/exo-26/texte.tex

Soit K un compact non vide de C. On désigne par E l’ensemble des nombres complexes λ < K pour lesquels la

restriction à K de la fonction z 7−→ 1
z−λ est limite uniforme sur K de polynômes en z.

1. Soit S = {λ ∈C; |λ|> sup{|z| ; z ∈K}}.
En écrivant :

1
z−λ =− 1

λn

zn−λn

z−λ +
zn

λn(z−λ)
,

prouver que S ⊂E.

2. Soit λ ∈E. Montrer que la restriction à K de tout polynôme en
1

z−λ est limite uniforme sur K de polynômes en z.

3. Soit λ ∈E et α= inf {|z−λ| ; z ∈K}.
a) Prouver que α > 0.

b) Soit h ∈ C tel que |h|< α. En écrivant

1
z−λ− h =− 1

(z−λ)n

[
(z−λ)n− hn

z−λ− h

]

+
hn

(z−λ)n(z−λ− h)
,

prouver que λ+ h ∈E.

c) En déduire que E est un ouvert non vide de C.

4. On suppose que cK est connexe. Établir : E=cK.

5. On suppose que cK est connexe et que |z| = 1 pour tout z ∈K. On suppose en outre qu’il existe z0 ∈ C vérifiant
|z0|= 1, z0 <K.

a) Montrer que E est connexe par arcs.

b) Montrer que z 7−→ 1
z

est limite uniforme sur K de polynômes en z.

c) Prouver que tout élément de C (K, C) est limite uniforme de polynômes sur K en z.

Retour page 1
51





Chapitre VII

Espaces normés

I
Préambule

Si E, F sont des K-espaces vectoriels (K = RouC), on note L (E, F ) l’espace des applications linéaires de
E dans F . Si en outre E et F sont des espaces normés, Lc(E, F ) désigne l’espace des applications linéaires
continues de E dans F . On pose L (E) = L (E, E), Lc(E) = Lc(E, E).

ÅEx. 1. ./evn/exo-1/texte.tex

Soient E = C ([0 ; 1] , R) et g ∈ E. Pour f ∈ E, on pose

‖f‖= sup{|f(t)| ; t ∈ [0 ; 1}] , N(f) = ‖fg‖ .

1. Montrer que N est une semi-norme sur E. Prouver que c’est une norme si, et seulement si, g−1(0) = ∅.
2. On suppose que N est une norme. Comparer les topologies définies sur E par ‖.‖ et N . Á quelle condition nécessaire

et suffisante les normes N et ‖.‖ sont-elles équivalentes ?

ÅEx. 2. ./evn/exo-2/texte.tex

Soit E l’ensemble des applications lipchitziennes de [0 ; 1] dans R.
1. Soit f ∈ E Montrer qu’il existe un plus petit k(f) ∈ R+. tel que |f(x)− f(y)|< k(f) |x− y| pour tous x" y ∈E.
2. Montrer que E est un R-espace vectoriel, et que f 7−→ k(f) est une semi-norme sur E.
3. Pour ff ∈ E, on pose

‖f‖= sup{|f(t)| ; t ∈ [0 ; 1}] , N(f) = ‖f‖+ k(f).

Prouver que ‖.‖ et N(.) sont des normes non équivalentes sur E.

ÅEx. 3. ./evn/exo-3/texte.tex

Soit B le C-espace vectoriel des suites complexes bornées. Pour a > 1 et x = (xn)n∈N⋆ ∈ B, on pose Na(x) =
+∞∑

n=1

|xn|n−a.

1. Montrer que Na est une norme sur B.
2. Soient a, b ∈ [1 ; +∞[ tels que a , b. Les normes Na et Nb sont-elles équivalentes ?

ÅEx. 4. ./evn/exo-4/texte.tex

Pour f ∈ C ([0 ; 1] , R), on pose ‖f‖= sup{|f(t)| ; t ∈ [0 ; 1]}.
Soit E le R-sous-espace vectoriel de C

1([0 ; 1] , R) constitué des applications u qui vérifient u(o) = 0. Pour u ∈ E, on
pose :

n(u) =
∥
∥u+ u′∥∥ ; N(u) = ‖u‖+

∥
∥u′∥∥ .

1. Prouver que n et N sont des normes sur E.
2. Montres que n et N sont équivalentes.

ÅEx. 5. ./evn/exo-5/texte.tex

Soient (un)n∈N une suite d’éléments de [0 ; 1] et A= {un ; n ∈ N}.

Soit h ∈F (A, R) tel que la série
+∞∑

n=0

h(un) soit convergente.

Pour f ∈ E = C ([0 ; 1] , R), on pose p(f) =
+∞∑

n=0

h(un) |f(un)|.

1. Prouver que p est une semi-norme sur E.
2. Montrer que p est une norme si, et seulement si, A est dense dans [0 ; 1].
3. On suppose que p est une norme. Est-elle équivalente à la norme de la convergence uniforme ?
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ÅEx. 6. ./evn/exo-6/texte.tex

Sur E = C ([0 ; 1] , R), on considère les normes suivantes :

N∞(t) = sup{|f(t)| ; t ∈ [0 ; 1]} , N1(f) =

1∫

0

|f(t)| dt, N2(f) =





1∫

0

|f(t)|2 dt





1

2

.

Pour n ∈ N⋆, soit fn ∈ E définie par fn(t) = 2nt pour t ∈
[

0 ;
1

2n

]

, fn(t) = 2− 2nt pour t ∈
[

1
2n

;
1
n

]

, fn(t) = 0 pour

t ∈
[

1
n

; 1
]

.

Pour n> 2, soit gn définie par gn(t) =
1
2

pour t ∈
[

0 ;
1
2

]

, gn(t) = 0 pour t ∈
[

1
2

+
1
n

; 1
]

, et gn affine sur
[

1
2

;
1
2

+
1
n

]

.

1. En utilisant (fn)n prouver que les normes N1, N2, N∞, sont deux à deux non équivalentes.
2. On munit E de la norme N2. Soit c ∈ [0 ; 1]. Prouver que 1’application de E dans R, f 7−→ f(c) n’est pas continue.
3. On munit E de la norme N1. En utilisant la suite (gn)n prouver que E n’est pas complet.

ÅEx. 7. ./evn/exo-7/texte.tex

Soit E un Q-espace vectoriel.

Définition d’une norme

Un norme N sur E est une application de E dans R+ qui vérifie les conditions suivantes :

1. N(x) = 0 si, et seulement si, x= 0.

2. N(λx) = |λ|N(x), pour λ ∈Q, x ∈E.

3. N(x+ y) 6N(x) +N(y), pour tous

Normes équivalentes

Deux normes N et P sur sont dites équivalentes sur E K-espace vectoriel, s’il existe a, b ∈ R⋆
+ tels que

aN(x) 6 P (x) 6 bN(x), pour tout x ∈ E.

On définit p, q ∈F (Q2, R+) par q(x, y) =
∣
∣
∣x−

√
2y
∣
∣
∣, p(x, y) = |x|+ |y|.

1. Montrer que p, q sont deux normes sur Q2.
2. Prouver que p et q ne sont pas équivalentes.

ÅEx. 8. ./evn/exo-8/texte.tex

Soient E un K-espace vectoriel normé non nul, B1 = B(a1, r1), B2 = B(a2, r2) des boules ouvertes de E (avec
r1, r2 ∈ R⋆

+).

1. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) B1 =B2

ii) a1 = a2 et r1 = r2.
2. Si l’on suppose seulement que E est un espace métrique, le résultat de 1 est-il encore vrai ?

ÅEx. 9. ./evn/exo-9/texte.tex

Soit E un K-espace vectoriel normé. On suppose que toutes les normes sur E sont équivalentes.
Prouver que E est de dimension finie.

ÅEx. 10. ./evn/exo-10/texte.tex

Soient E un K-espace vectoriel normé, A, B des parties de E. Établir :
1. Si A ou B est ouvert, A+B est ouvert.
2. Si A et B sont compactes, A+B l’est aussi.
3. Si A est compact, et si B est fermé, alors A+B est fermé.
4. Donner un exemple de parties fermées A et B telles A+B soit non fermé.
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ÅEx. 11. ./evn/exo-11/texte.tex

Soient E un GR-espace vectoriel normé, A et B des parties compactes de E. On désigne par S la réunion de tous les
segments de droite joignant un point de A à un point de B.
Prouver que S est une partie compacte de E.

ÅEx. 12. ./evn/exo-12/texte.tex

Soit E un K-espace vectoriel normé, et F un sous-espace vectoriel de E tel que F ,E.

Prouver que
◦
F= ∅.

ÅEx. 13. ./evn/exo-13/texte.tex

Soient un K-espace vectoriel normé, et F, G des sous-espaces vectoriels fermés de E.
On suppose que F est de dimension finie. Prouver que F +G est fermé dans E

ÅEx. 14. ./evn/exo-14/texte.tex

Soient E, V des K-espaces vectoriels normés. On suppose que V est de dimension finie.

1. Soient F un sous-espace vectoriel de E et u ∈Lc(F, V ). Montrer qu’il existe v ∈Lc(E, V ) qui vérifie v|F = u.

2. On suppose que le sous-espace F de E est de dimension finie. Prouver qu’il existe p ∈Lc(E) tel que p = p ◦ p et
p(E) = F .

3. En déduire que, si F est de dimension finie, F possède un supplémentaire fermé dans E.

.

ÅEx. 15. ./evn/exo-15/texte.tex

Soient E un R-espace vectoriel normé non nul, H un hyperplan de E, u ∈ E⋆ tel que keru=H .
On pose : H+ = {x ∈ E ; u(x)> 0}, H− = {x ∈ E ; u(x)< 0}.
1. Prouver que H+ et H− sont connexes par arcs.

2. On suppose que H est fermé dans E. Montrer que H+ et H− sont les composantes connexes de cH .

3. On suppose que H n’est pas fermé dans E. Prouver que H+ et H− sont denses dans E. En déduire que cH est
connexe.

ÅEx. 16. ./evn/exo-16/texte.tex

Soient E un K-espace vectoriel normé et B une partie de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) B est bornée.

ii) Pour toute suite (xn)n, d’éléments de B et pour toute suite (λn)n de réels de limite nulle, lim
n→+∞

(λnxn) = 0.

iii) Toute partie dénombrable de B est bornée.

ÅEx. 17. ./evn/exo-17/texte.tex

Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie. On munit L (E) de la norme

‖u‖= sup
{‖u(x)‖
‖x‖ ; x ∈ E−{0}

}

.

On rappelle que, muni de cette norme L (E) est complet.
Soit V l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E. Pour F ∈ V , PV désigne le projecteur orthogonal de E sur F .
Si F, G ∈ V , on pose d(F, G) = ‖PF −PG‖.
1. Montrer que (V, d) est un espace métrique, et que V est borné, de diamètre égal à 1.

2. Soient F, G ∈ V tels que d(F, G)< 1. Prouver que F et G ont même dimension.

3. Montrer que l’espace métrique (V, d) est complet.

4. Prouver que l’espace métrique (V, d) est compact.
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ÅEx. 18. ./evn/exo-18/texte.tex

Soient E un GR-espace vectoriel normé dimension finie et A un compact non vide de E de diamètre δ. Un hyperplan
H de E est appelé un hyperplan d’appui s’i1 existe une équation de H de la forme u(x) = α, u ∈ E⋆, α ∈ R, et si

{

u(x) > α pour tout x ∈A,
il existe x0 ∈A tel que u(x0) = α.

1. Soient H, H ′ des hyperplans d’appui à A. Établir : d(H, H ′) 6 δ.

2. Montrer qu’il existe a, b ∈A tels que d(a, b) = δ.
Dans la suite, on suppose que E est un espace euclidien.

3. Soit B une boule ouverte de E telle que 0 <B. Montrer qu’il existe u ∈ e
⋆ telle que 0< u(x) pour tout x ∈B.

4. Soient a, b ∈ A comme en 2. Montrer qu’il existe des hyperplans d’appuiH et H ′ à A tels que a ∈ H , b ∈ H ′,
d(H, H ′) = δ, et H et H ′ parallèles.

ÅEx. 19. ./evn/exo-19/texte.tex

On munit E = C ([0 ; 1] , R) de 1a norme N1 de l ’exercice 6. Soient a ∈ [0 ; 1] et Φ ∈ E⋆ définie par Φ(f) = f(a).
L’application linéaire φ est-elle continue ?

ÅEx. 20. ./evn/exo-20/texte.tex

On munit E = C
1([0 ; 1] , R) de 1a norme de la convergence uniforme. Soit u ∈E⋆ définie par u(f) = f ′(a), où a ∈ [0 ; 1]

est fixé. L’application u est-elle continue ?

ÅEx. 21. ./evn/exo-21/texte.tex

Soient E un espace vectoriel normé, A un compact de E et F le sous-espace vectoriel de E engendré par A. Montrer
que F est séparable.

ÅEx. 22. ./evn/exo-22/texte.tex

Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension infinie.

1. Prouver qu’Il existe une suite (xn)n d’éléments linéairement indépendants de E, et de limite nulle.

2. Montrer qu’11 existe une forme linéaire non continue sur E

ÅEx. 23. ./evn/exo-23/texte.tex

Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que toutes les normes sur E sont équivalentes. Prouver que E est de
dimension finie.

ÅEx. 24. ./evn/exo-24/texte.tex

1. Soient A, B les applications linéaires de K[X ] dans lui même définies par :

A : P (X) 7−→XP (X) : ; B : P (x) 7−→ P ′(X).

Calculer B ◦A−A ◦B.

2. Soit E K-espace vectoriel normé non nul. Existe-t-il u, v ∈Lc(E) tels que u◦v−v ◦u= IdE ? (on supposera qu’un
tel couple existe, et on calculera u ◦ vn− vn ◦ u).

ÅEx. 25. ./evn/exo-25/texte.tex

1. Soit (an)n∈N⋆ une suite d’éléments de R+ vérifiant an+p 6 anap pour tous n, p ∈ N⋆. On pose en ρn = n
√
an. Prouver

que la suite (ρn)n converge vers inf {ρn ; n ∈ N⋆}.
2. Soient E un espace vectoriel normé et u ∈ Lc(E). Montrer que la suite ( n

√

‖un‖)n∈N⋆ a une limite ℓ telle que
ℓ6 ‖u‖.

ÅEx. 26. ./evn/exo-26/texte.tex

Soient A, B deux espaces topologiques compacts et f ∈ C (A., B). On munit C (A, R) et C (B, R) de norme de la
convergence uniforme.
Soit u : C (B, R)→ C (A, R), g 7−→ g ◦ f . Prouver que u est linéaire, continue, et de norme 1.
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ÅEx. 27. ./evn/exo-27/texte.tex

Pour n ∈N, soit En le R-espace vectoriel des polynômes sur R de degré au plus n.

Pour P ∈En, soit Nn(P ) =
n∑

k=0

|P (k)|.

1. Prouver que Nn est une norme sur En.

2. On munit E2 et E3, des normes N2 et N3. Déterminer la norme de f ∈L (E2, E3) définie par

f : P (X) 7−→XP (X).

ÅEx. 28. ./evn/exo-28/texte.tex

Soient q ∈ N⋆ et E = Rq muni de sa structure de R-espace vectoriel normé usuelle.
On désigne par K un compact non vide de E, et par U un élément de L (E) tel que U(K)⊂K.
On pose U0 = I = IdE et on définit (Un)n par la formule de récurrence Un+1 = Un ◦U , n ∈ N.

On note U0 = I, Un =
1

n+ 1
(I +U + · · ·+Un) pour n ∈ N⋆.

On suppose que K est convexe.

1. Soit n ∈ N. Montrer que Un(K) est un compact convexe de E contenu dans K.

2. On pose H =
⋂

n∈N

Un(K). Pour k, n ∈ N⋆, établir : Ukn−1(K) ⊂ Un−1(K). En déduire que H est une une partie

compacte convexe, non vide de E.

3. Soient n ∈ N⋆, x ∈ Un−1(K). Montrer qu’il existe y ∈K tel que U(x)− x=
1
n

(Un(y)− uy).

4. Soit x ∈K. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) x ∈H .

ii) U(x) = x.

5. Soit V ∈L (E) vérifiant V (K)⊂K, U ◦V = V ◦U , et L= {x ∈K ; U(x) = V (x) = x}.
Montrer que V (H)⊂H . En déduire que H est une partie compacte, convexe et non vide de E.

ÅEx. 29. ./evn/exo-29/texte.tex

Soient E, F des R-espaces vectoriels normés de dimension finie.

1. Soient G, H des sous -espaces supplémentaires de Eet p :E÷ rightarrowG la projection sur G parallèlement à H .
Montrer que p est une application ouverte.

2. Soit u ∈L (E, F ). Prouver l’équivalence des conditions suivantes :

i) u est une application ouverte.

ii) u est est surjective.

ÅEx. 30. ./evn/exo-30/texte.tex

Soient V un R-espace vectoriel normé, E, F des sous-espaces non nuls de V tels que E⊕F = V .
On note p, q les projections sur E, F correspondant à cette décomposition.
On pose : S = {x ∈ E ; ‖x‖ = 1} , T = {y ∈ F ; ‖y‖= 1}.
Soit δ = d(S, T ) = inf {‖x− y‖ ; x ∈ S, y ∈ T }.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Les applications linéaires p et q sont continues.

ii) δ est strictement positif.

iii)

2. Soit V = R [X ] muni de la norme f 7−→ ‖f‖ = sup{|f(f)| ; t ∈ [−1 ; +1]}. On désigne par F le sous-espace de V
constitué des applications constantes, et on note E = {f ∈ V ; f(2) = 0}.
a) Étabiir : V = E⊕F ..

b) Les conditions équivalentes de 1 sont-elles vérifiées ?
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ÅEx. 31. ./evn/exo-31/texte.tex

Soit E un K-espace vectoriel normé possédant un base (an)n∈N telle que ‖an‖= 1 pour tout n ∈ N.

1. Soit (xn)n une suite de réels positifs ou nuls telle que la série associée converge. Pour n ∈N, on pose bn =
n∑

p=0

xpap.

Montrer que la suite (bn)n est de Cauchy.

2. Pour n ∈ N⋆, soit dn la distance de an à
n−1⊕

0

Kap.

On définit la suite (xn)n par :

x0 = x1 = 1, xn+1 =
1
3
xndn.

Montrer que la suite associée (bn)n n’est pas convergente.

3. En déduire qu’un espace de Banach de dimension infinie ne peut être de dimension dénombrable.

ÅEx. 32. ./evn/exo-32/texte.tex

Soit E un espace vectoriel normé. Prouver l’équivalence des conditions suivantes :

i) E est un espace de Banach.

ii) Toute série absolument convergente dans E est convergente.

ÅEx. 33. ./evn/exo-33/texte.tex

Soit E un espace de Banach et (xn)n∈N⋆ une suite d’éléments de E. On suppose que la série
+∞∑

1

xn est convergente.

Prouver qu’il en est de même de la série
+∞∑

1

1
n
xn.

ÅEx. 34. ./evn/exo-34/texte.tex

Soit E le R-espace vectoriel formé des suites (xn)n∈N de nombres réels tels que la série
+∞∑

n=0

soit convergente.

Pour (xn)n∈N ∈ E, on pose ‖x‖ = sup

{∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=0

xk

∣
∣
∣
∣
∣

; n ∈ N

}

.

1. Prouver que ‖.‖ est une norme sur E.

2. Montrer que E est un espace de Banach.

3. Soit F le sous-espace de constitué des suites (xn)n∈N telle que la série
+∞∑

n=0

|xn| soit convergente. Montrer que F est

dense dans E.

ÅEx. 35. ./evn/exo-35/texte.tex

Soient E un K-espace vectoriel normé, f ∈E′−{0}, H = kerf .

1. Soit x ∈ E. Prouver que |f(x)| = ‖f‖d(x, H).

2. On note A = {x ∈ E ; ‖f‖‖x‖= |f(x)|}. On suppose que A est nul. Montrer que, pour x ∈ E −H , y ∈ H , on a
d(x, H)< ‖x− y‖.

3. Soit c0 l’ensemble des suites x= (xn)n∈N de nombres complexes telles que lim
n→+∞

xn = 0. On munit c0 de la norme

‖x‖ = sup{|xn| ; n ∈ N}. Pour x = (xn)n∈N, on pose u(x) =
+∞∑

n=0

xn

2n
. Prouver que u ∈ E′. Soit L = keru. Pour

x ∈ E−L, existe-t-il y ∈ L. tel que d(x, L) = ‖x− y‖ ?

Retour page 1
58



59

ÅEx. 36. ./evn/exo-36/texte.tex

Soient E = C ([−1 ; +1] , R) muni de de la norme de la convergence uniforme et g ∈ E défini par g(t) = t, t ∈ [−1 ; +1].

Soit F l’ensemble des f ∈ E, impaires, et telles que

1∫

0

f(t)dt= 0.

1. Vérifier que F est fermé dans E, et que d(g, F ) >
1
2

.

2. Pour n ∈ N⋆, soit fn la fonction impaire sur [−1 ; +1] définie par :

fn(t) =−(n2 + 2n)t si 0 6 t6
1

2(n+ 1)2 .

fn(t) = t− 1
2

si
1

2(n+ 1)2 6 t6
2n+ 1
2n+ 2

.

fn(t) =
n

2(n+ 1)
si

2n+ 1
2n+ 2

6 t6 1.

Vérifier que fn ∈ F , et calculer ‖fn− g‖. En déduire que d(g, F ) =
1
2

.

3. Existe-t-i1 f ∈ F tel que ‖f − g‖=
1
2

?

ÅEx. 37. ./evn/exo-37/texte.tex

Prouver que le boule unité de ℓ1C n’est pas compacte.

ÅEx. 38. ./evn/exo-38/texte.tex

Soit y = (yn)n ∈ ℓ1C et A l’ensemble des x= (xn)n ∈ ℓ1C tels que |xn|6 |yn| pour tout n ∈N.
Montrer que A est une partie compacte de ℓ1

C
.

ÅEx. 39. ./evn/exo-39/texte.tex

Soit P le sous-ensemble de ℓ1
R

constitué des suites (xn) telles que xn ∈ R+ pour tout n ∈ N.

1. Soit z ∈ ℓ1R. Prouver qu’il existe x, y ∈ P tels que z = x− y.

2. Montrer que P̊ = ∅.

ÅEx. 40. ./evn/exo-40/texte.tex

Soit E le C-espace vectoriel des suites convergentes (xn)n∈N de nombres complexes. On muni E de la norme ‖x‖ =
sup{|xn| ; n ∈ N}.
1. Montrer que E est un espace de Banach.

2. Soit (un)n∈N une suite de nombres complexes vérifiant la propriété suivante :

pour tout x= (xn)n∈N ∈ E, la série
+∞∑

n=0

unxn est convergente.

Prouver que la série
+∞∑

n=0

|un| est convergente.

3. Soit (am,n)m,n inN une famille de nombres complexes vérifiant la propriété suivante : pour tout x = (xn)n∈N ∈ E,

et pour tout m ∈ N, la série αm(x) =
+∞∑

n∈N

am,nxn est convergente.

Montrer qu’il existe A ∈R+, tel que
+∞∑

n=0

|am,n|6A pour tout m ∈ N.
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ÅEx. 41. ./evn/exo-41/texte.tex

Soient E, F des espaces vectoriels normés et H une partie de Lc(E, F ). Pour x ∈ E, on pose :

θ(x) = sup{‖u(x)‖ ; u ∈H} ∈ [0 ; +∞] .

On suppose que {x ∈ E ; θ(x) <+∞} contient une partie non maigre de E. Montrer que

sup{‖u‖ ; u ∈H}<+∞.
(pour n ∈ N⋆, on pourra introduire Vp = {x ∈ E ; θ(x) 6 p}).

ÅEx. 42. ./evn/exo-42/texte.tex

Soit E le C-espace vectoriel des suites bornées (x= (xn)n de nombres complexes.
On munit E de la norme ‖x‖= sup{|xn| ; n ∈N}.
1. Soit F le sous-espace de E constitué des suites n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.

Déterminer l’adhérence F de F dans E.
2. Soit H une partie de F . Montrer de 1’équivalence des conditions suivantes :

i) H est une partie compacte de E.
ii) H est une partie bornée de E, et pour tout ǫ > 0, il existe N ∈ N tel que

x= (xn)n ∈H, n> N⇒ |xn|< ǫ.

3. Soit S =

{

x= (xn)n ∈ E ;
∞∑

0

|xn|6 1

}

.

Prouver que S est une partie fermé et bornée de E.
S est-elle compacte ?

ÅEx. 43. ./evn/exo-43/texte.tex

Soit E l’ensemble des suites complexes indexées par N. Si x ∈ E, on note xn le terme général de x.
Pour p ∈N, on pose ep = (ep

n)n∈N, avec ep
p = 1, ep

n = 0 si n , p.

On note : c0 =
{

x ∈ E ; lim
n→+∞

xn = 0
}

.

ℓ∞ = {x ∈ E ; sup{|xn| ; n ∈ N}<+∞}.
On munit ℓ∞ de la norme ‖x‖∞ = sup{|xn| ; n/inN}.

ℓ1 =

{

x ∈ E ;
+∞∑

n=0

|xn|<+∞
}

.

On munit ℓ1 de la norme ‖x‖1 =
+∞∑

n=0

|xn|.

1. a) Soit u ∈ (ℓ1)′. On pose Φ(u) = (u(ep))p∈N ∈ E. Montrer que Φ(u) ∈ ℓ∞, et que ‖u‖ = ‖Φ(u)‖∞. Prouver que,

pour tout x ∈ ℓ1, la série
+∞∑

n=0

xnu(en) est convergente et a pour somme u(x).

b) Soit s ∈E. On suppose que, pour tout x ∈ ℓ1, la série
+∞∑

n=0

snxn, est convergente. Prouver que s ∈ ℓ∞. En déduire

que Φ est un isomorphisme isométrique de (ℓ1)′ sur ℓ∞

2. a) Montrer que c0 est fermé dans ℓ∞.

b) Soit x ∈ E. On suppose que, pour tout s ∈ ℓ∞. la série
+∞∑

n=0

snxn converge. Montrer que x ∈ ℓ1. En déduire que

Θ(x) : s 7−→
+∞∑

n=0

définit un élément de (ℓ∞)′, et que ‖Θ(x)‖ = ‖x‖1.

c) Soit v ∈ c′
0. Prouver que ‖v‖ =

+∞∑

n=0

|v(en)|. Montrer que, pour tout s ∈ c0, 1a série
+∞∑

n=0

snv(en) est convergente,

et a pour somme v(s). Pour v ∈ c′
0, on pose ψ(v) = (v(en))n∈N. Montrer que ψ est un isomorphisme isométrique

de c′
0 sur ℓ1.
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ÅEx. 44. ./evn/exo-44/texte.tex

Soit E l’ensemble des suites complexes indexées par N. Pour x ∈E, xn désigne le terme général de x.
Pour p ∈N, on pose ep = (ep

n)n∈N, avec ep
p = 1, ep

n = 0 si n , p.

On désigne par α et β des éléments de ]+1 ; +∞[ tels que
1
α

+
1
β

= 1.

On note ℓα =

{

x ∈ E ;
+∞∑

n=0

|xn|α <+∞
}

, pour x ∈ ℓα, on pose Nα =

(
+∞∑

n=0

|xn|α
) 1

α

.

1. a) Soit f ∈ C (R, R) deux fois dérivable, et vérifiant f ′′(R) ⊂ R+. Montrer que, pour x, y ∈ R, t ∈ [0 ; 1], on a
f [tx+ (1− t)y] 6 tf(x) + (1− t)f(y).

b) Montrer que, pour a, b ∈ R+, on a ab6
1
α
aα +

1
β
bβ.

2. Soient N ∈ N, a = (a0, . . . , aN ) ∈ CN+1, b = (b0, . . . , bN ) ∈ CN+1 que l’on identifie aux deux éléments
(a0, . . . , aN , 0, 0, . . . ) et (b0, . . . , bn, 0, 0, . . . ) de E. On pose A=Nα(a), B =Nβ(b).

a) Montrer que
N∑

n=0

|anbn|6AB.

b) Prouver que Nα(a+ b) 6Nα(a) +Nα(b).

3. Déduire de 2b les résultats suivants :

a) ℓα est un sous-espace vectoriel de E, et Nα est une norme sur Nα. On munit désormais ℓα de la norme Nα.

b) Soient x ∈ ℓα, y ∈ ℓβ. Prouver que la série
+∞∑

n=0

|xnyn| est convergente, et que

+∞∑

n=0

|xnyn|6Nα(x)Nβ(y).

4. Montrer que ℓα est complet.

5. Soit γ ∈ R, et (an)n∈N une suite de réels strictement positifs.

On pose An =
n∑

p=0

ap et bn =
an

(An)γ
.

On suppose que la série de terme général an est divergente.
Montrer que la série de terme général bn diverge si γ 6 1 et converge si γ > 1.

6. a) Soit b ∈ E. On suppose que la série
+∞∑

n=0

anbn converge pour tout a ∈ ℓα. Montrer que b ∈ ℓβ .

b) Soient u ∈ (ℓα)′ et Φ(u) = (u(en))n∈N ∈ E. Prouver que Φ(u) ∈ ℓβ.

c) Prouver que Φ est un isomorphisme isométrique de (ℓα)′ sur ℓβ.

ÅEx. 45. ./evn/exo-45/texte.tex

Soit (ai)i∈I une famille sommable de nombres complexes. Prouver que la famille (a2
i )i∈I est sommable.

ÅEx. 46. ./evn/exo-46/texte.tex

Soient ab b ∈ ]−1 ; +1[. Prouver que la famille (ambn)(m, n)∈N×N est sommable. Calculer sa somme.

ÅEx. 47. ./evn/exo-47/texte.tex

On note M = N⋆×N⋆

1. Soit α > 1. Montrer que la famille ((fmn)−α)(m,n)∈M est sommable.

2. En déduire que, pour β > 2, la famille ((m+n)−β)(m,n)∈M est sommable.

3. On suppose que β 6 2. Montrer que la famille ((m+n)−β)(m,n)∈M n’est pas sommable (raisonner par l’absurde).
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ÅEx. 48. ./evn/exo-48/texte.tex

Soient E un espace de Banach et i=IdE .

1. Soit u ∈Lc(E) tel que ‖u‖< 1. Montrer la série
∞∑

n=0

un est convergente dans Lc(E). Soit v sa somme. Montrer que

(i− u) ◦ v = v ◦ (i− u) =i.

2. Soit U l’ensemble des éléments inversibles de Lc(E). Montrer que U est ouvert dans Lc(E).

3. Soit u ∈Lc(E). Montrer que la série
∞∑

n=0

1
n!
un converge dans Lc(E). Soit e

u sa somme. Montrer que e
u ∈ U et que

(eu)−1 = e
−u.

Soient u, v ∈Lc(E) tels que u ◦ v = v ◦ u. Établir : expou+ v = e
u ◦ ev = e

v ◦ eu.

ÅEx. 49. ./evn/exo-49/texte.tex

On note D = {z ∈ C ; |z|< 1}. Soient f(z) =,
+∞∑

n=1

anz
n et g(z) =

+∞∑

n=1

bnz
n des séries entières qui convergent pour

z ∈D (on a donc f(0) = g(0) = 0).

1. Prouver que, pour z ∈D, 1a famille (a−p bqz
pq)p,q∈N⋆ est sommable.

2. En déduire que les séries

F (z) =
+∞∑

n=1

ang(zn), G(z) =
+∞∑

n=1

bnf(zn)

convergent pour z ∈D, et que F (z) =G(z) pour z ∈D.

3. Montrer que F est développable en série entière dans D, et déterminer son développement en série entière dans ce
disque.

ò.-On obtient, compte-tenu de 2, nombre d’identités remarquables. Par exemple :
Pour z ∈D :

+∞∑

n=1

zn

1 + zn
=

+∞∑

n=1

(−1)n zn

1− zn
.

Pour x ∈ ]−1 ; +1[ :
+∞∑

n=1

log(1 + xn) =
+∞∑

n=1

(−1)n−1

n

xn

1− xn
.
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Chapitre VIII

Espaces de Hilbert
ÅEx. 1. ./espaceshilbert/exo-1/texte.tex

1. Soient p, q ∈ N, et (an)n∈N, une suite de nombres complexes telle que
+∞∑

n=0

|an|2 converge. Montrer que la série de

terme général an+pan+q est convergente, et que

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

n=0

an+pan+q

∣
∣
∣
∣
∣
6

+∞∑

n=0

|an|2.

2. Soient a, b ∈ R, f ∈ C (R, R) telle que |f | soit de carré intégrable sur R. Montrer que t 7−→ f(t+ a)f(t+ b) est

intégrable sur R et que

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

R

f(t+ a)f(t+ b)dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∫

R

|f(t)|2 dt.

ÅEx. 2. ./espaceshilbert/exo-2/texte.tex

Soient V, W des variétés affines d’un espace préhilbertien séparé E, x ∈ V , y ∈W . Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. ‖x− y‖= d(V, W ).

2. x− y est orthogonal aux directions de V et de W .

ÅEx. 3. ./espaceshilbert/exo-3/texte.tex

Soit E un espace préhilbertien séparé. Pour x1, . . . , xn ∈ E, on note G(x1, . . . , xn) le déterminant d’élément générique
((xi|xj))16i, j6n.

Déterminant de Gram

On dit que G(x1, . . . , xn) est le déterminant de Gram des xi.

1. Montrer que G(x1, . . . , xn) ∈ R+, et que G(x1, . . . ; xn) ∈ /GR⋆
+ si, et seulement si, 1e système (x1, . . . , xn) est

libre.

2. On suppose que x1, . . . , xn sont indépendants. On pose V =
n∑

i=1

Cxi. Établir :

[d(x, V )]2 =
G(x, x1, . . . , xn)
G(x1, . . . , xn)

.

ÅEx. 4. ./espaceshilbert/exo-4/texte.tex

Soit E l’ensemble des suites x= (xn)n de nombres complexes telles que
+∞∑

n=0

e
−n |xn|2 6 +∞.

1. Prouver que E est un C-espace vectoriel, et que l’application (x, y) 7−→ e
−nxnynest un produit scalaire sur E.

2. Pour p ∈ N, on définit xp = (xp
n)n ∈ E par xp

p = 1, xp
n = 0 pour n , p. Montrer que (xp)p est une base hilbertienne

de E.

ÅEx. 5. ./espaceshilbert/exo-5/texte.tex

On munit E = C ([0 ; 1] , R) du produit scalaire (f |g) =

1∫

0

f(t)g(t)dt. Soit F = {f ∈ E ; f(0) = 0}. Déterminer F⊥.
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ÅEx. 6. ./espaceshilbert/exo-6/texte.tex

Soit E un C-espace vectoriel normé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un produit scalaire (|̇)̇ sur E tel que (x|x) = ‖x‖2 pour tout x ∈ E.

ii) Pour tous x, y ∈ E, on a ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

ÅEx. 7. ./espaceshilbert/exo-7/texte.tex

1. Soient E un espace préhilbertien séparé non complet, et (xn)n∈N, une de Cauchy non convergente de E. Pour n ∈ N,
on note un la forme linéaire continue sur E définie par un(x) = (x|xn). Prouver que la suite (un)n∈N est de Cauchy
dans E′. En déduire qu’il existe un hyperplan fermé H de E tel que H⊥ = {0}.

2. Soit (en)n∈N la base hilbertienne canonique de ℓ2
C

(N). On désigne par E le sous-espace vectoriel de ℓ2
C

(N)engendré
par les en.
On a donc E , ℓ2C(N), E = ℓ2C(N), donc E est un espace hilbertien non complet.
Prouver qu’il existe dans E une suite orthonormée (an)n∈N non totale dans E contenue dans aucune autre suite
orthonormée.

.

ÅEx. 8. ./espaceshilbert/exo-8/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert, et f ∈ C ([0 ; 1] , C). Pour x ∈ E, on pose :

u(x) =

1∫

0

(x|f(t))dt.

Montrer qu’il existe un unique y ∈ E tel que u(x) = (x|y) pour tout x ∈ E.

) Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ‖y‖=

1∫

0

‖f(t)‖ dt.

ii) Il existe z ∈ E et g ∈ C ([0 ; 1] , R+) tels que f(t) = g(t)z pour tout t ∈ [0 ; 1].

ÅEx. 9. ./espaceshilbert/exo-9/texte.tex

On note S l’ensemble g ∈ C ([−1 ; +1] , R+) qui vérifient :

∫

I

|g(t)|2 dt= 1,
∫

I

g(t)dt=

t∫

I

g(t)dt=
∫

I

t2g(t)t. = 0,

où I = [−1 ; +1].

1. Calculer inf







∫

I

∣
∣x3− ax2− bx− c

∣
∣
2
dx ; a, b, c ∈ C






. (Interpréter en termes de projections).

2. Déterminer sup







∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

I

t3g(t)dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

; g ∈ S






.

ÅEx. 10. ./espaceshilbert/exo-10/texte.tex

Soient E un espace préhilbertien séparé, et A une partie non vide, convexe et complète de E.
Pour x ∈ E, on note p(x) la projection de x sur A.

1. Soient x, y ∈ E. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) y = p(x).

ii) Re(x− y|z− y) 6 0 pour tout z ∈A.

2. Soient x, y ∈ E. Déduire de 1 que ‖p(x)− p(y)‖2 6 ‖p(x)− p(y)‖ .‖x− y‖, puis que l’application p est lipschitzienne
de rapport 1.
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ÅEx. 11. ./espaceshilbert/exo-11/texte.tex

Soit E un espace préhilbertien séparé.

1. Soient x, y ∈ E tels que (x|y) , 0. Prouver qu’il existe t ∈C tel que ‖tx+ y‖< ‖y‖.
2. Soit p ∈Lc(E) tel que p , 0, p ◦ p= p. On note A= ker(p), B = p(E).

a) Montrer que ‖p‖> 1, et que A et B sont fermés dans E.

b) On suppose que A et B sont non orthogonaux. Montrer que ‖p‖> 1.

c) Que peut-on dire si ‖p‖= 1 ?

ÅEx. 12. ./espaceshilbert/exo-12/texte.tex

Soient E, F deux espaces préhilbertiens séparés et u une application de E dans F telle que ‖u(x)− u(y)‖ = ‖x− y‖
pour tout x, y ∈ E.

1. On suppose que u(0) = 0. Montrer que u est linéaire.

2. Que peut-on dire si l’on ne suppose plus que u(0) = 0 ?

ÅEx. 13. ./espaceshilbert/exo-13/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert et u un endomorphisme de E (non nécessairement continu). On considère les conditions
suivantes :

(u(x)|z) = (x|u(y) pour tous x, y ∈ E. (R1)

il existe c ∈ R⋆
+ tel que |(u(x)|x)| 6 c‖x‖2 pour tout x ∈ E. (R2)

1. Montrer que, si u est continu, u vérifie (R2).

2. Établir, pour y., z ∈ E : (u(y+ z)|y+ z)− (u(y− z)|y− z) = 2(u(z)|y) + 2(u(y)|z).
En déduire, si u vérifie (R2) : |(u(z)|y) + (u(y)|z)|6 c(‖y‖2 + ‖z‖2).

3. En posant y = ‖u(x)‖z, z = ‖x‖u(z), montrer que, si u vérifie (R1) et (R2), u est une application continue.

ÅEx. 14. ./espaceshilbert/exo-14/texte.tex

Soit (xn)n∈N une suite de points d’un espace de Hilbert E. On suppose qu’il existe a ∈E tel que lim
n→+∞

(y|xn−a) = 0

pour tout y ∈E.

1. Prouver que la suite (xn)n∈N est bornée.

2. Établir : ‖a‖ lim
n→+∞

‖xn‖.

ÅEx. 15. ./espaceshilbert/exo-15/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert et (x,)n∈N une suite de points de E. Pour x ∈E, n ∈N, on pose un(x) = (x|xn).
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) lim
n→+∞

xn = 0.

ii) La suite (un)n∈N converge uniformément vers 0 sur B′(0,1).

ÅEx. 16. ./espaceshilbert/exo-16/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert. M, N des sous-espaces vectoriels fermés de E.

1. Montrer que, si M et N sont orthogonaux, M +N est fermé.

2. On suppose que M est de dimension finie. Montrer que M +N est fermé

(Dans les deux cas. on pourra montrer que M +N est complet. On a vu en VII, exercice 13, résultat plus général que
celui de2).

ÅEx. 17. ./espaceshilbert/exo-17/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert, M, N des sous-espaces vectoriels fermés de E. On suppose qu’il existe k ∈ [0 ; 1[ tel
que |(x|y)|6 k‖x‖‖y‖ pour tous x ∈M ;, y ∈N .
Montrer que M +N est fermé dans E (même méthode que dans l’exercice 16).
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ÅEx. 18. ./espaceshilbert/exo-18/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert, M, N des sous-espaces vectoriels non nuls de E. On suppose qu’il existe k ∈ R+ tel
que |(x|y)|= k|‖x‖‖y‖ pour tous x, y ∈E.
Montrer que l’on est dans l’un des cas suivants :

i) k = 0 (auquel cas M et N sont orthogonaux).

ii) M et N sont de dimension 1.

ÅEx. 19. ./espaceshilbert/exo-19/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert, F un sous-espace vectoriel fermé de E, B L’ensemble des éléments de F⊥ de norme 1.
Soit x ∈ E. Établir : d(x, F ) = sup{|(x|y)| ; y ∈B}.

ÅEx. 20. ./espaceshilbert/exo-20/texte.tex

Soit (Ei)i∈I et une famille d’espaces de Hilbert. La produit scalaire dans Ei est noté (.|.)i, et la norme ‖.‖i. On note
E l’ensemble des familles x= (xi)i∈I , xi ∈ Ei, telles que la famille (‖xi‖2i )i∈I soit sommable.

1. Montrer que E est un C-espace vectoriel. Soient x= (xi)i∈I ∈ E, y = (yi)i∈I ∈ E. Montrer que la famille ((xi|yi)i)i∈I

est sommable, et prouver que l’application

E×E→C, (x, y) 7−→
∑

i∈I

(xi|yi)i

est un produit scalaire sur E.

2. Prouver que, muni de ce produit scalaire, E est un espace de Hilbert.

ÅEx. 21. ./espaceshilbert/exo-21/texte.tex

On désigne par E un espace de Hilbert.

1. Soit u ∈Lc(E). Montrer qu’il existe un unique u⋆ ∈Lc(E) tel que (u(x)|y) = (x|u⋆(y)) pour tous x, y ∈ E. On dit
que ⋆ est l’adjoint de u, et que u est hermitien si u= u⋆.

2. Pour u, v ∈Lc(E), établir les relations :

(u+ v)⋆ = u⋆ + v⋆, (u ◦ v)⋆ = v⋆ ◦ u⋆, (u⋆)⋆ = u, ‖u‖= ‖u⋆‖ .

3. Soit F un ous-espace vectoriel fermé de E. Montrer que E = F ⊕F⊥. Soit p la projection sur F parallèlement à
F⊥.. Montrer que p ∈Lc(E), et que p⋆ = p.

ÅEx. 22. ./espaceshilbert/exo-22/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert et u ∈Lc(E).

1. Montrer que ‖u ◦ u⋆‖= ‖u⋆ ◦ u‖= ‖u‖2.

2. Établir : ker(u⋆) = [u(E)]⊥, ker(u) = [u⋆(E)]⊥, [ker(u⋆)]⊥ = u(E), [ker(u)]⊥ = u⋆(E).

ÅEx. 23. ./espaceshilbert/exo-23/texte.tex

Soient E un espace Hilbert et u ∈Lc(E).

1. Prouver que et u= 0 si, et seulement si (u(x)|x) = 0 pour tout x ∈ E.

2. Le résultat de 1 est-il encore si l’on suppose seulement que E est un R-espace vectoriel euclidien ?

3. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u est hermitien.

ii) (u(x)|x) ∈ R pour tout x ∈ E.

ÅEx. 24. ./espaceshilbert/exo-24/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert et u un élément hermitien de Lc(E). Établir

‖u‖= sup{|(u(x)|x)| ; ‖x‖= 1} .

(procéder comme dans l’exercice 13).
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ÅEx. 25. ./espaceshilbert/exo-25/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert et u un élément hermitien de Lc(E) tel que (u(x)|x) ∈ R+ pour tout x ∈ E. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u est injectif.

ii) u(E) = E.

iii) (u(x)|x) ∈ R⋆
+ pour tout x ∈ E−{0}.

ÅEx. 26. ./espaceshilbert/exo-26/texte.tex

Soient I un ensemble, E = ℓ2C(N), (λi)i∈I une famille bornée de nombres complexes. Pour x = (xi)i∈I , on pose
u(x) = (λixi)i∈I .

1. Prouver que u ∈Lc(E), et déterminer ‖u‖.
2. Déterminer u⋆. Á quelle condition nécessaire et suffisante u est-il hermitien ?

ÅEx. 27. ./espaceshilbert/exo-27/texte.tex

On munit E = ℓ2C(N⋆) de son produit scalaire usuel. Soit u : e→E défini par

(x1, x2, x3, . . . ) 7−→ (0, x1, x2, x3, . . .).

1. Montrer que u est une isométrie linéaire.

2. Déterminer u⋆, et prouver que ‖u⋆‖= 1.

3. Calculer u ◦ u⋆ et u⋆ ◦ u.

4.

Valeur propre

On dit que λ ∈ C est valeur propre de v ∈Lc(E) s’i1 existe x ∈ E−{0} tel que v(x) = λx.

Déterminer les valeurs propres de u et de u⋆ on comparera les résultats obtenus ici avec ceux que 1’on connait dans
le cas des espaces hermitiens de dimension finie : ils sont très différents.

ÅEx. 28. ./espaceshilbert/exo-28/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert et u ∈Lc(E).

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u⋆ ◦ u= IdE.

ii) (u(x)|u(y)) = (x|y) pour tout x, y ∈ E
iii) ‖u(x)‖= ‖x‖ pour tout x ∈ E.

2. Si ces conditions sont vérifiées, a-t-on u ◦ u⋆ = IdE ?

ÅEx. 29. ./espaceshilbert/exo-29/texte.tex

Soient E un espace de Hilbert de dimension infinie, (en) une suite orthonormée dans E, A= {en ; n ∈ N}.
Prouver que A est un fermé borné non compact de E.

ÅEx. 30. Cube de Hilbert. ./espaceshilbert/exo-30/texte.tex

Soient E = ℓ2C(N), (en) sa base hilbertienne, et (ζn)n∈N une suite de R+.

On note A l’ensemble des x=
∞∑

0

xnen ∈ E qui vérifient |xn|6 ξn pour tout n ∈ N.

1. Prouver que A est fermé dans E.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est compact.

ii) La série
∞∑

0

ξ2
n est convergente.
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ÅEx. 31. ./espaceshilbert/exo-31/texte.tex

Soit E un espace de Hilbert avec une base hilbertienne (en)n∈N⋆ .

On note A l’ensemble des éléments x ∈ Epour lesquels il existe ξ1, . . . , xp ∈ R+ avec
n∑

k=1

ξk = 1 x=
n∑

k=1

ξk

(

1− 1
k

)

ek..

a) Montrer que l’adhérence A est l’ensemble des x ∈E qui s’écrivent x=
∞∑

n=1

ξn

(

1− 1
n

)

en, où
∞∑

n=1

λn = 1 et ξk ∈ R+

pour tout k ∈ N⋆.

b) Montrer que δ(A) =
√

2, mais que pour tout x, y de A, ‖x− y‖=
√

2.

ÅEx. 32. ./espaceshilbert/exo-32/texte.tex

Soient E = ℓ2C(N) muni de son produit scalaire usuel, B′ la boule unité fermée de E, (kn)n une suite bornée de nombres
complexes. Pour x= (xn)n ∈ E, on pose u(x) = (knxn)n.

1. Prouver que u ∈Lc(E).

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u(B′) est compact.

ii) lim
n→+∞

kn = 0.

ÅEx. 33. ./espaceshilbert/exo-33/texte.tex

Soient E un espace préhilbertien séparé, u une forme linéaire continue sur E, A une partie non vide, convexe, complète
de E.
Pour x ∈ E, on pose f(x) = ‖x‖2 + |u(x)|.
Prouver que f atteint son minimum sur A en un point unique.

ÅEx. 34. ./espaceshilbert/exo-34/texte.tex

1. Soient X un espace métrique, a ∈X , A une partie non vide de X . Montrer que d(a A) = d(a,A)

2. Soient E un espace préhilbertien séparé, (Cn)n une suite croissante de convexes complets, non vides, de E.
On pose D = ∪

n∈N
Cn, C =D, et on suppose que C est complet.

a) Montrer que C et D sont convexes.

b) Soit x ∈ E. Prouver que d(x, C) = lim
n→+∞

d(x, Cn).

c) Soient p et pn 1es applications de projection sur C et Cn. Montrer que, pour x ∈ E, p(x) = lim
n→+∞

pn(x).

I
Familles de polynômes

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique sur E, notée
(x, y) 7−→ (x|y), et vérifiant (x|x) ∈ R+ pour tout x ∈ E.
Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire s’appelle espace préhilbertien réel.
On transpose mutatis mutandis à ces espaces ce qui a dit pour les espaces préhilbertiens (complexes).
Dans les exercices 35 à 38, on pose E = R‖X‖. Pour n ∈ N, En, désigne le sous-espace de E des polynômes de
degré au plus n. On y étudie quelques familles importantes de polynômes orthogonaux.

ÅEx. 35. Polynômes de Tchebycheff. ./espaceshilbert/exo-35/texte.tex

1. Montrer que l’application ((P, Q) 7−→ (P |Q) =
1

2π

+2∫

−2

P (t)Q(t)(
√

4− t2)−1
dt est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N, i1 existe un unique Tn ∈ E tel que Tn(2cosu) = 2cosnu pour tout u ∈R.

3. Pour n> 2, montrer que Tn(X) =XTn−1(X)−Tn−2(X).

4. Étudier la parité et le degré de Tn.

5. Prouver que (Tn) une base orthogonale de E. En déduire que, pour n ∈ N⋆, Tn a toutes ses racines, réelles, simples,
et appartenant à ]−2 ; +2[.
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ÅEx. 36. Polynômes d’Hermite. ./espaceshilbert/exo-36/texte.tex

On pose f(x) = e
−x2

, Hn(x) = (−1)n
e

x2

f (n)(x). Pour P, Q ∈ E, on pose

(P |Q) =

+∞∫

−∞

P (t)Q(t)f(t)dt.

On définit ainsi un produit scalaire sur E.

1. Prouver que Hn ∈ E, et que d◦Hn = n. Montrer que le terme dominant de Hn est 2nxn. Étudier la parité de Hn.
Montrer que (Hn|Hm) = 0 pour m ,m, (Hn|Q) = 0 pour Q ∈ En−1. Calculer (Hn|Hn).

2. Pour n ∈ N⋆, prouver que Hn a toutes ses racines réelles et simples.

3. Pour 6 p6 n− 2, montrer que (Hp|H ′
n) = 0. En déduire que H ′

n = 2nHn−1 pour n ∈N⋆.

4. Établir, pour n ∈ N⋆ : Hn+1(X) = 2XHn(X)− 2nHn−1(X).
5. Montrer que, pour n ∈ N, on a : H ′′

n(X) = 2XH ′
n(X)− 2nHn(X).

ÅEx. 37. Polynômes de Legendre. ./espaceshilbert/exo-37/texte.tex

Pour P, Q ∈E, on pose (P |Q) =

+1∫

−1

P (t)Q(t)dt. On veut trouver une suite (Pn)n dans E−{0} avec d◦P = n, (Pn|Q) = 0

pour q ∈ en−1.

1. Montrer que, si une telle suite existe, Pn, a toutes ses racines réelles, simples, appartenant à ]−1 ; +1[ pour n ∈ N⋆.
2. Prouver que, si Pn existe, il est uniquement déterminé à une constante multiplicative non nulle près.

3. On pose Q1(x) =

x∫

−1

Pn(t)dt, Qj(x) =

x∫

−1

Qj−1(t)dt, j = 2, . . . , n. ‘

Montrer que, pour j = 1,
dots, n, Qj(X) est divisible par (X2− 1)j. En déduire qu’il existe kn ∈ R⋆tel

Pn(X) = kn

[
(X2− 1)n

](n)
.

4. Déterminer kn pour que Pn(1) = 1. Dans la on suite, on suppose kn ainsi fixé. Étudier 1a parité de Pn.

5. Montrer qu’11 existe c, c0, . . . , cn ∈ R tels que Pn+1(X)− cNPn(X) =
n∑

r=0

crPr(X).

En déduire que : (n+ 1)Pn+1(X) = (2n+ 1)XPn(X)−nPn−1(X).

ÅEx. 38. Polynômes de Laguerre. ./espaceshilbert/exo-38/texte.tex

On note R(n, p)(x) = e
x
[
xp

e
−x
](n), Rn =R(n, n).

Pour P Q ∈ E, on pose (P |Q) =

+∞∫

0

P (t)Q(t)e−t
dt.

On veut trouver une suite (Pn)n d’éléments de E−{0} qui vérifie d◦Pn = n, (Pn|Q) = 0 si Q ∈ En−1.
1. Montrer que, si la suite (Pn)n existe, pour tout n ∈ N⋆, Pn a toutes ses racines simples, réelles, et appartenant à

R⋆
+.

2. Montrer que, si la suite (Pn)n existe.,chaque Pn est uniquement déterminé à une constante multiplicative non nulle
près.

3. Montrer que, pour p, n ∈N, R(n, p) est un polynôme de terme dominant (−1)nxp.
4. Prouver que R−n et Pn sont proportionnels.

5. Montrer qu’il existe c, c0, . . . , cn ∈ R tels que :

Rn+1(X)− cXRn(X) =
n∑

k=0

ckRk(X).

En déduire :
Rn+1(X)− (2n+ 1−X)Rn(X) +n2Rn−1(X) = 0.

Retour page 1
69





Chapitre IX

Problèmes
✰ Problème 1 Problème 1

Les deux parties du problème sont indépendantes.

Partie I

Espace porte

Un espace topologique E est appelé espace porte si toute partie de E est ouverte ou fermée dans E.

On dit qu’un point x de E est un point d’accumulation de E si tout voisinage de x est non réduit à {x}.
1. Soit E un espace topologique discret. Montrer que E est un espace porte.

2. Soit E le sous-ensemble {0}∪
{

1
n

; n ∈ N⋆

}

de R. On munit E de la topologie induite par la topologie usuelle de

R. Montrer que E est un espace porte.

3. a) Soient E un espace topologique et x un point de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) x est un point d’accumulation de E.

ii) {x} n’est pas ouvert dans E.

b) Déterminer les points d’accumulation des espaces topologiques introduits en et .

4. Soit E un espace porte séparé. En considérant les parties de E de la forme

{y}∪ (U ∩ c {x})

où x et y sont des points de E et U un ouvert contenant x, prouver que E contient au plus un point d’accumulation.

5. Soit E un espace topologique séparé. On suppose que E vérifie la propriété suivante : pour tout parte A de E, ou

il existe un fermé F de E tel que
◦
F⊂A⊂ F , ou il existe un ouvert U de E tel que U ⊂A⊂ U .

a) Prouver que E contient au plus un point d’accumulation.

b) Montrer que E est un espace porte.

Partie II

1. Soit E un espace topologique séparé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout ouvert U de E, U est un ouvert de E.

ii) pour tout fermé F de E,
◦
F est un fermé de E.

iii) pour tous ouverts U, V de E tels que U ∩V = ∅, on a U ∩V = ∅.
On dit qu’un espace topologique est de type (A) s’il est séparé, et s’il vérifie les conditions équivalentes précédentes.

2. Soient E un espace de type (A) et X un ouvert de E. On munit X de la topologie induite par la topologie de E.
Prouver que X est un espace de type (A).

3. Soient E un espace de type (A) et D une parte dense de E. On munit D de la topologie induite par la topologie de
E. Prouver que D est un espace de type (A).

4. Soit E un espace topologique séparé. On suppose que tout point x de E possède un voisinage Vx qui soit de type
(A) pour la topologie induite par celle de E.
Prouver que E est un espace topologique de type (A).
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✰ Problème 2 Problème 2
On note S = R∪{−∞ ; +∞}, en convenant que −∞< a <+∞ pour tout a ∈ R.
Pour x ∈ S, on pose :

• I(x) = ]x ; +∞[ (ainsi I(+∞) = ∅, I(−∞) = R).

• J(x) = ]−∞ ; x[ (ainsi J(+∞) = R, J(−∞) = ∅).

L’espace topologique R muni de sa topologie usuelle est noté E.

1. Soit f : E→ E une application monotone. Montrer que f admet en tout point une limite à gauche et une limite à
droite.

2. a) Soient T1 = {I(x) ; x ∈ R}, T2 = {J(x) ; x ∈ R}. Montrer que T1 et T2 sont des topologies sur R. Les espaces
ainsi obtenus sont notés E1 et E2. Pour i= 1, 2, comparer les topologies de E et Ei.

b) Montrer que E1 et E2 sont non séparés.

c) Déterminer, pour a ∈ R, l’adhérence de {a} dans E1 et dans E2.

3. a) Soit f une application de E1 dans lui-même. Prouver que f est croissante.

b) Montrer que l’ensemble des applications continues de E1 dans lui-même est l’ensemble des applications crois-
santes et continuées à gauche en tout point au sens usuel (c’est-à-dire continue à gauche en tout point en tant
qu’applications de E dans lui-même).

4. a) Que peut-on dire de l’application h de E1 dans E2 définie par h(x) = x ?

b) En utilisant h, déterminer l’ensemble des applications continues de

i) E2 dans E2.

ii) E1 dans E2.

iii) E2 dans E1.

5. a) Déterminer l’ensemble des applications continues de E1 dans E (on pourra utiliser les applications ik de E dans
Ek définies par ik(x) = x pour k = 1, 2).

b) Reprendre la question précédente en remplaçant E1 vers E2.

6. a) Écrire une condition nécessaire et suffisante pour qu’un application f de E dans E81 soit continue.

b) Procéder de même en remplaçant E1 par E2.

7. Soit f l’application de R dans lui-même définie par :

• f(x) = 0 si x ∈ cQ∪{0}.

• f(x) =
1
q

si x=
p

q
avec p ∈ Z⋆, q ∈ N⋆, p et q premiers entre eux.

Montrer que, considérée comme application de E dans E2, f est continue.
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✰ Problème 3 Problème 3
Dans tout le problème, E désigne un espace topologique.

Espace totalement discontinu et point de dispersion

On dit que E est totalement discontinu si, pour tout x ∈ E, la composante connexe de x dans E est égale à {x}.
Un point a de E est dit point de dispersion de E si c{a} est totalement discontinu.

1. Soient X, Y des parties de E telles que E =X ∪Y , M une partie de X ∩Y . On suppose que M est ouverte (resp.
fermée) dans X et Y . Montrer que M est ouverte (resp. fermée) dans E.

Dans toute la suite du problème, on suppose que E est connexe. On désigne par A une partie connexe de E et par
B une partie de cA, à la fois ouverte et fermée dans cA.

2. Soit (Ci)i∈I l’ensemble des composantes connexes C de cA telles que C ∩B ,∅. Montrer que

B = ∪
i∈I

Ci.

3. On veut prouver que D =A∩B est connexe.

a) Établir le résultat lorsque A= ∅, ou lorsque B = ∅.
Dans la suite, on suppose que A ,∅ et B ,∅.

b) Soient F1, F2 deux fermés de E tels que :

D ⊂ F1 ∩F2, F1 ∩F2 ∩D = ∅.

Prouver que l’on a, par exemple, A⊂ F1, et A∩F2 = ∅.

c) soit (Ci)i∈I comme en 2. On note :

I1 = {i ∈ I ; Ci ⊂ F1 ; Ci ∩F2 = ∅} , I2 = {i ∈ I ; Ci ⊂ F2 ; Ci ∩F1 = ∅} ,

L=
⋃

i∈I1

Ci ; M =
⋃

i∈I2

Ci.

Prouver que I = I1 ∪ I2

d) Montrer que M est à la fois ouvert et fermé dans A∪ et dans cA..

e) Conclure.

4. Soit C une composante connexe de cA. Montrer que C est connexe (on utilisera en particulier la question 3).

5. On suppose que E contient au moins deux points distincts. Montrer qu’il existe des parties connexes P et Q et Q
de E telles P ,∅ ; Q ,∅ ; P ∩Q = ∅, E = P ∩Q.

6. On suppose que E contient au moins trois points distincts. Prouver que E contient au plus un point de dispersion.
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✰ Problème 4 Problème 4
Soit E un espace topologique séparé.

Partie presque compacte

Une partie A de E est appelée partie presque compacte de E, si, pour tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de A,
il existe une partie finie J de I telle que A⊂

⋃

j∈J

Uj.

Partie I

1.- Soient E un espace topologique séparé, A une partie presque compacte de E. Prouver que A est fermée dans E.
2.- L’espace Rn, n ∈N⋆, est muni de sa topologie usuelle. Soit A une partie de Rn. Montrer que les conditions suivantes

sont équivalentes :

i) A est une partie compacte de Rn.
ii) A est une partie presque compacte de Rn.

3.- Soient E et F deux espaces topologiques séparés, A une partie presque compacte de E et f une application continue
de E dans F .
Montrer que f(A) est une partie presque compacte de F .

4.- Soient E un espace topologique séparé, F une partie de E munie de la topologique induite par la topologie de E,
et A une partie de E.

a) On suppose que A est presque compacte dans F . Montrer que A est presque compacte dans E.
b) On suppose que A est presque compacte dans E, et que F est ouverte dans E. Montrer que A est presque

compacte dans F .
c) On suppose que A est presque compacte dans E, et que F est dense dans E. Montrer que A est presque

compacte dans F .

5.- Soient E et F des espaces séparés non vides. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L’espace topologique produit E×F est presque compact.
ii) Les espaces topologiques E et F sont presque compactes.

Partie II

Soit T l’ensemble des parties A de R qui sont vides ou qui vérifient la propriété suivante :

pour tout x ∈A, il existe r > 0 tel que ]x− r ; x+ r[∩Q⊂A.

Il est facile de voir que T définit une topologie séparée sur R.
L’espace topologique obtenu ainsi est noté E.
Si A est une partie de R, on note I(A) et F (A) l’intérieur et l’adhérence de A pour la topologie définie par T, et Å et
A l’intérieur et l’adhérence de A pour la topologie usuelle de R.

1. Comparer la topologie T et la topologie usuelle de R. Pour une partie A de R, comparer Å et I(A) (resp. A et
F (A)). Que peut-on dire de Q en tant que partie de E ?

2. Soit U un ouvert de E. Montrer que u⊂ [F (U)]o.
3. Soit A une partie de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est une partie presque compacte de E.
ii) A est une partie compacte de R pour la topologie usuelle.

4. a) Prouver que [0 ; 1]∩Q est une partie fermée de E.
b) En déduire que ]0 ; 1[ est une partie presque compacte et non compacte de E.

5. Donner un exemple d’espace topologique séparé X et de parties A et B de X qui vérifient les conditions suivantes :

i) A⊂B.
ii) B est une partie presque compacte de X .
iii) A est une partie fermée de X .
iv) A n’est pas une partie presque compacte de X .
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✰ Problème 5 Problème 5
Dans tout le problème, E désigne un espace métrique dont la distance est notée d. Pour x ∈ E, r ∈ R+, on pose
B(x, r) = {a ∈E ; d(x, y)< r}, B′(x, r) = {a ∈ E ; d(x, y) 6 r}.

PARTIE I

Dans cette partie, on suppose que E n’est pas complet, et on désigne par (xn)n>1 une suite de Cauchy non convergente
d’éléments de E.
Pour x ∈ E, n ∈ N⋆, on pose fn(x) = d(x, xn).

1. Prouver que la suite (fn)n. converge uniformément vers une application continue f de E dans R.

2. Montrer que f(x)> 0 pour tout x ∈E, et que f n’atteint pas sa borne inférieure sur E.

3. On pose g(x) =
1

f(x)
. Montrer que g n’est pas uniformément continue et est non bornée.

PARTIE II

Dans cette partie, on désigne par (xn)n>1 une suite d’éléments deux à deux distincts de E et par (rn)n>1 une suite
d’éléments de R⋆

+.
On suppose vérifiées les conditions suivantes :

i) la suite (xn)n, ne contient aucune sous-suite convergente.

ii) pour n, p ∈ N⋆ et distincts, on a B(xn, rn)∩B(xp, rp) = ∅.

iii) la suite rn tend vers 0 si n tend vers +∞.

1. a) Soit A une partie non vide de E. Pour x ∈ E, on pose ffA(x) = inf {d(x, z) ; z ∈A}. Montrer que fA définit
une application continue de E dans R+. Prouver que fA(x) = 0 si, et seulement si, x ∈A.

b) Soient B, C des parties fermées, non vides, et disjointes de E. On définit f : E→ R+ par

f(x) =
fB(x)

fB(x) + fC(x)
.

Prouver que f est continue et que : f(x) = 0 si x ∈B, f(x) = 1 si x ∈C.

2. a) Montrer qu’il existe une application continue gk :E→R telle que

gk(x) = 1 si x ∈B′
(

xk,
1
2
rk

)

, gk(x) = 0 si x ∈cB(xk, rk).

b) Prouver que l’on définit une application continue non bornée g : E→ R+ par :

g(x) =
∞∑

k=1

kgk(x).

3. On suppose qu’il existe, pour tout k ∈ N⋆ yk ∈ B(xk , rk)− {xk}. Prouver qu’i1 existe une application continue
h :E→ /GR+, vérifiant, pour tout k ∈ N⋆, h(xk) = 0, h(yk) = 1.
En déduire qu’il existe application de E dans R continue, mais non uniformément continue.

PARTIE III

1. Dans cette question, on suppose que toute application continue de E dans R est bornée.

a) Prouver que E est complet.

b) Montrer que E est compact (raisonner par l’absurde, et utiliser II. 2).

2. Dans cette question, on suppose que toute application continue de E dans R est uniformément continue.
On désigne par E′ L’ensemble des points isolés de E, et on pose F = E−E′.

a) Prouver que E est complet, puis que F est compact (raisonner par l’absurde).

b) Donner un exemple où l’on a E , F , F ,∅ et où E est non compact.
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✰ Problème 6 Problème 6
òLes deux parties du problèmes sont indépendantes.

PARTIE I

Soient a, b ∈ R tels que a < b, et E l’ensemble des fonctions continues de [a ; b] dans R. 0n munit E de la norme de la
convergence uniforme : ‖f‖= sup{|f(x)| ; x ∈ [a ; b]} pour f ∈E.

1. Soit H une partie de E. Montrer que conditions suivantes sont équivalentes :

i) H est une partie compacte de E.

ii) H est bornée dans E et équicontinue dans [a ; b].

iii)

2. On note id l’application identique de [a ; b] dans lui-même, et on désigne par u un élément de E tel que u([a ; b])⊂
[a ; b]. On définit une suite (un)n∈N d’éléments de E par les formules de récurrence :

u0 = id, u1 = u, un+1 = un ◦ u pour n ∈N.

a) Dans cette question. on suppose que |u(x)− u(y)|6 |x− y| pour tous x, y ∈ [a ; b].
Prouver que {u, ; n ∈ N⋆} est une partie relativement compacte de E, et que le suite (un)n∈N⋆ admet au moins
une valeur d’adhérence dans E.

b) Dans cette question, on suppose que a= 0, b= 1, u(x) = 1− x.
Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite (un)n∈N⋆ dans E ?

c) Dans cette question, on suppose que0 6 a < b6 1, et que u(x) =
√
x.

i) Vérifier que u([a ; b])⊂ [a ; b].

ii) On suppose a > 0. Montrer que la suite (un)n∈N⋆ est équicontinue dans [a ; b] et converge dans E.

iii) Reprendre L’alinéa précédent lorsque l’on suppose que a= 0.

3. On désigne toujours par u un élément de E tel que u([a ; b]) ⊂ [a ; b]. Soit f ∈ E. Pour n ∈ N⋆, on définit gn ∈ E
par :

gn =
1
n

(
f ◦ u+ f ◦ u2 + · · ·+ f ◦ un

)
.

a) On suppose que 1a suite (un)n est équicontinue dans [a ; b]. Montrer qu’il en est de même des suites (f ◦ u)
n et

(gn)n.

b) On suppose que la suite (un)n est équicontinue dans [a ; b]. Montrer que la suite (gn)n a au moins une valeur
d’adhérence dans E.
Soit h une de ces valeurs d’adhérence. Établir : h ◦ u= h.

c) Étudier la suite (gn)n , lorsque a= 0, b= 1, u(x) = 1− x.

PARTIE II

Soient Xun espace topologique et E un espace métrique non vide. On désigne par (fn)n∈N une suite d’applications de
X dans E qui converge simplement vers une application f de X dans E.

Convergence quasi-uniforme

On dit que la suite (fn)n converge quasi-uniformément vers f si la condition suivante est vérifiée :
(*) pour tout ǫ > 0, et pour tout p ∈ N, il existe un entier q > p tel que, pour tout x ∈ X , il existe un entier
nx ∈ ~p, q� pour lequel d(fnx(x), f(x)) 6 ǫ.

1. On suppose que les (fn)n sont continues sur X et que la suite (fn)n, converge quasi-uniformément vers f . Prouver
que f est continue sur X .

2. On suppose que X est compact et que les fn et f sont continues sur X . Montrer que la suite (fn)n converge
quasi-uniformément vers f .

3. On suppose que X est localement compact et que les fn sont continues. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit continue sur X .

4. On suppose que X = [0 ; 1], E = R,et que fn est la fonction affine par morceaux définie par le graphe ci-dessous.

a) Quelle est la limite simple de la suite (fn)n ?
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b) Vérifier directement que la suite (fn)n converge quasi-uniformément (ǫ et p étant donnés, on indiquera une
valeur possible de q).

1

0 1
2(n+ 1)

1
n+ 1

1
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✰ Problème 7 Problème 7
On désigne par K le corps des nombres réels ou des nombres complexes.
Si A et une partie d’un K-espace vectoriel normé E, le diamètre δ(A) de A est défini par :

δ(∅) = 0, δ(A) = sup{‖x− y‖ ; a, y ∈A} siA ,∅.

Une partie non vide A d’un K-espace vectoriel normé E est appelée un segment de droite si, pour tout x, y ∈ A, et
tout t ∈ [0 ; 1], tx+ (1− t)y ∈A.
On dit que E vérifie la propriété (P) si la sphère unité de E ne contient aucun segment de droite non réduit A un
point.
Étant donnés deux K-espaces vectoriels E et F , une application f de E dans F est dite affine s’il existe a ∈ E et une
application u K-linéaire de E dans F tels que

f(x) = f(a) + u(x− a)

pour tout x ∈ E.

PARTIE I

Dans cette partie, E désigne un K-espace vectoriel normé.

1. Soient x, y ∈ E. Pour t ∈ [0 ; 1], on poses h(t) = ‖tx+ (1− t)y‖.
a) Vérifier que, pourt1, t2, s ∈ [0 ; 1], on a : h[st1 + (1− s)t2, ] 6 sh(t1) + (1− s)h(t2).

b) On suppose que ‖x‖ = ‖y‖ = 1, et qu’i1 existe t0 ∈ ]0 ; 1[ tel que h(t0) < 1. Prouver que h(t) < 1 pour tout
t ∈ ]0 ; 1[.

2. Soient S1 = {z ∈ E ; ‖z‖= 1} la sphère unité de E et B1 = {z ∈ E ; ‖z‖< 1} la boule unité ouverte de E.
On désigne par x et y deux points distincts de S1, et on pose : ]x ; y[ = {tx+ (1− t)y ; t ∈ ]0 ; 1[}. Montrer que
1’une ou l’autre des éventualités suivantes est vérifiée :

i) ]x ; y[⊂ S1.

ii) ]x ; y[⊂B1.

3. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) E vérifie la condition (P).

ii) aucune sphère de E ne contient un segment de droite réduit à un point.

4. Montrer qu’un espace préhilbertien séparé vérifie la condition la condition (P).

5. Dans cette question E désigne le C-espace vectoriel des suites bornées x = (xn)n>0 de nombres complexes. On
munit E de la norme ‖x‖∞ = sup{|xn| ; n ∈ N}. En utilisant les suites x= (xn)n>0, y = (yn)n>0 définies par

x0 =−y0 = 1, x1 =−y1 = 1, xn = yn = 0 pour n> 2,

prouver que E ne vérifie pas la propriété (P).

6. Dans cette question, E désigne le R-espace vectoriel R2 muni de la norme

‖u, v‖ = max{|u| , |v|} .

Montrer que E ne vérifie pas la propriété (P).

PARTIE II

Dans cette partie, E et F désignent des K-espaces vectoriels normés.

1. Poura ∈ E, r ∈ R+, on pose B′(a, r) = {z ∈ E ; ‖z− a‖6 r}. Soient x et y deux points distincte de E, r =
1
2
‖x− y‖,

C = B′(x, r) ∩B′(y, r). Montrer que si z ∈ C, alors x+ y− z ∈ C. En déduire que, si E vérifie la propriété (P),

alors C =
{
x+ y

2

}

.

2. Dans cette question, on suppose que K = R, et que E vérifie la propriété (P). Soit f une isométrie de E dans F :

‖f(x)− f(y)‖= ‖x− y‖ pour tout x, y ∈ E.

On pose, pour x ∈ E, g(x) = f(x)− f(0).

Retour page 1
78



79

a) Soient x, y ∈E. Prouver que f
(
x+ y

2

)

=
1
2
f(x) +

1
2
f(y).

b) Montrer que g est une application linéaire.

c) Prouver que f est une application affine.

3. Dans cette question, K = R, et E est un R-espace vectoriel de dimension finie vérifiant la propriété (P). Soit f une
isométrie de E dans Lui-mine. Montrer que f est une application surjective et affine.

4. Donner un exemple d’un C-espace vectoriel E et d’une isométrie f de E dans lui-même vérifiant les propriétés
suivantes :

1. E est de dimension finie et vérifie la propriété (P).

2. l’isométrie f est surjective n’est pas affine.

PARTIE III

Dans cette partie, E et F sont des espaces vectoriels normés ne vérifiant pas nécessairement la propriété (P).

1. Soient a, b ∈ E, V1 = V(a, b) =
{

z ∈ E ; ‖z− a‖= ‖z− b‖=
1
2
‖a− b‖

}

.

a) Montrer que V1est une partie non vide, fermée, convexe de E.

b) A partir de V1 = V1(a, b), on définit une suite (Vn)n∈N⋆ de parties de E de la manière suivante :

pour n> 2, Vn = Vn(a, b) est l’ensemble des z ∈ Vn−1 tels que ‖z− u‖6 1
2
δ(Vn−1) pour tout u ∈ Vn−1.

Prouver que (Vn)n∈N⋆ est une suite décroissante pour l’inclusion de parties non vides, fermées et convexes de E.
Montrer que, pour n ∈ N⋆, on a :

δVn+1 6
1
2
δn.

c) Établir :
∞⋂

n=1

Vn(a, b) =
{

1
2

(a+ b)
}

.

2. Dans cette question, E est le R-espace vectoriel R3 muni de 1a norme

‖(x, y, z)‖= max{|x| , |y| , |z|} .

On suppose que b = −a =
(

0,
1
2
, 1
)

. Déterminer V1, V2, V3et les représenter sur une figure munie d’un repère

orthonormé.

3. Dans cette question, E est le C-espace vectoriel introduit au I, 5°.
On suppose que b=−a, a= (an)n∈N, avec

a0 = 1, an = 1− 2−n pour n ∈ N⋆.

a) Déterminer V1.

b) Déterminer Vn pour n ∈ N⋆, et vérifier, dans ce cas particulier, le résultat de III,1°,c).

4. Soient E, F des R-espaces vectoriels normés, f une isométrie de E dans F . Soient x, y ∈E. on définit, au sens de
III, 1°, des suites (Un),∈N⋆ et (Wn)n∈N⋆ de parties de E et F par :

Un = Vn(x, y), Wn = Vn(f(x), f(y)).

a) Prouver que f(U1)⊂W1.

b) On suppose que f est surjective. Montrer que, pour n ∈ N⋆, on a f(Un) =Wn.

c) on suppose que f est surjective. Prouver que f est affine.

5. On munit R de sa norme usuelle et R2 de la norme

‖(u, v)‖ = max{|u| , |v|} .

Soit f l’application de R dans R2 définie par

f(t) =
(

t,
t2

1 + t2

)

.
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a) Déterminer graphiquement la courbe f(R) dans l’espace R2.

b) L’application f est-elle surjective ? Affine ?

c) Prouver que f est une isométrie (on pourra utiliser la variable θ = arctant).

6. Dans cette question, E est un R-espace vectoriel normé de dimension finie. On désigne par f une isométrie de E
dans lui-même.

a) Soit x ∈ E. On pose xO = x, et on définit une de suite (xn)n∈N de points de E par :

xn+1 = f(xn), n ∈N.

Prouver qu’il existe une application strictement croissante σ de N dans lui-même telle que

lim
n→+∞

∥
∥xσ(n+1)− xσ(n)

∥
∥= 0.

b) Montrer que f(E) est dense dans E, puis que f est surjective.

c) Prouver que f est affine.

d) Énoncer précisément le résultat obtenu.

Retour page 1
80



81

✰ Problème 8 Problème 8

Partie compacte d’un espace métrique

On rappelle que, pour qu’une partie A d’un espace métrique soit compacte, i1 faut, et i1 suffit, que toute suite
d’éléments de A admette une sous-suite qui converge vers un élément de A.

Partie compacte d’un espace vectoriel normé

On rappelle aussi que, dans un espace E vectoriel normé de dimension finie, une partie A est compacte si. et
seulement si, elle est fermée et bornée.

On note V le R-espace vectoriel des applications indéfiniment dérivables de ]−1 ; +1[ dans R.
Pour n ∈N, f ∈ V , f (n) est la dérivée d’ordre n de f (avec f (0) = f, f ′ = f (1)).
Soit E le sous-espace vectoriel de V constitué des fonctions polynômes. Si f ∈ E, d◦ désigne le degré de f (le degré de
la fonction polynôme nulle est −∞ par convention).
On définit des suites (gp)p∈N et (hp)p∈N d’éléments de E par :

gp(t) =
p
∑

n=0

tn+1

(n+ 1)2 , h0(t) = 1, hp(t) = tp pour p ∈ N⋆.

PARTIE I

1. Vérifier que l’on définit une norme sur E en posant, pour f ∈E :

‖f‖=
∞∑

n=0

1
n!

∣
∣
∣f (n)(0)

∣
∣
∣ .

Dans toute la du suite du problème, E est muni de cette norme.

2. a) Montrer, pour n ∈N, la continuité de l’application linéaire E→R, f 7−→ f (n)(0). Quelle est sa norme ?

b) Montrer que l’application linéaire e→ E, f 7−→ f ′ n’est pas continue (on pourra utiliser la suite (hp)p).

3. Prouver que E n’est pas complet (on pourra utiliser la suite (gp)p).

4. On définit une relation d’ordre sur E, notée 4, en disant que l’on a f 4 g si, et seulement si,

f (n)(0) 6 g(n)(0)

pour tout n ∈ N. Pour f ∈ E, on pose :

[f ;→[ = {h ∈ E ; f 4 h} , ]← ; f ] = {h ∈E ; h4 f} .

Si f, g ∈ E vérifient f 4 g, on note [f ; g] = {h ∈ E , f 4 h4 g}.
a) Prouver que, pour f ∈ E, [f ;→[ et ]← ; f ] sont des parties fermées de E.

b) Soient f, g ∈ E tels que f 4 g. Montrer que [f ; g] est une partie compacte de E (on pourra montrer que,pour
h ∈ [f ; g], on a d°h6 max(d°f, d°g), et utiliser les rappels).

c) Soit O la fonction nulle sur ]−1 ; +1[. On désigne par (fp)p∈N une suite d’éléments de E vérifiant les conditions
suivantes :

i) La suite (fp)p∈N converge vers 0.

ii) Pour tout p ∈N, on a 0 4 f .

Prouver que [0 ; f ] est une partie compacte de E.

PARTIE II

Dans cette partie, on se propose de construire un sous -espace vectoriel F de V qui soit un complété de l’espace normé
E.
On note S l’espace vectoriel des de suites de nombres réels indexées par N. Pour a ∈ S, le terme d’indice n de a sera
noté an c’est-à-dire que a = (an)n∈N. Lorsque l’on considèrera une suite d’éléments de S, l’indice sera placé, pour
éviter des confusions, en position supérieure.
Par exemple, une telle suite sera notée (ap)p∈N, et pour tout p ∈N, ap est une suite (ap

n)n∈N de nombres réels.
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On note L le sous-espace vectoriel de S constitué des suites a telles que la sérié
∞∑

n=0

an soit absolument convergente.

On munit L de la normes définie par :

‖a‖=
∞∑

n=0

|an| .

On rappelle que, muni de cette norme, L est un espace de Banach.

1. Pour a ∈ L, soit ρa le rayon de convergence de la série entière
∞∑

n=0

ant
n. Déterminer inf {ρa ; a ∈ L}.

2. On définit une application linéaire φ : L → V associant à tout a ∈ L l’application de ]−1 ; +1[ dans R définie

par t 7−→
∞∑

n=0

ant
n. On note F le sous-espace vectoriel φ(L) de V , et dans la suite, on considère φ comme une

application de L dans F .

a) Montrer que φ : L → F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour t ∈ F , exprimer φ−1(f) à l’aide des
dérivées de f .

b) Vérifier que E est contenu dans F , et caractériser le sous-espace vectoriel H = φ(− 1)(E) de L.

3. Dans la suite, F est muni de la norme f 7−→ ‖f‖F =
∥
∥φ−1(f)

∥
∥.

a) Prouver que la restriction de cette norme à E coïncide avec la norme définie sur E dans I.

b) Montrer que F est un complété de l’espace normé E.

4. a) soit (fp)p∈N une suite d’éléments de F convergeant vers un élément f de F . Prouver que les conditions suivantes
sont satisfaites :

i) La suite (fp)p∈N converge uniformément vers f sur ]−1 ; +1[.

ii) Pour tout compact X de ]−1 ; +1[ et tout n ∈ N⋆, la suite (f (n)
p )p∈N converge uniformément vers f (n) sur

K.

5. Donner un exemple de suite (fp)p∈N d’éléments de F vérifiant les conditions suivantes :

i) La suite (fp)p∈N converge vers f un élément de F .

ii) Pour tout n ∈ N⋆, la suite (f (n)
p )p∈N ne converge pas uniformément vers f (n) sur ]−1 ; +1[.

PARTIE III

On définit une relation d’ordre sur L, notée encore 4, en disent que a4 b, si et seulement si, an 6 bn pour tout n ∈ N.
On se propose d’étudier les propriétés de convergence dans l’espace vectoriel normé L faisant Intervenir cette relation.
Pour a ∈ L, |a| désigne la suite (|an|)n∈N.

1. Soit (ap)p∈N une suite dans L telle que ap
4 ap+1 pour tout p ∈ N, et telle qu’il existe M ∈ R⋆

+ vérifiant ‖ap‖6M
pour tout p ∈ N. Montrer que la suite (ap)p∈N converge dans L.

2. Soit (ap)p∈N une suite de L vérifiant 1ea conditions suivantes :

i) Pour toutn ∈N, la suite (ap
n)p∈N converge dans R.

ii) Il existe b ∈ L tel que |ap|4 b pour tout p ∈ N.

Prouver que la suite (ap)p∈N converge dans L.

3. Soient a, b ∈ L tels que a4 b. On pose :

[a ; b] = {c ∈ L ; a4 c4 b} .

Montrer que [a ; b] est une partie compacte de L.
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✰ Problème 9 Problème 9
Dans tout le problème, E désigne un R-espace vectoriel. On dit qu’une partie C de E est :

• étoilée par rapport à 0 si tx ∈ C pour tout x ∈ C, t ∈ [0 ; 1].

• symétrique si −x ∈ C pour tout x ∈ C.

• convexe si tx+ (1− t)y ∈C pour tous x, y ∈C, t ∈ [0 ; 1].

Partie I

1. Pour x ∈ E, on pose I(x) =
{

t ∈ R⋆
+ ;

x

t
∈C

}

.

a) Soit x ∈ E tel que I(x) , ∅. Prouver que I(x) est un intervalle de R.

b) Déterminer I(0).

c) Montrer, par des exemples, que I(x) peut être ouvert ou fermé dans R.

2. On suppose que 0 ∈ C̊. Prouver que I(x) , ∅ pour tout x ∈ E.
Dans la suite du problème, on suppose que I(x) , ∅ pour tout x ∈ E.
On désigne par p(x) la borne inférieure dans R de I(x). D’où une application p :E −→ R+

3. Soient x ∈E, t ∈ R⋆
+. Prouver que p(tx) = tp(x).

4. Dans cette question, on suppose que C est symétrique. Montrer que p(−x) = p(x) pour x ∈ E.

5. Dans cette question, on suppose que C est convexe. Soient x, y ∈ E. Établir :

p(x+ y) 6 p(x) + p(y).

Partie II

On suppose maintenant que E est un R-espace vectoriel normé. La norme d’un élément x ∈ E est notée N(x). On
pose S = {x ∈ E ; N(x) = 1}.
1. Dans cette question, on suppose que C est convexe et que 0 ∈ C̊. Montrer que l’application p est uniformément

continue sur E.

2. Dans cette question, on suppose que p est continue sur E. Établir :

C̊ = {x ∈ E ; p(x) < 1} C = {x ∈ E ; p(x) 6 1} .

3. On suppose dans cette question que C est fermée. Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

i) p définit une norme sur E, équivalente à la norme N .

ii) C est convexe, symétrique, bornée, et 0 ∈ C̊.

4. Soit K = {x ∈ E ; p(x) = 1}. On suppose, dans cette question, que C est bornée, et que 0 ∈ C̊.

On définit g :K −→ S par g(x) =
x

N(x)
.

Montrer que g est une bijection continue de K sur S.

5. Soit n ∈ N⋆. On suppose que E est l’espace Rn muni de sa norme euclidienne usuelle, que C est bornée, et que
0 ∈ C̊. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) p est continue.

ii) K est une partie compacte de E.

Retour page 1
83



84

✰ Problème 10 Problème 10
Dans tout le problème, E désigne un C-espace de Hilbert non nul, et Lc(E) l’espace des endomorphismes continus de
E.
On pose = {x ∈ E ; ‖x‖= 1}, B′ = {x ∈ E ; ‖x‖6 1}.
L’orthogonal d’une partie A de E est notée A⊥.

Question préliminaire

Soit F un sous-espace vectoriel fermé de E. Prouver que E = F ⊕F perp. Soit p la projection de E parallèlement à
F⊥. Montrer que p ∈Lc(E) et que ‖p‖6 1.

PARTIE I

Soit u ∈Lc(E). On admettra qu’i1 un existe un unique u⋆ ∈L (E) tel que (u(x)|y) = (x|u⋆(y)) pour tous x, y ∈ E.
Pour u, v ∈Lc(E), on a alors (u+ v)⋆ = u⋆ + v⋆, (u ◦ v)⋆ = v⋆ ◦ u⋆, (u⋆)⋆ = u.
On note H(E) = {u ∈Lc(E) ; u= u⋆}.
1. Soit u ∈L (E).

a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u= 0.

ii) (u(x)|x) = 0 pour tout x ∈ E.

b) En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u ∈H(E)

ii) (u(x)|x) ∈R pour tout x ∈ E.

2. Soient :u ∈Lc(E) et m= sup{|(u(x)|x)| ; x ∈ S}.
a) Établir :

(u(y+ z)|y+ z)− (u(y− z)|y− z) = 2(u(y)|z) + 2(u(z)|y).

En déduire :
|(u(y)|z) + (u(z)|y)|6m(‖y‖2 + ‖z‖2).

b) On suppose que u ∈H(E). En posant y = ‖u(x)‖x, z = ‖x‖u(x), montrer que m= ‖u‖.

PARTIE II

1. Soit u un endomorphisme (non nécessairement continu) de E. Prouver que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

i) Pour toute partie bornée A de E, u(A) est compact.

ii) u(B′) est compact.

iii) Pour toute suite bornée (xn)n∈N d’éléments de E, on peut de extraire de la suite (u(x,n ))n∈N, une sous-suite
convergente.

On désigne par C(E) 1’ensemble des endomorphismes de E qui vérifient les conditions équivalentes précédentes.

2. Établir : C(E)⊂Lc(E).

3. Soient u, v ∈L (E).

a) Montrer que, si u : inC(E), on a u ◦ v ∈ C(E), v ◦ u ∈ C(E).

b) On suppose u, v ∈ C(E). Prouver que u+ v ∈ C(E).

c) Montrer que C(E) est un idéal bilatère fermé de l’algèbre Lc(E) (on rappelle qu’une partie A de E est
relativement compacte dans E si, et seulement si, pour tout ǫ > 0, on peut recouvrir A par un nombre fini de
boules de rayon ǫ).

4. Soit R(E) l’ensemble des u ∈Lc(E) tels que u(E) soit de dimension finie. Prouver que R(E)⊂ C(E)

5. Établir : C(E) =R(E (Pour montrer que C(E)⊂R(E), on pourra procéder comme suit. Soient ǫ > 0 et u ∈C(E).

Comme u(B′) est compact, il existe y1, . . . , yn ∈ E tels que u(B′)⊂
n⋂

i=1

B′(yi, ǫ). Soit p la projection sur F =
n∑

i=1

Cyi

parallèlement à F⊥. Montrer que ‖u− p ◦ u‖6 ǫ).

PARTIE III
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Pour u : inLc(E), λ ∈ C, on pose Eu
λ = {x ∈ E ; u(x) = λx}.

Soit P (u) = {λ ∈ C ; Eu
λ , {0}}.

1. Soit u ∈Lc(E). L (E).

a) Prouver que, pour λinC, Eu
λ est un sous-espace vectoriel fermé de E.

b) Soit (λi)i∈I une famille d’éléments deux à deux distincts de P (u). Montrer que la somme F =
∑

i∈I

Eu
λi

est directe.

c) On suppose que u ∈H(E). Prouver que P (u)⊂ R.

d) On suppose que u ∈ C(E). Prouver que, pour λ ∈ C−{0}, Eu
λ est de dimension finie.

2. Soient u ∈C(E) et r ∈ R⋆
+. On suppose qu’il existe une suite (λn)n d’éléments deux à deux distincts de P (u) telle

que |λn|> r. Pour n ∈N, on fixe xn ∈Eu
λn
−{0}, et on pose Fn =

n∑

i=1

Cxi.

a) Soit n ∈N⋆. Montrer qu’il existe yn ∈ Fn tel que ‖yn‖= 1, et yn ∈ F⊥
n .

b) On pose, pour n ∈ N⋆, zn =
yn

λn
. Montrer que l’on ne peut extraire aucune sous-suite convergente de la suite

(u(zn))n. En déduire une contradiction, et prouver ainsi que, pour tout r ∈ R⋆
+, l’ensemble {λ ∈ C ; |λn|> r}

est fini.

3. Soient u ∈ C(E)∩H(E) et α= ‖u‖. On veut prouver que P (u)∩{−α, +α} ,∅. Le résultat étant clair pour u= 0,
noue supposerons u , 0.

a) En utilisant 2 et 1, montrer qu’i1 existe a ∈ E, β ∈ {−α, α}, et une suite (xn)n d’éléments de S vérifiant les
conditions suivantes :

i) lim
n→+∞

(u(xn)|xn) = β.

ii) lim
n→+∞

u(xn) = a.

b) Prouver que lim
n→+∞

(u(xn)− βxn) = 0, et en déduire que β ∈ P (u).

4. Soient u ∈ C(E)∩H(E) et F =
∑

λ∈P (u)

Eu
λ .

a) Montrer que u
(

F⊥
)

⊂ F⊥.

b) En utilisant 3, en déduire que E = F .
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✰ Problème 11 Problème 11
La question 6. est indépendante des questions 2. ,3., 4., 5.. On désigne par S le C-espace vectoriel des suites (xn)n∈N

de nombres complexes.
Pour x= (xn)n∈N ∈ S, on pose

m(x) = sup
{

n
√

|un| ; n ∈N

}

.

On note : E = {x ∈ S ; m(x) <+∞}.
1. a) Prouver que E est un sous-C-espace vectoriel de S. Pour x, y ∈ E, on pose d(x, y) = m(x− y). Vérifier que d

est une distance sur E.
Montrer que, pour x, y, z ∈E, on a d(x+ z, y+ z) = d(x, y).

b) L’application x 7−→m(x) est-elle une norme sur E ?
Dans toute la suite du problème, on munit E de la distance d.

2. Soit F la partie de E constituée des suites x= (xn)n∈N pour lesquelles le nombre des termes non nuls est fini. Soit
x= (xn)n∈Nun élément de E. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) x ∈ F .

ii) n
√

|un| → 0 si n→+∞.

En déduire que F est un sous-C-espace vectoriel de E.

3. a) Soient a ∈ E, et φa : R→ E l’application définie par

φa(t) = ta, t ∈ R.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) a ∈ F .

ii) φa est continue.
(En utilisant 1.. on pourra remarquer que l’application φa est continue si, et seulement si, elle est continue
au point 0)

b) En quoi le résultat de 3., a) permet-il de vérifier la réponse donnée à la question 1., b) ?

c) Déduire de 3., a) que F est connexe par aros.

4. Soient X un espace nétrique non vide, D une distance définissant la topologie de X , et a un point de X .
Pour ǫ ∈ R⋆

+, on note Xǫ 1 ’ensemble des point b de X pour lesquels il existe un entier k > 2 (k dépendant de ǫ et
de b) et des points a1, a2, . . . , ak de X vérifiant

a1 = a, ak = b, D(ai, ai+1) 6 ǫ pour 1 6 i6 k− 1.

Soit ǫ ∈ R⋆
+. Montrer que Xǫ est à la fois ouvert et fermé dans X .

En déduire que, si X est connexe, X =Xǫ

5. a) Soient a et b des points distincts de E. On suppose que, pour tout ǫ ∈ R⋆
+, il existe un entierk > 2 (dépendant

de ǫ) et des points a1, . . . , ak de E tels que

a1 = a, ak = b, d(ai, ai+1) 6 ǫ pour 1 6 i6 k− 1.

Prouver que a− b ∈ F .

b) Soit x ∈ E. Déduire que 3., c), 4., et 5., a), que la composante connexe de a dans E est

x+F =
{
x+ y ; y ∈ F

}
.

6. L’espace métrique E est-il complet ?

Retour page 1
86



87

✰ Problème 12 Problème 12
On note S l’espace vectoriel des suites de nombres réels indexées par N. Pour a ∈ S, le terme d’indice n de a est noté
an de sorte que a= (an)n∈N.
Lorsque 1’on considère une suite d’éléments de S, l’indice sera noté, pour éviter des confusions, en position supérieure.
Par exemple, une telle suite est notée (ap)p∈N et, pour tout p ∈ N, ap est une suite (ap

n)n∈N de nombres réels.
Si a= (an)n∈N un élément de S, on définit un élément (sn(a))n∈N de S par

sn(a) =
n∑

p=0

ap

pour tout n ∈ N.
On a ainsi a0 = s0(a), an = sn(a)− sn−1(a), n ∈ N⋆.
On désigne par E le sous-espace vectoriel de S constitué des suites pour lesquelles la suite (sn(a))n∈N est convergente

(en d’autres ternes, a ∈ E si, et seulement si, la série
∞∑

p=0

ap est convergente).

Dans tout le problème, E est muni de la norme

a 7−→ θ(a) = sup







∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

p=0

ap

∣
∣
∣
∣
∣
∣

; n ∈N






.

On note D sous-espace vectoriel de S constitué des suites x = (xn)n∈N pour lesquelles la série
∞∑

k=0

|xk − xk+1| est

convergente.
Dans tout le problème, D est muni de la norme

x 7−→ ν(x) = sup

{

|xn|+
n−1∑

k=0

|xk − xk−1| ;

}

.

La partie III est indépendante de la partie II. Á L’exception des notations, et de la question III, 3., elle est aussi
indépendante de la partie I.

PARTIE I

Le but de cotte partie est de prouver que le dual topologique de E s’identifie à l’espace normé D.
Pour p ∈N, on note ep = (ep

n)n∈N l’élément de S défini par

ep
p = 1, ep

n = 0 si n , p.

1. Soit x= (xn)n∈Nun élément de D.

a) anchor text Quelle est la propriété de R qui permet d’affirmer que la série
∞∑

k=0

est convergente ?

b) En remarquant que, pour n ∈ N, on a
n∑

k=0

(xk−xx+1) = x0−xn+1, montrer a que la suite (xn)n∈N est convergente.

On pose ℓ(x) = lim
n→xn

. On définit ainsi une forme linéaire

ℓ :D→ R, x 7−→ ℓ(x).

c) vérifier que la suite (|xn|+
n−1∑

k=0

|xk − xk+1|)n∈N⋆ est croissante. En déduire que

ν(x) = |ℓ(x)|+
∞∑

k=0

|xk − xk+1| .
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2. a) Soient a= (an)n∈N un élément de E, et x= (xn)n∈N un élément de D.
Pour p ∈ N⋆, q ∈N on a :

p+q
∑

n=p

anxn =
p+q
∑

n=p

xn(sn(a)− sn−1(a))

= xp+qsp+q − xpsp−1(a) +
p+q−1
∑

n=p

(xn− xn+1)sn(a).

Donc ∣
∣
∣
∣
∣

p+q
∑

n=p

anxn

∣
∣
∣
∣
∣
6 |xp+qsp+q − xpsp−1(a)|+

p+q−1
∑

n=p

|xn− xn+1|θ(a).

En utilisant I, 1. , a), en déduire que la série
∞∑

n=0

anxn

est convergente.

b) Soit x= (xn)n∈N un élément de D. On définit une forme linéaire φx sur E, en posant, pour a= (an)n∈N élément
de E :

φx(a) =
∞∑

n=0

anxn.

Pour n ∈ N⋆, on a
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=0

akxn

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

n−1∑

k=0

(xk − xk+1)sk(a) + xnsn(a)

∣
∣
∣
∣
∣
6 θ(a)

[

|xn|+
n−1∑

k=0

|xk − xk+1|
]

.

En déduire que φx est une forme linéaire continue sur E, et que la norme ‖φx| vérifie ‖φx|6 ν(x).

3. Soit x= (xn)n∈N un élément de D. Soit q ∈ N⋆. On définit une suite α= (αn)n∈N de la manière suivante :

• pour 0 6 n q− 1, αn est un élément de {−1 ; +1} tel que αn(xn− xn+1) = |xn− xn+1|.
• αq est un élément de {−1 ; +1} tel que αqxq = |xq |.
• αn = αq pour n < q.

on pose β0 = α0, βn = αn−αn−1 pour n ∈N⋆, β = (βn)n∈N. On a donc sn(β) = αn pour n ∈ N. Vérifier que β ∈ E.
Calculer φx(β) et θ(β). En déduire que ‖φx‖= ν(x).

4. Soit E′ e dual topologique de E. D’après la question précédente, l’application φx est une isométrie linéaire. On se
propose de prouver que φ est surjective, ce qui montrera que E′ s’identifie à l’espace normé D. Soit u ∈ E′, on pose
u(en) = xn. Soit x= (xn)n∈N.

a) Pourquoi la suite x est-elle bornée ?

b) Soit a= (an)n∈Nun élément de E. Vérifier que θ

(

a−
n∑

k=0

ake
k

)

→ 0 si n→+∞. En déduire que la série

+∞∑

n=0

anxn

est convergente, de somme u(a.

c) On construit α et β à partir de x comme x en 3.. Calculer u(β), et en déduire que x ∈D. Conclure.

5. Pourquoi D est-i1 un espace de Banach ?

PARTIE II
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1. a) Soit a= (an)n∈N un élément de E. Compte-tenu de I, 2., on définit une forme linéaire ψa sur D en posant, pour

x= (xn)n∈N, ψa(x) =
+∞∑

n=0

anxn.

Montrer que ψa est un élément du dual topologique D′ de D, et que la norme ‖ψA‖ de ψa vérifie ‖ψa‖6 θ(a).

b) Pour n ∈N, calculer ψa(ep). En déduire que ‖ψa‖= θ(a).

2. D’après la question précédente, l’application

ψ :E→D′, a 7−→ ψa

est une isométrie linéaire.

a) Soit ℓ la forme linéaire sur D définie en I, 1.. Montrer que ℓ ∈D′, et que ‖ℓ‖= 1.

b) Soient a ∈ E, et n ∈ N. Déterminer ψa(en) et ℓ(en). En déduire que ψ n’est pas surjective.

3.

PARTIE III

1. Prouver que E est un espace de Banach.
Soient X un espace métrique complet et A une partie de X . On rappelle que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

i) A est une partie compacte de X .

ii) Pour tout ǫ ∈ N⋆
+, on peut recouvrir A par un nombre fini de boules de rayon ǫ.

2. Soit A une partie bornée de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est une partie compacte de E.

ii) Aest une partie bornée de E et, pour tout ǫ ∈R⋆
+, il existe n ∈ N tel que

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

k=n

ak

∣
∣
∣
∣
∣
6 ǫ dès que a ∈ E et n>N .

3. Pour n ∈ N, on définit une forme linéaire µn sur E, en posant, pour a= (an)n∈N élément de E ; µn(a) = an.
Comparer µn et φen . En déduire que

‖µ0‖= 1, ‖µn‖= 2 si n ∈ N⋆.

4. On définit une relation d’ordre, notée 4, sur E en convenant que a4 b si, et seulement si, an 6 bn pour tout n ∈ N.
Pour a ∈ E, on pose

]← ; a] = {x ∈ E ; x4 a} , [a ;→[ = {x ∈ E ; a4 x} .
Si a, b ∈ E vérifient a4 b, on note [a ; b] = ]← ; b]∩ [a ;→[.

a) Soient a ∈ E. Vérifier que ]← ; a] et [a ;→[ sont des parties fermées de E.

b) Soient a, b ∈E tels que a4 b. Soient n ∈ N, c ∈ [a ; b] . Vérifier que

θ(c) 6 θ(a) + θ(b) ;

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

p=n

cp

∣
∣
∣
∣
∣
6

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

p=n

ap

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

p=n

bp

∣
∣
∣
∣
∣
.

En utilisant III, 2., en déduire que [a ; b] est une partie compacte de E. Que peut-on dire de l’intérieur de [a ; b] ?

5. Soient a ∈ E et a= (ap)p∈N une suite d’éléments de E vérifiant

ap
4 ap+1

4,

pour tout p ∈ N.
Montrer que la suite (ap)p∈N converge dans E.

6. Soient a, , b ∈ E tels que a4 b, et (cp)p∈N une suite d’éléments de [a ; b]. On suppose que, pour tout n ∈N, la suite
(cp

n)n∈N converge dans R. Montrer que la suite (cp)p∈N converge dans E.

7. Donner un exemple de suite (cp)p∈N d’éléments de E vérifiant Les conditions suivantes :

i) Pour tout n ∈ N, la suite réelle (cp
n)p∈N est convergente.

ii) On ne peut extraire de la suite (cp)p∈N aucune sous-suite extraite converngte dans E.
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Chapitre X

Exercices supplémentaires
ÅEx. 39. ./exossup/exo-19/texte.tex

Montrer que les formes linéaires φ :E→R suivantes, ne sont pas continues :

1. E = C ([0 ; 1] , R), ‖f‖1 =

1∫

0

|f(t)| dt, φ(f) = f(x0).

2. E = D([0 ; 1] , R) espace vectoriel des applications continûment dérivables, ‖f‖∞ = sup{|f(x)| ; x ∈ [0 ; 1]},
φ(f) = f ′(x0).

ÅEx. 40. ./exossup/exo-20/texte.tex

Soit E un espace vectoriel normé qui n’est pas de dimension finie.
Montrer qu’il existe une suite (xn)n∈N d’éléments linéairement indépendants de limite 0.
Si G désigne un supplémentaire de

⊕

n∈N

Kxn, montrer qu’i1 existe une application linéaire f nulle sur G, et vérifiant

f(xn) = 1 pour tout n ∈ N.
En déduire qu’il existe une forme linéaire sur E non continue.

ÅEx. 41. ./exossup/exo-30/texte.tex

Soit G un sous-groupe de (R, +). Montrer que G est partout dense ou qu’il existe a ∈R+ unique tel que G= aZ.
Caractériser de manière analogue les sous-groupes de (R⋆, ×), (U, ×), (C⋆, ×).

ÅEx. 42. ./exossup/exo-31/texte.tex

Soit E un espace vectoriel normé.

1. Montrer que pour tout point x0, non nul de E, il existe une forme linéaire continue sur E telle que f(x0) = ‖x0‖ et
‖f‖= 1.

2. Soit F un autre espace vectoriel normé. Déduire de 1 que si x0 ∈ E\{0}, et si (yn)n∈N est une suite de F , alors il
existe une suite (un)n∈N ∈L (E, F ) vérifiant : un(x0) = yn, et ‖un− um‖= ‖yn− ym‖.

3. En déduire que F est complet si, et seulement si, L (E, F ) est complet.

ÅEx. 43. ./exossup/exo-32/texte.tex

1. Soit A une partie d’un espace vectoriel E. Montrer que

C(A) =

{

x ∈ E ; x=
k∑

i=1

λiai, k ∈ N⋆, ai ∈A, λi ∈ R+,

k∑

i=1

λi = 1

}

est le plus petit convexe contenant A. C(A) est appelée enveloppe convexe de A.

2. On suppose E normé montrer que si A est fermé dans E, alors A est convexe si, et seulement si, Avérifie la propriété
suivante :

a, b ∈A⇒ a+ b

2
∈A.

3. On suppose que E = Rn, montrer alors que si A⊂ E, on a :

C(A) =

{

x ∈ E ; x=
n+1∑

i=1

λiai, k ∈N⋆, ai ∈A, λi ∈ R+,

n+1∑

i=1

λi = 1

}

.

Indication-. Prendre k minimum tel que x =
k∑

i=1

λiai, si k > n+ 1, alors Il existe αi non tous nuls tels que

k∑

i=2

αi(ai− x) = 0. Étudier alors
k∑

i=1

(λi + tαi)ai où t vérifie : |t|= inf
{∣
∣
∣
∣

λi

αi

∣
∣
∣
∣

; αi , 0
}

.
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4. Montrer que 1’ enveloppe convexe d’un compact de Rn est compacte.

5. Soit A un compact de Rn. Montrer que l’inéquation (a|z)> 0, pour tout a ∈A a une solution si, et seulement si, 0
n’est pas dans l’enveloppe convexe de A.

ÅEx. 44. Examen P. Tauvel ./exossup/exo-50/texte.tex

1. a) Soit x ∈ R⋆
+. Établir :

x− 1
6
x3

6 sinx6 x.

b) Soient a ∈ R⋆
+, et n ∈ N⋆ tels que a2 < 6(n+ 1)2. Déduire de la question précédente :

[

1− a2

6(n+ 1)2

]n

6

n∏

k=1

[
n(n+ 1)
ka

sin
ka

n(n+ 1)

]

6 1,

puis :

lim
n→+∞

n∏

k=1

[
n(n+ 1)
ka

sin
ka

n(n+ 1)

]

= 1.

Dans la suite de l’exercice, on note C l’ensemble des fonctions définies et continues sur l’intervalle [0 ; 1] de R,
et à valeurs dans le corps Cdes nombres complexes.
Pour n ∈ N⋆, on note ∆n = [0 ; 1]× ·· · × [0 ; 1] = [0 ; 1]n, et pour f ∈ C , on pose

un(f) =
∫ ∫

. . .

∫

∆n

f

[
2

n(n+ 1)
(x1 + 2x2 + · · ·+nxn)

]

dx1 . . . dxn.

2. a) Soit f ∈ C . Pourquoi la suite (un(f))n∈N⋆ est-elle bien définie ?

b) Pour a ∈ R, soit fa ∈ C définie par fa(t) = e
iat, t ∈ [0 ; 1]. Déterminer, quand n tend vers +∞, la limite de la

suite (un(fa))n∈N⋆ .

c) Déduire de 2°, b), la limite de la suite (un(f)),∈N⋆ pour f ∈ C .

d) Soit α un nombre réel tel que α ∈ [0 ; 2]. Pour f ∈ C , n ∈ N⋆, on pose :

vn(f) =
∫ ∫

. . .

∫

∆n

f

[
α

n(n+ 1)
(x1 + 2x2 + · · ·+nxn)

]

dx1 . . . dxn.

Déduire. sans calcul, de la question 2, c), la limite de la suite (vn(f))n∈N⋆ .

ÅEx. 45. ./exossup/exo-55/texte.tex

Soit X un espace topologique et A un sous-ensemble de X .

1. Montrer que l’on peut écrire X sous la forme d’une réunion disjointe :

X = Å∪Fr(A)∪ c̊A.

2. Soit γ une application continue de [0 ; 1] dans X . Justifier que Γ = γ([0 ; 1]) est connexe.

3. Montrer que si γ(0) ∈A, et γ(1) ∈cA alors Γ∩Fr(A) ,∅.

ÅEx. 46. ./exossup/exo-60/texte.tex

Soit E un espace métrique compact.

1. Montrer que l’ensemble des applications f :E→E telles que

d(f(x), f(y)) = d(x, y), pour tout x, y ∈ E

forme un groupe.

2. Á l’aide d’un exemple, montrer que ce groupe n’est pas en général commutatif.
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ÅEx. 47. ./exossup/exo-61/texte.tex

Soit (E, d) un espace métrique compact.

Isométrie d’un espace métrique

On considère une application f : E → E. On dit que f est une isométrie de E dans E si, pour tout couple
(x, y) ∈ E×E :

d(f(x), f(y)) = d(x, y).

Soit f une isométrie de E.

1. Soit x ∈ E. On considère la suite (xn)n∈E définie par x0 = x, xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ /GN .
On pose α= d(x, f(E)).

a) Montrer que pour tout n ∈ N et tout p ∈ N⋆ :

d(xn, xn+p) > α.

b) Montrer que α= 0 et montrer que x ∈ f(E).

2. Montrer que f : E→ E est une isométrie bijective.

3. Lorsque E n’est pas compact, donner un exemple d’isométrie non surjective.

4. Démontrer que l’ensemble G des isométries de E est un groupe pour la composition des applications.

5. Montrer à l’aide d’un exemple que ce groupe n’est pas forcement commutatif.

6. On munit alors G de la distance de la convergence uniforme :

δ(f, g) = max
x∈E
{d(f(x), g(x))} .

a) Vérifier que les applications (f, g) 7−→ f ◦ g et f 7−→ f−1 sont continues de G×G dans G et de G dans G.

b) Soit A une partie dénombrable dense de (E, d).
Soit (fn)n∈N une suite de (G, δ) qui converge simplement en tout point de A. Montrer que la suite (fn)n∈N

converge uniformément vers un élément f ∈G.

c) En déduire que le groupe (G, δ) est compact. (On pourra utiliser que EA est compact).

ÅEx. 48. RMS 1977-1978, n°17660 pages 331 et 332. ./exossup/exo-80/texte.tex

Soit f [0 ; 1]→ [0 ; 1], étudier l’existence d’un point fixe dans les hypothèses :

1. f est croissante,

2. f est décroissante,

3. f est continue.

ÅEx. 49. D’après RMS 1974-1975, n°17228 pages 363 et 364. ./exossup/exo-81/texte.tex

Soit α ∈ R.
On considère les deux ensembles :

Eα =

{

(un)n∈N⋆ , ∀n, ∈ Nun ∈R⋆,

+∞∑

n=1

nα |un| converge

}

et Fα =

{

(un)n∈N⋆ , ∀n ∈ N⋆, un ∈Q,

+∞∑

n=1

nα |un| converge

}

.

1. Déterminer la structure de Eα.

2. Comparer Eα et Eβ pour α , β.

3. Montrer que l’application Nα :Eα→ R, u= (un)n∈N 7−→Nα(u) =
+∞∑

n=1

nα |un| est une norme sur Eα.

4. Montrer que pour cette topologie Eα = Fα.
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ÅEx. 50. ./exossup/exo-100/texte.tex

Soit e un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E.

1. Déterminer F̊ .

2. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

3. Déterminer F lorsque E est de dimension finie.

4. F est-il compact ?

5. Donner un exemple de sous-espace vectoriel propre et dense dans C ([0 ; 1] , R) des fonctions continues de [0 ; 1] dans
R, muni de la norme de la convergence uniforme.

ÅEx. 51. ./exossup/exo-140/texte.tex

Soient X et Y deux espaces métriques. Soit f une application continue de M vers Y , où M sous-espace de X .
Montrer que si f est uniformément continue sur M et, si Y est un espace métrique complet, alors il existe une unique
application g uniformément sur M vers Y prolongeant f .

ÅEx. 52. Sonntag exercice 2.7 page 242 ./exossup/exo-180/texte.tex

Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit U une partie ouverte de E telle que U , ∅, U ,E.
On note F le complémentaire de U dans E.
Pour tout u, v dans U , on pose :

δ(u, v) = d(u, v) +

∣
∣
∣
∣

1
d(u, F )

− 1
d(v, F )

∣
∣
∣
∣
.

1. Montrer que δ est une distance sur U .

2. Soit (un) une suite d’éléments de U . Démontrer que (un) est convergente dans l’espace (U, δ) si, et seulement si,
(un) est convergente dans le sous-espace métrique (U, dU×U ).

3. Démontrer sur un exemple, avec E = R, que les distances δ et dU×U ne sont pas en général équivalentes.

4. Démontrer que l’espace métrique (U, δ) est complet.

ÅEx. 53. ./exossup/exo-150/texte.tex

Soit E un espace vectoriel réel.

Ensemble convexe

Une partie C de E est dite convexe si, pour tout x ∈ C et tout y ∈C, le segment [x ; y] est contenu dans C.

1. Montrer que si (Ci)i∈I est convexe, alors
⋂

i∈I

Ci est convexe.

2. Soit A une partie de E.

Enveloppe convexe

On désigne par conv(A) l’intersection de tous les convexes contenant A.
conv(A) s’appelle l’enveloppe convexe de A.

Montrer que conv(A) est le plus petit convexe contenant A.

3. Démontrer que x ∈ conv(A), si, et seulement si, il existe k ∈ N⋆, α1 > 0, . . . , αk > 0, a1 ∈A, . . . , ak ∈A tels que :

k∑

i=1

αi = 1 et x=
k∑

i=1

αiai.

[ Cela signifie que conv(A) est l’ensemble des barycentres des points de A.
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ÅEx. 54. ./exossup/exo-151/texte.tex

Soit E un espace vectoriel normé. A est un fermé de E.
Montrer que A est convexe, si, et seulement si,

∀(x, y) ∈A×A, x+ y

2
∈A.

Est-ce encore vrai lorsque A n’est pas fermé ?

ÅEx. 55. ./exossup/exo-152/texte.tex

L’enveloppe convexe d’un fermé de Rn est-elle fermée ?

ÅEx. 56. ./exossup/exo-153/texte.tex

Théorème de Carathéodory

Soit A⊂ Rn, montrer que x ∈ conv(A) si, et seulement si, il existe α1 > 0, . . . , αn+1 > 0, a1 ∈A, . . . , an+1 ∈A
tels que :

n+1∑

i=1

αi = 1 et x=
n+1∑

i=1

αiai.

ÅEx. 57. ./exossup/exo-154/texte.tex

1. Démontrer que l’enveloppe convexe d’un compact de Rn est compacte.
2. Montrer que si A est borné dans Rn, alors conv(A) = conv(A).

ÅEx. 58. Distance de Hamming ./exossup/exo-155/texte.tex

On considère la fonction

dH : Rn×Rn −→ R

((x1, . . . , xn), (y1, . . . ,yn)) 7−→ nombre d’indice i tels que xi , yi

1. Montrer que dH définit une distance sur Rn.
2. Pour r ∈ ]0 ; +∞[, décrire et représenter graphiquement la boule ouverte dans (R2, dH) de centre (0 ; 0) et de rayon
r.

On considère maintenant dans Rn la distance d1, d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi− yi|, et la distance discrète ddisc, ddisc(x, y) = 0

si x= y et ddisc(x, y) = 1 si x , y.
3. Parmi les distances d1, dh et ddisc, lesquelles sont équivalentes ? et topologiquement équivalentes ?
4. Soit C = {0, 1}n l’ensemble des n-uplets à coordonnées valant 0 ou 1.

Considérons les sous-espaces métriques (C, d1), (C, dH) et (C, ddisc). Parmi les distances d1, dh et ddisc lesquelles
sont équivalentes sur C ? et topologiquement équivalentes ?

ÅEx. 59. ./exossup/exo-130/texte.tex

Soit H l’espace de Hilbert ℓ2K(N⋆) (K = R ou C), constitué des suites (xn)n∈N⋆ de carré sommable.
On considère F le sous-espace vectoriel de H défini par :

F =

{

x= (xn)n∈N⋆ ∈H ; x7 = 0 et
+∞∑

n=1

xn

2n
= 0

}

.

1. Montrer que F est un sous-espace fermé de H .
2. Déterminer F⊥.

ÅEx. 60. ./exossup/exo-200/texte.tex

Montrer que dans espace métrique, tout ensemble fermé est réunion dénombrable d’ouverts, et tout ouvert est réunion
dénombrable d’ensembles fermés.

ÅEx. 61. ./exossup/exo-201/texte.tex

Soit (E, ‖ ‖) un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que toutes les normes sur E sont équivalentes.
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Chapitre XI

Problèmes supplémentaires
✰ Problème 13 Problème 13

Partie I

Si (X, d) est un espace métrique, on désigne par U(X, d) l’espace des fonctions réelles uniformément continues sur X .

1. Soit (X̂, d̂) le complété de (X, d).

Montrer que si f ∈ U(X, d), alors il existe F̂ ∈ (X̂, d̂) telle que f̂ |X = f .

2. On suppose que toute fonction réelle continue sur X est uniformément continue.

a) Montrer qu’alors X est complet.
(Indication : si (xn) ∈ X est une suite qui converge vers x ∈ X̂\X alors il existe f continue sur X telle que
f(xn) = n).

b) Soit D l’ensemble des points isolés de X . Montrer que X\D est compact.
On pourra montrer que si une suite (xn) de X\D n’a pas de valeurs d’adhérence dans X\D, alors il existe une
suite (rn), rn > 0 telle que lim

n→+∞
rn = 0 et B(xn, rn)∩B(xm, rm) = ∅ si n ,m.

En choisissant ensuite yn ∈ B(xn, rn), xn , yn, on construira une fonction continue sur X telle que f(xn) = 0
et f(yn) = 1.

Partie II

Soit X un espace métrique et E un espace normé. on désigne par CB(X, E) l’espace normé des fonctions continues
bornées de X dans E. Soit H une partie bornée de CB(X, E).

1. Pour x ∈ X , soit ex : H → E l’application telle que ex(f) = f(x).. Montrer que ex est une application continue
bornée.

2. Montrer que H est équicontinue en a ∈ X si, et seulement si, l’application x 7−→ ex de X dans CB(H, E) est
continue en a.
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✰ Problème 14 Problème 14, ENSI Option M, Première épreuve 1982.

I

(E,‖ ‖) désigne un C-espace vectoriel normé ; on note BO (x,r) [resp. BF (x,r)] la boule ouverte (resp. fermée) de
centre x et de rayon r.

1. Soit f une forme linéaire sur E. Montrer que f est continue si et seulement s’il existe A > 0 tel que, pour tout
x ∈ E, on a |f (x)|6A‖x‖ .

2. L0 (E,C) est l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur E.
Soit f ∈ L0 (E,C) .

a ) Montrer que ‖f‖∗ = sup{|f (x)| ; x ∈ BF (0,1)} existe et définit une norme sur L0 (E,C) .

b ) Montrer que, pour tout x ∈ E, |f (x)|6 ‖f‖∗ ‖x‖. En déduire que

‖f‖∗ = inf {A> 0; ∀x ∈ E, |f (x)|6A‖x‖} .

II

ω est le C-espace vectoriel des suites complexes X = (xn)n∈N
; Φ le sous-espace vectoriel de ω des suites nulles à partir

d’un certain rang et C0 le sous-espace vectoriel de ω des suites qui convergent vers 0.
Pour tout entier naturel n, on note en l’élément de ω ayant tous ses termes nuls sauf celui d’indice n qui vaut 1
(en = (0, . . . ,0,1,0, . . .)).
On rappelle qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy converge.
Les familles de nombres qui dépendent de deux indices seront notées avec un indice inférieur et un indice supérieur,
aucune ambiguïté n’étant possible avec un exposant.

1. Montrer que ‖X‖ = sup
n∈N

|xn| est une norme sur C0 et que (C0,‖ ‖) est complet. (On notera (Xp)p∈N
une suite de

Cauchy d’éléments de C0 avec Xp = (xp
n)n∈N

et on montrera que cette suite converge vers un élément X = (xn)n∈N

dans l’espace normé (C0,‖ ‖).)

2. Montrer que si X = (xn)n ∈ C0, la suite (Xp)p∈N
de C0 définie par Xp =

p
∑

n=0

xnen converge dans (C0,‖ ‖) vers X .

En déduire que Φ est dense dans C0.

3. Soit U une forme linéaire continue sur C0 ; on pose, pour tout n ∈ N, U (en) = un et on note, conformément à I,
‖U‖∗ = sup{|U (X)| ; ‖X‖6 1} .

a) Montrer que, pour tout X = (xn)n ∈C0, on a U (X) =
∞∑

n=0

unxn.

b) Montrer que, pour tout N ∈N, il existe X = (xn)n ∈Φ avec ‖X‖6 1 tel que :

|U (X)|=
N∑

n=0

|un| .

En déduire que
∞∑

n=0

|un|6 ‖U‖∗ .

c) Montrer que, pour tout X = (xn)n ∈C0, on a |U (X)|6
( ∞∑

n=0

|un|
)

· ‖X‖ .

En déduire que ‖U‖∗ =
∞∑

n=0

|un| .

4. Réciproquement, soit U = (un)n ∈ ω tel que
∞∑

n=0

|un| converge.

a) Montrer que, pour tout X = (xn)n ∈C0, la série
∞∑

n=0

unxn est absolument convergente et que
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∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

n=0

unxn

∣
∣
∣
∣
∣
6 ‖X‖

[ ∞∑

n=0

|un|
]

On note alors U (X) =
∞∑

n=0

unxn.

b) En déduire que l’application X→ U (X) est une forme linéaire continue sur C0.

On pourra donc identifier toute forme linéaire continue U sur C0 avec la suite (un)n∈N
définie par un = U (en) pour

tout n ∈ N.
On désignera indistinctement par U la forme linéaire continue sur C0 et la suite (un)n .

5. Soit (Up)p∈N
une suite de formes linéaires continues sur C0 [Up = (up

n)n∈N
] telles que :

i. ∃M > 0 tel que, pour tout p ∈ N, ‖Up‖∗ 6M ;

ii. ∀X ∈Φ, lim
p→∞

Up (X) = 0.

Montrer que : ∀X ∈ C0, lim
p→∞

Up (X) = 0.

III

Soit (up
n)(p,n)∈N2 une suite double de nombres complexes telle que :

(α) il existe M > 0 tel que, pour tout p ∈ N,
∞∑

n=0

|up
n|6M.

1. Montrer que, si la suite S = (sn)n∈N
∈ ω est bornée, alors pour tout p ∈ N, la série

∞∑

n=0

up
nsn est absolument

convergente.

On pourra donc associer à chaque suite bornée S = (sn)n∈N
la suite T = (tp)p∈N

définie par :

tp =
∞∑

n=0

up
nsn.

Cette notation sera conservée dans les questions suivantes.

2. On suppose dans cette question que la condition suivante est réalisée :

(β) pour tout n ∈N, lim
p→∞

up
n = 0.

a) Montrer que si S = (sn)n∈N
∈ C0 alors T = (tp)p∈N

∈ C0.

[On utilisera les résultats du II, en considérant les formes linéaires continues sur C0 définies par Up = (up
n)n∈N

.]

b) Montrer que, si, avec (α) et (β), la condition suivante est satisfaite :

(γ) lim
p→∞

∞∑

n=0

up
n = 1

alors, si la suite S = (sn)n∈N
converge vers s, la suite T = (tp)p∈N

converge vers s.

3. Applications :

a) Soit (an)n une suite réelle ; on note, pour n ∈ N, sn =
n∑

k=0

ak et tn =
1

n+ 1

n∑

k=0

sk.

On rappelle que la série
∞∑

k=0

ak converge vers s si lim
n→∞

sn = s.

On dira que la série
∞∑

k=0

ak est C-convergente vers t si lim
n→∞

tn = t.
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α. Étudier la convergence et la C-convergence des séries
∞∑

n=0

cosnθ et
∞∑

n=0

sinnθ pour les différentes valeurs de

θ ∈ ]0,2π[ .

β. Même question pour la série
∞∑

n=0

(−1)n (n+ 1) .

γ. À l’aide du 2◦, montrer que si la série
∞∑

n=0

an converge vers s, alors elle est C-convergente vers s.

b) Soit (an)n une suite réelle ; on considère la série entière réelle
∞∑

n=0

anx
n et on note t(x) =

∞∑

n=0

anx
n sa somme

lorsqu’elle existe, R étant son rayon de convergence et sn =
n∑

k=0

ak.

On dira que la série
∞∑

n=0

an est A-convergente vers t si R> 1 et si lim
x→1x<1

t(x) = t.

α. Étudier la A-convergence des séries
∞∑

n=0

cosnθ et
∞∑

n=0

sinnθ pour θ ∈ ]0,2π[ .

β. Même question pour la série
∞∑

n=0

(−1)n (n+ 1) .

γ. Montrer que, si R> 1, alors pour |x|< 1 la série
∞∑

n=0

(1− x)xnsn est convergente et a pour somme t(x) .

δ. Soit (xp)p une suite réelle de [0,1[ telle que lim
p→∞

xp = 1. À l’aide du 2◦, en considérant la suite double (up
n)(p,n)

définie par up
n = (1− xp)xn

p , montrer que si la série
∞∑

n=0

an converge vers s, alors elle est A-convergente vers

s.

ε. On considère la suite (an)n suivante :

∀k ∈ N a2k = 0 et a2k+1 =
(−1)k

2k+ 1
.

Montrer que la série
∞∑

n=0

an converge. En déduire, en utilisant la question précédente, que
∞∑

k=0

(−1)k

2k+ 1
=
π

4
.

4. On suppose dans cette question que la suite double (up
n)(p,n) satisfait aux conditions :

— (α) ∃M > 0 tel que, pour tout p ∈ N,
∞∑

n=0

|up
n|6M

— (β) ∀n ∈N, lim
p→∞

up
n = δn

— (γ) lim
p→∞

∞∑

n=0

up
n = δ.

a) Montrer que la série
∞∑

n=0

δn est absolument convergente.

b) Montrer, à l’aide du 2◦, que si (sn)n converge vers s, alors (tp)p converge vers

t= δs− s
( ∞∑

n=0

δn

)

+
∞∑

n=0

δnsn.

IV
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Soit (E,‖ ‖) un C-espace vectoriel normé complet.

Pour toute partie A de E, on notera Ā l’adhérence de A et
◦
A l’intérieur de A.

1. On considère (On)n∈N∗ une suite d’ouverts de E tels que On = E (On est dense dans E). On pose :

A=
⋂

n∈N∗

On.

a) Montrer que, pour tout ouvert non vide O de E, on peut construire une suite (Xp)p∈N∗ d’éléments de E et une
suite réelle (rp)p∈N∗ telles que :

i. BF (X1,r1)⊂O1 ∩O
ii. si p> 2, BF (Xp,rp)⊂Op∩ BO (Xp−1,rp−1)

iii. si p ∈N∗, 0< rp <
1
p
.

b) Montrer que la suite (Xp)p∈N∗ ainsi construite est une suite de Cauchy. En déduire que A est dense dans E.

2. Soit (Up)p∈N∗ une suite de formes linéaires continues sur E telles que, pour tout X ∈ E, la suite (Up (X))p∈N∗ est
convergente dans C. On note U (X) = lim

p→∞
Up (X) .

On pose M (X) = sup
p∈N∗

|Up (X)| et, si n ∈N∗, Vn = {X ∈ E / M (X)> n} .

a) Montrer que U est une forme linéaire sur E.

b) Montrer que Vn est ouvert et que
⋂

n∈N∗

Vn = ∅.

c) Montrer qu’il existe N ∈N∗, X0 ∈ E, r > 0 tels que BF (X0,r)∩VN = ∅. En déduire qu’il existe M > 0 tel que,
pour tout p ∈ N∗, ‖Up‖∗ 6M et que U est continue.

V

1. Soit (an)n∈N
une suite réelle telle que :

i. a0 > 0

ii. an > 0 pour n> 1

iii. la série
∞∑

n=0

an est divergente.

a) Montrer que, si An =
n∑

k=0

ak, la série
∞∑

n=0

an

An
est divergente.

b) Soit (un)n∈N
∈ ω telle que, pour toute suite S = (sn)n∈N

∈ C0, la série
+∞∑

n=0

unsn converge.

Montrer, en utilisant la question précédente, que la série
∞∑

n=0

un est absolument convergente.

2. Soit (up
n)(p,n) une suite double de complexes telle que, pour toute suite S = (sn)n ∈ ω convergente, on a :

i. ∀p ∈ N, la série
∞∑

n=0

up
nsn converge

ii. lim
p→∞

∞∑

n=0

up
nsn existe.

Montrer que (up
n)(p,n) satisfait aux conditions (α), (β), (γ) de III.4◦.

[On montrera d’abord (β), puis (γ), puis (α) en utilisant IV.]
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3. Déduire des résultats précédents que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(C1) pour toute série
∞∑

n=0

yn convergente, la série
∞∑

n=0

xnyn converge

(C2)
∞∑

n=0

|xn− xn+1| converge.

Pour cela, on posera

sn =
n∑

k=0

yk et







up
n = (xn− xn+1) si 0 6 n6 p− 1
up

p = xp

up
n = 0 si n > p

et on utilisera la question 2◦.
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✰ Problème 15 Problème 15, ENSAE MP, 2003.
Dans tout le problème, le corps des scalaires ets R et les espaces vectoriels sont de dimension finie. Si X et Y sont
deux espaces vectoriels normés, on note L(X,Y ) l’espace des applications linéaires de X dans Y et on note |||f ||| la
norme subordonnée (ou norme opérateur ou norme triple) usuelle de toute application continue f ∈ L(X,Y ). On note
E∗ = L(E,R) muni de la norme duale, c’est-à-dire de la norme subordonnée comme précédemment, où R est muni de
la valeur absolue.
Si X et Y sont deux espaces vectoriels, GL(X,Y ) désigne comme d’habitude l’ensemble des isomorphismes de X sur
Y .
On rappelle qu’une isométrie entre deux espaces vectoriels normés (X,‖·‖X ) et (Y,‖·‖Y ) est une application linéaire f
de X dans Y qui conserve la norme : pour tout x ∈X , ‖f(x)‖Y = ‖x‖X . On dit que deux espaces vectoriels normés
de dimension finie sont isométriques s’il existe une isométrie de l’un sur l’autre.
Soit β une base d’un espace vectoriel E de dimension n>1 ; on notera det

β
(x1, . . .,xn) le déterminant dans la base β de

x1, . . ., xn ∈E.

Partie I. Espaces lpN et leur dual.

Dans cette partie, p et q sont deux réels strictement supérieurs à 1 vérifiant
1
p

+
1
q

= 1. Soit N un entier naturel

supérieur ou égal à 1.

1. Soient x et y deux réels positifs. Montrer que xy6
1
p
xp +

1
q
yq.

2. Soient a1, . . ., aN , b1, . . ., bN des réels. Montrer que :

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=1

anbn

∣
∣
∣
∣
∣
6

(
N∑

n=1

|an|p
) 1

p

·
(

N∑

n=1

|bn|q
) 1

q

.

On pourra d’abord envisager le cas où
N∑

n=1

|an|p =
N∑

n=1

|bn|q = 1.

3. En déduire que pour tous réels a1, . . ., aN , on a

(
N∑

n=1

|an|p
) 1

p

= sup

{∣
∣
∣
∣
∣

N∑

n=1

anbn

∣
∣
∣
∣
∣
;

N∑

n=1

|bn|q = 1

}

.

4. Soient a1, . . ., aN , b1, . . ., bN des réels. Montrer que pour tout p>1, on a :

(
N∑

n=1

|an + bn|p
) 1

p

6

(
N∑

n=1

|an|p
) 1

p

+

(
N∑

n=1

|bn|p
) 1

p

Indication : |an + bn|p6 |an| · |an + bn|p−1 + |bn| · |an + bn|p−1 et appliquer 2).
On pose ‖(a1, . . .,aN )‖∞ = max

16n6N
|an| et on désigne par l∞N l’espace RN muni de la norme ‖·‖∞. Pour p>1, on

définit lpN comme l’espace RN muni de la norme ‖(a1, . . .,aN )‖p =

(
N∑

n=1

|an|p
) 1

p

.

5. a) Soit p > 1, justifier que lpN est bien un espace vectoriel normé dont le dual
(
lpN
)∗ est isométrique à lqN .

Indication : on pourra considérer l’application θ de lqN dans
(
lpN
)∗ définie par θ(b)(a) =

N∑

n=1

anbn.

b) Déterminer le dual de l1N et celui de l∞N .

Partie II. Hahn-Banach fini-dimensionnel.

Soit (E,‖·‖) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soient F un sous-espace vectoriel de E, distinct de E, et f
une forme linéaire sur F .
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1. Soit x0 un vecteur de E n’appartenant pas à F . On note F̃ = F ⊕Rx0.

a) Montrer que
sup

v∈ÊF

(f(v)− |||f ||| · ‖v− x0‖)6 inf
v∈ÊF

(|||f ||| · ‖v+ x0‖− f(v)).

b) En déduire qu’il existe un réel α tel que pour tout v ∈ F , on ait :

f(v) +α6 |||f ||| · ‖v+ x0‖ et f(v)−α6 |||f ||| · ‖v− x0‖ .

On pose pour x= v+ tx0 ∈ F̃ , où v ∈ F et t ∈R : f̃(x) = f(v) +αt.

c) Montrer que f̃ est une forme linéaire continue sur F̃ dont la restriction à F est f et que |||f |||=
∣
∣
∣
∣
∣
∣f̃
∣
∣
∣
∣
∣
∣.

2. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue g sur E, dont la restriction à F est f , telle que |||f |||= |||g|||.
3. Soit x ∈ E. Montrer que ‖x‖= sup{|f(x)| ;f ∈ E∗ avec |||f |||= 1}.

Partie III. Distance de Banach-Mazur. Généralités.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de même dimension finie. ON définit

d(E,F ) = inf
{

ln
(
|||u||| ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣u−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
)
;u ∈GL(E,F )

}
.

1. a) Montrer que 06d(E,F ).

b) Montrer que d(E,F ) = d(F,E).

2. a) Montrer que la borne inférieur est atteinte.

b) En déduire que E et F sont isométriques si et seulement si d(E,F ) = 0.

3. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de même dimension finie. Montrer que

d(E,G)6d(E,F ) + f(F,G).

4. a) Soit u ∈ L(E,F ). On définit u∗(ζ) = ζ ◦ u, pour ζ ∈ F ∗. Montrer que u∗ ∈ L(F∗,E∗) et que |||u|||= |||u∗|||.
b) En déduire que d(E,F ) = d(E∗,F ∗).

Partie IV. Distance de Banach-Mazur entre espaces lpn.

On note E = lpn (qui est Rn muni de la norme ‖·‖p), où p>1 et F = l2n. On note ωn l’ensemble des applications de
{1, . . .,n} dans {−1,1}.
1. Soit m un entier supérieur ou égal à 1. Montrer que pour tous x1, . . ., xm ∈ F , on a :

2−m
∑

ϕ∈ωn

∥
∥
∥
∥
∥

m∑

i=1

ϕ(i)xi

∥
∥
∥
∥
∥

2

2

=
m∑

i=1

‖xi‖22.

Soit u : lpn→ l2n un isomorphisme. On note (e1, . . .,en) la base canonique de Rn et

A(u) =
∑

ϕ∈ωn

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

i=1

ϕ(i)u(ei)

∥
∥
∥
∥
∥

2

2

2. a) Montrer que A(u)6n2n |||u|||2.

b) Montrer que A(u)>2nn2/p
∣
∣
∣
∣
∣
∣u−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
−2

.

3. Montrer que d(lpn, l
2
n)>

∣
∣
∣
∣

1
2
− 1
p

∣
∣
∣
∣
ln(n).

4. a) Montrer que pour tout p′
>p>1 et tout x ∈Rn, on a : ‖x‖p′ 6‖x‖p.

b) Montrer que d(lpn, l
2
n) =

∣
∣
∣
∣

1
2
− 1
p

∣
∣
∣
∣
ln(n).

Indication : on pourra considérer l’identité sur Rn.
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c) Que se passe-t-il pour p=∞ ?

Partie V. Distance de Banach-Mazur à l1N .

Soit n un entier supérieur ou égal à 1 et (E,‖·‖) un espace vectoriel normé de dimension n. On note SE la sphère
unité de E.

1. Montrer qu’il existe n vecteurs b1, . . ., bn de E de norme 1 et n formes linéaires ϕ1, . . ., ϕn de norme (opérateur)
égale à 1 telles que pour tous 16i,j6n, on ait ϕi(bj) = 0 si i= j et 0 sinon.
Indication : on pourra considérer l’application : Λ : SE × . . .× SE à valeurs dans R qui à un n-uplet de vecteurs
(x1, ; ,xn) associe leur déterminant dans une base β ; ainsi que l’application, à i fixé et quand Λ(x1, . . .,xn) est non
nul, qui à x ∈ E associe

detβ(x1, . . .,xi−1,x,xi+1, . . .,xn)

detβ(x1, . . .,xn)
.

2. On pose pour tout x ∈ E : ν(x) =
n∑

i=1

|ϕi(x)|. Montrer que ν est une norme sur E et qu’en notant E1 l’espace E

muni de cette norme, E1 et l1n sont isométriques.

3. Montrer que d(E,l1n)6 ln(n).

Partie VI. Compact de Minkowski.

Soit n un entier supérieur ou égal à 1, on note Mn l’ensemble des normes sur Rn. On considère l’ensemble En des
espaces vectoriels normés (Rn,‖·‖), où ‖·‖ ∈Mn.
Pour X et Y dans En, on définit la relation XRY si X et Y sont isométriques.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur En. Justifier la notation d̂(X̂, Ŷ ) = d(X,Y ) (où X̂, resp. Ŷ , est la
classe de X , resp. de Y ) est cohérente.

On note Ên l’ensemble des classes d’équivalence pour cette relation d’équivalence.
On note B1 la boule unité (fermée) de l’espace l1n et C(B1) est l’espace des fonctions continues sur B1, à valeurs
réelles, muni de la norme N∞(f) = sup{|f(x)| ;x ∈B1}. On note Φn l’ensemble des fonctions continues sur B1 qui
sont la restriction à B1 d’une norme ‖·‖ sur Rn vérifiant pour tout x ∈ Rn, ‖x‖6‖x‖1 et ‖x‖16n‖x‖.

2. a) Montrer que Φn est une partie fermée bornée de C(B1).

b) Montrer que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x,y ∈B1 :

‖x− y‖16Êδ⇒ sup{|f(x)− f(y)| ;f ∈Φn}6ε.

On admet dans la suite que ces deux résultats impliquent que Φn est une partie compacte de C(B1) (Th. d’Ascoli).

3. On considère l’application τ de Φn dans Ên qui à f associe la classe de (Rn,‖·‖), où ‖·‖ est la norme associée à f
par définition de Φn.

a) Montrer que τ est bien définie et surjectie.

b) Montrer que si (fj)j∈N converge vers f dans Φn alors lim
j→∞

d̂(τ(fj), τ(f)) = 0.

4. En déduire que (Ên, d̂) est un espace métrique compact.

✰ Problème 16 Base de Schauder d’après Claude Wagschal
Dans un espace de Banach E, (‖.‖i)i∈I , une suite (xn) d’éléments de E est appelée base de Schauder si, pour tout

x ∈ E, il existe une unique suite λ= (λn) de scalaires telle que la série
∞∑

n=0

λnxn soit convergente et de somme x.

On note F l’espace vectoriel des suites λ= (λn) telles que la série
∞∑

n=0

λnxn converge.

On munit F de la famille de semi-normes :

‖λ‖i = sup
n∈N

∥
∥
∥
∥
∥
∥

n∑

p=0

λpxp

∥
∥
∥
∥
∥
∥

i

.
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1. Montrer que les formes linéaires sur F , λ 7−→ λi sont continues.

2. Montrer que F est un espace de Banach.

3. Montrer que l’application T : λ 7−→
∞∑

n=0

λnxn est un isomorphisme de F sur E, et en déduire des formes linéaires

x′
n ∈ E′ telles que

x=
∞∑

n=0

x′
n(x)xn pour tout x ∈ E.

4. Montrer que :

a) la suite (xn) est totale,

b) Pour tout x ∈ E et tout i ∈ I, sup
n∈N

∥
∥
∥
∥
∥
∥

n∑

p=0

x′
p(x)xp

∥
∥
∥
∥
∥
∥

i

<∞,

c) le système (xn), (x′
n) est bi-orthogonal, c’est-à-dire

x′
p(xq) =

{

1 si p= q,

0 si p , q.

d) Réciproquement, étant donné une suite (xn) de E et une suite (x′
n) de E′ vérifiant les conditions a, b et c de la

question précédente, montrer que (xn) est une base de Schauder de E et plus précisément, que

x=
+∑

n=0

∞x′
n(x)xn pour tout x ∈ E.
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hermitien, 78

Ensemble
dérivé, 17
primitif, 24
régulier, 13

Enveloppe convexe, 105, 111
Espace

De Kolmogoroff, 10
de Baire, 54
discontinu, 87
métrisable, 49
porte, 85
ultramétrique, 53

Espace de
Lindelöf, 39

Espace toplogique
séparabel, 11

Espace topologique
accessible, 11
régulier, 11

Extérieur, 16
Extrémum relatif, 38

Fonction
de type (T), 43
semi-continue inférieurement, 29
semi-continue superieurement, 29

Fonctions
affines par morceaux, 111

Graphe d’un application, 27

Maximum relatif, 38
Minimum relatif, 38

non dense, 13

opération de fermeture, 12

Partie
compacte d’un espace métrique, 95
maigre, 54

Point
d’accumulation, 17
de dispersion, 87
Exterieur, 16
limite, 24

résiduel, 13

Successeur, 33

Théorème
de Caracthéodory, 112

totalement discontinu, 34

Ultrafilte, 22

Valeur propre, 79
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