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CHAPITRE I

ESPACES TOPOLOGIQUES

AEx. 1. — ./espacestopo/exo-1/texte.tex
Soit X ={a, b} un ensemble & deux éléments. Montrer qu’il existe quatre topologies sur X.

AEx. 2. — ./espacestopo/exo-2/texte.tex
Soit X un ensemble infini, et @ € X. On note 7 l'ensemble des parties A de X qui vérifient 'une ou lautre des
propriétés suivantes :

i) ae¢A.

ii) a€Aet A est fini.

1. Montrer que .7 est une topologie sur X.

2. Soit B une partie de X. Déterminer I’adhérence de B dans X.

AEx. 3. — ./espacestopo/exo-3/texte.tex
Soit X un ensemble infini. On désigne par 7 ’ensemble des parties A de X qui vérifient 'une ou 'autre des propriétés
suivantes :

) A=0.
ii) “A est au plus dénombrable.
1. Montrer que .7 est une topologie sur X.

2. Quelles sont, dans X, les suites convergentes?

AEx. 4. — ./espacestopo/exo-4/texte.tex
Soit .7 I’ensemble des parties de N* ou qui vérifient la propriété suivante :
si A C N* est non vide, on a A € 7 si, et seulement si, pour tout n € A, les diviseurs de n appartiennent a A.

1. Montrer que .7 est une topologie sur N*. Est-elle séparée ?

2. Soit f une application de N* dans lui-méme. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  f est continue.

ii) pour tous m, n € N* tels que m divise n, f(m) divise f(n).

AEx.5 0000 ./espacestopo/exo-5/teste.tex
On pose I(+00) =Ry, et pour a € Ry, I(a) =[0;al.
1. Montrer que 7 ={I(a) ; 0<a< +oo} est 'ensemble des ouverts d’une topologie sur R.
2. Déterminer, pour z € Ry, 'adhérence de {z}.
3. Soit E un espace topologique séparé. Déterminer € (R4, F)

AEx. 6. — ./espacestopo/exo-6/texte.tex
Soit T I’ensemble des parties A de R qui sont vides ou qui vérifient la propriété suivante :
pour tout x € A, il existe y € R tel que y < z, et |y; x] C A.

1. Montrer que T est une topologie sur R.

2. Comparer T et la topologie usuelle de R.

3. Soient z, y € R tels que y < z. Déterminer adhérence, pour T, de [y; z|.
4. Pour la topologie T, Q est-il dense dans R ?



oo

AEx. 7. - ./espacestopo/exo-7/texte.tex
Soit T' I’ensemble des parties A de R qui sont vides ou qui vérifient :
pour tout z € A, il existe a € R} tel que |z —a;z+a[NQ C A.
1. Montrer que 7' est une topologie sur R. Comparer T et la topologie usuelle de R.
2. Pour a, b €R, tels que a < b, déterminer 'adhérence de Ja; [N Q pour T

AEx. 8. - ./espacestopo/exo-8/texte.tex
On appelle base de la topologie d'un ensemble topologique E tout ensemble 2 de parties ouvertes de E tel que tout
ouvert de F soit réunion d’ensembles appartenant a 2.

On dit que F est a base dénombrable si sa topologie posséde une base dénombrable 8.

1. Soient X un ensemble et % un ensemble de parties de X. A quelle condition nécessaire et suffisante 2 forme t-il
une base d’une topologie sur X 7

2. Montrer que R muni de sa topologie usuelle est & base dénombrable.

AEx. 9. — ./espacestopo/exo-9/texte.tex
Soit X un ensemble ordonné. Pour x € X, on pose :

[z;=[={ye X ;2<y} |«2l={yeX;y<a}.

—_

. Montrer que L’ensemble des [z; —[, € X est une base d’une topologie sur X appelée topologie droite.

[\]

. Montrer que ’ensemble des |« ; z], € X, une base d’une topologie sur X, appelée topologie gauche.
Dans 1la suite, X est munit de la topologie droite.

w

. Montrer que toute intersection d’ouverts de X est un ouvert de X.
. Soit & € X. Déterminer 'adhérence de {z} dans X.

S

AEx. 10. — ./espacestopo/exo-10/texte.tex

Espace de Kolmogoroff

On dit qu'un espace topologique est un espace de Kolnogoroff s’il vérifie la propriété suivante :
pour deux points distincts x et y de F, il existe un voisinage de 1'un de ces points qui ne contient pas l'autre.

1. Montrer qu’'un ensemble ordonné muni de la topologie droite est un espace de Kolmogoroff.

2. Soit F un espace de Kolmogoroff dans lequel toute intersection d’ouverte est un ouvert.
Montrer que la relation z < y <= x € {y{ est une relation d’ordre sur F, et que la topologie de E est identique &
la topologie droite sur E déterminée par cette relation.

3. Soit F un espace de Kolmogoroff. Montrer que toute partie finie non vide de E contient au moins un point isolé.
Montrer que si E ne contient pas de point isolé, tout ouvert non vide de E est un ensemble Infini.

AEx. 1. 0000 ./espacestopo/exo-11/texte.tex
1. Soit E un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Quels que soient les points distincts = et y de E, il existe V € Vg(z) tel que y e V.

ii) Toute partie de E réduite & un point est fermée.

iii) Pour tout = € E, l'intersection des voisinages de x est réduite a {z}.

Espace topologique accessible

Un espace topologique est dit accessible s’il les conditions précédentes.

Dans la suite, E' désigne un espace topologique accessible, A une partie de E.
2. Soit z € A— A. Montrer que, si V € Vg(x), VN A est un ensemble infini.
3. Soit B l’ensemble des z € A tels que V N A soit infini pour tout V € Vg(x). Montrer que B est ferné dans
4. Prouver que l'intersection des voisinages de A est égal a A.
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AEx. 12. - ./espacestopo/exo-12/texte.tex
Soit E un espace topologique accessible.

1. Montrer que, si toute intersection d’ouverts de E est un ouvert, la topologie de F est discrete.

2. On suppose que la topologie de E est engendrée par un nombre fini de parties de E. Prouver E est fini, et que sa
topologie est discrete.

MAEx. 13. — ./espacestopo/exo-13/texte.tex
Soit F un ensemble ordonné muni de la topologie droite. Prouver ’équivalence des conditions suivantes :

i) FE est un espace topologique accessible.
ii) Deux éléments distincts de E ne sont pas comparables.

iii) La topologie de E est discréte.

AEx. 14. — ./espacestopo/exo-14 /texte.tex
Soit E un espace topologique base dénombrable.

1. Soit F' I’ensemble des points de E qui ne possedent aucun voisinage dénombrable. Montrer que F' est fermé et sans
point isolé.

2. Prouver que °F est dénombrable.

AEx.15. ./espacestopo/ezo-15/texte.tex
1. Soit E espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  Pour tout € E, 'ensemble des voisinages fermés de x est systéeme fondamental de voisinages de x.

ii) Pour tout fermé F de E et tout x € F, il existe un voisinage de F' et un voisinage de x sans point commun.

iii) Pour tout fermé F de E, L’intersection des voisinages fermés de F' est égale & F.

Espace topologique régulier

on dit qu'un espace topologique est régulier s’il est séparé, et s’il vérifie les conditions équivalentes précé-
dentes.

2. Montrer que tout espace de Kolmogoroff vérifiant la condition 1i est séparé, et par suite régulier.

3. Former sur un ensemble a trois éléments une topologie non séparée vérifiant la condition 1i.

MAEx. 16. — ./espacestopo/exo-16/texte.tex
Soit E un espace topologique.

Espace topologiqe séparable

On dit que E est séparable s’il contient une partie dense dénombrable.

On considere les propriétés suivantes :
i) E est a base dénombrable.
ii) E est séparable.
iii) Toute partie de E dont les points sont isolés est dénombrable.
iv) Toute ensemble de parties ouvertes de E deux & deux disjointes est dénombrable.
Prouver les Implications : i)= ii)= iv), i)= iii)= iv).
MAEx. 17. — ./espacestopo/exo-17/texte.tex
Soit B={[a;b[; a, beR; a<b}.
Montrer que B est une base d’une topologie T" sur R.
On munit de la topologie T'. Prouver que tout élément de B est fermé.
Montrer que Q est dense dans R, donc que R est séparable pour T'.

Vérifier que T n’est pas a base dénombrable.
En déduire que I'Implication ii)=> ii) de I’exercice 16 est en général inexacte.

Retour page 1



10

MAEx. 18. - ./espacestopo/exo-18/texte.tex
Soit X un ensemble et £ (X) I'ensemble des parties de X. On appelle opération de fermeture sur X toute application
u de #(X) dans lui-méme qui vérifie, pour tous M, N € #(X) les propriétés suivantes :

i) w(@)=2.

ii) M cCu(M).

iil) w(u(M)) =u(M).

iv) wW(MUN)=u(M)Uu(N).

1. Soit u une opération de fermeture sur X. Montrer qu’il existe une topologie et une seule sur X, telle que, pour tout
M e 2(X), u(M) soit "adhérence de M pour cette topologie.

Dans la suite, u et v désigne des opérateurs de fermeture sur X. On note w =vowu, S et T sont les topologies
définies sur X par u et v, et on suppose que, pour tout M € Z(X), w(M) est fermé pour S.

2. Prouver que w est une opération de fermeture sur X.

3. Soit M € Z(X). Montrer que w(M) est U'intersection des ensembles qui contiennent M et qui sont fermés pour S
et T. Prouver que uov(M) C vou(M).

AEx. 19. - ./espacestopo/exo-19/texte.tex
Soit E un espace topologique.
1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i)  Toute famille d’ouverts de E, ordonnée par inclusion, posséde un élément maximal.

ii) Toute suite croissante d’ouverts E est stationnaire.

iii) Pour tout ouvert U de E et toute famille (U;);e; d’ouverts de E telle que U C U U, il existe une partie finie

i€l
J de I, telle que U C U Uj.
jeJ

2. On suppose que E vérifie les conditions précédentes. Montrer que, si E est séparé, il est fini.

AEx. 20. - ./espacestopo/exo-20/texte.tex
Soit E un espace topologique. Pour toute partie A de E, on pose :

r(A)=4,  s(A)=A4A.

Ensemble régulier

Un ouvert (resp. fermé) A de E est dit régulier si 7(A) = A (resp. s(4) = A).

. Soient A, B € Z(F) tel que A C B. Montrer que r(A4) C r(B), s(A4) C s(B).

. Prouver que, si A est ouvert et B fermé, on a A C r(A) et s(B) C B.

. Montrer que, pour A€ Z(E), on a r(r(A)) =r(A), s(s(A)) = s(4).

. Soient A, B des ouverts de F tels que AN B =@. Montrer que r(A) Nr(B) = 2.

. Montrer que si A, B sont des ouverts réguliers, AN B est un ouvert régulier.

S U s W N

. Prouver que si A, B sont des fermés réguliers, AU B est un fermé régulier.

AEx. 21. — L ./espacestopo/exo-21/texte.tex
Soit E un espace topologique et A on sous ensemble de E.On dit que A est résiduel si A = F et que A est non dense
o]
si A= 0.

Montrer qu’un ensemble non dense est résiduel.

Montrer que A est non dense si, et seulement si, A C @

Montrer que la réunion d’un ensemble non dense et d’un ensemble résiduel est un ensemble résiduel.
Montrer que, si A est ouvert ou fermé, Fr(A) est un ensemble non dense.

Montrer que pour toute partie A de E, AN°A et ANCA sont résiduels.

Prouver que, pour toute partie A de E, Fr(A) est réunion de deux ensembles résiduels.

S U L=

10
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MAEx. 22. - ./espacestopo/exo-22/texte.tex
Soient E un espace topologique non vide et A une partie de E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A=0.
ii) Pour toute partie U de E, dense dans E, ANU = {).

AEx. 23. — ./espacestopo/exo-23/texte.tex
Soit E un espace topologique et (A;);c; une famille de parties de E.
Montrer que si UE est fermé dans F, on a UE = U A;.
i€l el el

MAEx. 24. - ./espacestopo/exo-24 /texte.tex
Montrer que si une partie A d’un espace topologique n’a pas de point isolé, il en est de méme de son adhérence.

AEx. 25. — ./espacestopo/exo-25/texte.tex
Soient E un espace topologique et (Ay)nen une suite décroissante de parties de E vérifiant ﬂ A, =0.

neN
Soit x € E. Montrer qu’il existe un voisinage V' de x dans F tel que V N A,, =0 pour presque tout n € N.

AEx. 26. — ./espacestopo/exo-26/texte.tex
Soit E un espace topologique. Montrer que si F est la seule partie dense de E, E est discret.

AEx. 27. - ./espacestopo/exo-27/texte.tex
Soient E un espace topologique, A et B des parties denses de F.

1. Montrer que si A et B sont ouverts, alors AN B est dense dans E.

2. La propriété 1 est-elle encore vraie si on ne suppose plus que A et B sont ouverts ?

AEx. 28. — ./espacestopo/exo-28/texte.tex
Montrer que si un espace topologique fini est séparé, il est discret.

AEx. 29. — . . ./espacestopo/exo-29/texte.tex
Soit E un espace topologique, A et B deux parties de E telles que ANB=ANB=g.
Montrer que, si AU B est fermé, alors A et B sont fermés.

AEx. 30. - ./espacestopo/exo-30/texte.tex
Soient E un espace topologique, A et B des parties de F.

1. Montrer que si ANB =g, ona ANB=0.
2. Montrer que si AUB =F, AUB=E.

AEx. 31. - ./espacestopo/exo-31/texte.tex
Soient E, F deux espaces topologiques et f € Z(E, F). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  pour toute partie A de E, on a f(A) C f(A).
ii) pour toute partie B de F, f~(B) est ouvert et fermé dans E.

AEx. 32. - ./espacestopo/exo-32/texte.tex
Soient E un espace topologique et A une partie de E.

1. Soit U un ouvert de E tel que jﬂU # . Montrer que jﬂUﬂA e
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A=0.

ii) Le seul ouvert U de E tel que U C U N A est 'ouvert vide.

AEx. 33. — ./espacestopo/exo-33/texte.tex
Soit U une partie d’un espace topologique E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) U est ouvert dans E.
ii) Pour toute partie A de E, et si D est dense dans E, ona U =DNU.

11
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MAEx. 34. — ./espacestopo/exo-34 /texte.tex

1. Donner un exemple de parties A et B de R telles que ANB, ANB, ANB, AN B soient deux & deux distincts.
2. Donner un exemple de deux intervalles I et J de R tels que INJ z 1N .J.

MAEx. 35. — ./espacestopo/exo-35/texte.tex

Point extérieur & extérieur d’une partie

Soit E un espace topologique, et A une partie de E.
Un point 2 € F est dit extérieur a A, s’il existe un ouvert U contenant z tel que U C° A.
L’ensemble de tous les points extérieur de A forment Pextérieur de A, noté ext(A).

Z—~

On peut noter qu’'un point extérieur de A est un point de “A.

Soient E un espace topologique, A une partie de F, ext(A) Uextérieur de A, B = AUext(A).
Montrer que B est dense dans FE.

AEx. 36. — ./espacestopo/exo-36/texte.tex
Soient E un espace topologique et A une partie deFE.

1. Montrer que Fr(A) = @ si, et seulement si A est ouvert et fermé dans E.
2. Montrer que, si A est fermé, on a [Fr(4)]° = @.

3. Prouver que Fr[Fr[Fr(A)]] = Fr[Fr(4)].

4. Montrer que FR(A) C Fr(A) et que Fr(4) C Fr(A).

AEx. 37. - ./espacestopo/exo-37/texte.tex
Soient E un espace topologique, A, B des parties de E. Les assertions suivantes sont-elles vraies ?

1. Fr(ANB) C Fr(A) UFr(B).
2. Fr(AUB) C Fr(A) UFr(B).
3. Fr(A)NFr(B) C Fr(An(B).

MAEx. 38. - ./espacestopo/exo-38/texte.tex
Soient E un espace topologique, A, B des parties de E telles que Fr(A) NFr(B) = 2.
Etablir :
1. ANB=AUB.
2. AUB=AUB.
3. Fr(ANB) = [Fr(A)NB] U [Fr(B)NA].
AEx. 39. — ./espacestopo/exo-39/texte.tex

Soient E un espace topologique, A, B, C des parties de E telles que C' C AU B. Montrer que, si C est ouvert (resp.
fermé) par A et B, C est ouvert (resp. fermé) par rapport & AU B.

AEx. 40. — ./espacestopo/exo-40/texte.tex
Soient E un espace topologique, F' partie de E munie de la topologie induite, et A une partie de F. Montrer que
adhp(A)=ANF ; A=Fnintp(A) ;  Frp(4) C FNFr(A).
AEx. 41. — ./espacestopo/exo-41/texte.tex

Soient E un espace topologique, D une partie dense de E, A une partie de E, (U;);c; un recouvrement ouvert de E.

1. Soient x € D, et W un voisinage de = dans D. Montrer que W est un voisinage de x dans de E (on pourra utiliser
lexercice 33).

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est fermé dans E.
ii) Pour tout i € I, ANUj, est fermé dans U;

3. A-t-on une équivalence analogue a celle de 2. pour une partie ouverte de E 7

12
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MAEx. 42. - ./espacestopo/exo-42/texte.tex
Soit E un espace topologique.

Point d’accumulation et ensemble dérivé

Si A est une partie de E, on dit que z € E est point d’accumulation de A si, pour tout V' € Vg(z), VN A contient
un point distinct de x.
On note A’ 'ensemble des points d’accumulation de A, et on dit que A’ est ’ensemble dérivé de A.

On pose AN = A’ et on définit A™ par récurrence par A = (A=DY.
1. Prouver que A est réunion disjointe de A’ et de 1’ensemble des points isolés de A.

2. Montrer que, si A est fermé, on a A’ = @ si seulement si, A est un espace discret.
Cette équivalence est-elle encore vraie si A n’est pas supposé fermé ?

3. Soient A, B des parties de E. Etablir : (AUB) = A'UB’.
4. On suppose E séparé. Montrer que A" est fermé. En déduire que (A") C A’.

5. Dans la suite, on suppose que £ =R. On pose

1 1
AQZ{O}, AkZ{—-i-----i-— ; nl,...,nkeN*}.
ni ng

Déterminer A,(gn), keN, ne N~

1 o0
On pose By = Ay, Bk:Akﬂ[O;E[,keN*,B:UBk_
0

o0
Déterminer B™, n € N*, et ﬂB(").
1

MAEx. 43. - ./espacestopo/exo-43/texte.tex
Soit E un espace topologique. On dit qu’une partie L est localement fermée si, pour tout x € L, il existe V € Vg(x)
tel que VN L soit fermé de V.

1. Soit L une partie de E. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L est localement fermée.
ii) L est ouverte dans L.
iii) L L est fermé dans E.
iv) L est Iintersection d’un ouvert de F et d’un fermé de E.

2. Montrer que 'intersection d’un nombre fini de parties localement fermés de E est une partie localement fermée de
E.

3. Soient U = {(z ; y) € R?; y> 0}, V={(0; 0)}. Prouver que U et V sont localement fermé dans R?, mais que
U NV ne lest pas.

MAEx. 44. - ./espacestopo/exo-44 /texte.tex
Soient £ un espace topologique, I’ et G des sous-espaces de E tels que £ = FUG. On pose A=FN°G, B=GN°F
et on suppose que ANB=BNA=2.

1. Soit M une partie de E. Etablir :

M = adhp(M N F)Uadhg(MNG).

2. Montrer que, si M N F est fermé (resp. ouvert) dans F et M NG fermé (resp. ouvert) dans G, alors M est fermé
(resp. ouvert) dans E.

MAAEx. 45. — ./espacestopo/exo-45 /texte.tex
Soient E un espace topologique, A un fermé de E, U un ouvert de A, et V un ouvert de F contenant U.
Montrer que U U (V N° A) est un ouvert de E.

13
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MAEx. 46. - ./espacestopo/exo-46/texte.tex
Soient E un espace topologique A, B des parties de FE telles que A C B.
On suppose que A est dense dans B. Montrer que A est dense dans B.

AEx. 47. — ./espacestopo/exo-47/texte.tex
Soient E un espace topologique, F' un fermé de E, A une partie de F, et W un voisinage de AN F dans F.
Prouver que ANFNcW =a.

MAEx. 48. - ./espacestopo/exo-48/texte.tex
Soient E un espace topologique, F, G des fermés de E, U un ouvert de G, A une partie de F.

On suppose que E=FUG, ANG C U. Prouver que A C FUU.

AEx. 49. - ./espacestopo/exo-49/texte.tex
Soient E un espace topologique et (A;);c; un recouvrement fermé de E.
On suppose que, pour tout z € E, il existe V' € Vg(z) ne recouvrant qu'un nombre fini de A;.
Soient a € F, et i1, ..., ip les éléments de I tels que a € A;,. Pour k=1,..., n, soit V}, un voisinage de a dans A;, .
Montrer que V1 U--- UV, € Vg (a).

AEx. 50. — ./espacestopo/exo-50/texte.tex
Soient E, F deux espaces topologiques, U (resp. V') ’ensemble des ouverts de E (resp. F).
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que T ={AXx B ; A€ U, B € V} soit une topologie sur E x F'.

AEx. 51. - ./espacestopo/exo-51/texte.tex
Soient E un espace topologique, A={(z; z) ; x € E} CE X E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est séparé.
ii) A est fermé dans E x E.

AEx. 52. — ./espacestopo/exo-52/texte.tex

1. Soit B={la;b] ; a,beR; a<b}. Montrer que £ est une base d’une topologie sur R.
On munit R de cette topologie.

2. Prouver que la topologie de R x R n’est pas discrete.
3. Soit F = {(:1: cy)eR?; z4y= 1}. Montrer que E est discret.

MAEx. 53. - ./espacestopo/exo-53/texte.tex
Soit S I’ensemble {0 ; 1} muni de la topologie dont les ouverts sont @, {0}, {0 ; 1}.
On munit S x S de la topologie produit. L’ensemble S x {0} est-il fermé dans S x S?

MAEx. 54. - ./espacestopo/exo-54/texte.tex
Soient E, F, G trois espaces topologiques, A une partie de E x F', B une partie de F' x G.
On note A o B I'ensemble des couples (z ; z) € E X G pour lesquels il existe y € F tel que (x ; y) € Aet (y; 2z) € B.
Montrer que si A est ouverte dans E x F', et B ouverte dans F' X G, Ao B est ouverte dans F x G.

MAEx. 55. - ./espacestopo/exo-55/texte.tex
Soient E et F' deux espaces topologiques, E x F' I'espace topologique produit, A une partie de F, F' une partie de F'.
Etablir :

1. Ax B=AxB.

}

o

2. AxB=AXx %
3. Fr(Ax B) = [Fr(A) x B| U [A x Fr(B)].

14
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CHAPITRE II

LIMITES. CONTINUITE.

AEx. 1. — ./limitesconti/exo-1/texte.tex
Soient X, Y deux ensembles non vides, &/ une base de filtre sur X, 4 une base de filtre sur Y, f une application de
X dans Y.

1. Montrer que {Ax B ; A€ o/, b€ B} est une base de filtre sur X x Y.

2. On pose f(2) ={f(A) ; a € &} Montrer que f(%7) est une base de filtre sur Y. Si A est un filtre sur X, a quelle
condition f(A) est-il un filtre sur Y ?

3. On pose f~1(#)={f'(B) ; B B}. A quelle condition f~ (%) est-il une base de filtre sur X ?

4. Montrer que f~1(f(47)) est une base de filtre sur X.
Comparer les éléments de f~1(f(<7)) et de <.

5. suppose que f~1(2) est une base de filtre sur X. Comparer les éléments de f(f~1(#)) et de 4.

AEx. 2. - ./limitesconti/exo-2/texte.tex
Soit X un ensemble infini, et .% I'ensemble des parties A de .% telles que A soit fini.
Montrer que % est un filtre sur X. (pour X =N, on dit que % est le filtre de Fréchet).

AEx. 3. — ./limitesconti/exo-3/texte.tex
Soient X ensemble, .# un filtre sur X, A une partie de X.
La trace.# 4 de . sur X est I’ensemble des parties AN B, avec B € .%.
Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) %4 est un filtre sur A.
ii) ANB =@ pour tout B € .Z.

AEx 4. — ./limitesconti/exo-4 /texte.tex
Soient X un ensemble, %, ¢4 deux filtres sur X. On dit que % est plus fin que ¥, et on écrit .# /leq¥ si tout élément
de¥ appartient a .%.

On définit ainsi une relation d’ordre sur 1’ensemble des filtres sur X.

1. Soit (.%;)iecr une famille de filtres sur X. Soit .% l’ensemble des parties A de X appartenant a tous les .#;. Montrer
que .% est un filtre sur X, et que c’est la borne inférieure des .%; dans ’ensemble ordonné des filtres sur X.
On dit que .# est le filtre intersection de la famille (.%;);cy, et on écrit F = 12}9‘}

2. Soient #, ¢ deux filtres sur X. Montrer que ¥ N¥ ={MUN ; M € #, N € 4}.

3. Soit A un ensemble de parties de X. Montrer qu’il existe un filtre .# contenant A si, et seulement si, aucune des
intersections finie d’ensemble de A n’est vide.
En déduire, si A est une partie de X, et % un filtre sur X, il existe un filtre contenant A et plus fin que Z si, et
seulement si, AN B = & pour tout B € %.

4. On suppose X = &. Soit S un ensemble de filtres sur X. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) S admet une borne supérieure dans ensemble ordonné des filtres sur X.

n
ii) Pour toute famille finie %, ..., %, d’éléments de S et tout A € F;, 1 <i< n, m A 2@,
i=1
iii)
AEx. 5. — ./limitesconti/exo-5/texte.tex
Soient X un ensemble non vide, et % un filtre non sur X. On suppose que AAG‘ =0.
€7

1. Montrer que X est infini.

2. Prouver que % plus fin que le filtre des complémentaires des parties finies de X.
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AEx. 6. — ./limitesconti/exo-6/texte.tex
Soit X un ensemble.

Ultrafiltre

Un ultrafiltre sur X est un filtre tel qu’il n’existe aucun filtre plus fin que lui.

Montrer que, si X = &, ’ensemble ordonné des filtres sur X est inductif.
Prouver que si % est un filtre sur X, il existe un ultrafiltre plus fin que lui.
Soient U un ultrafiltre sur X, A, B des parties de X telles que AU B € U. Prouver que A€ U ou BeU.

Soit .% un filtre sur X. On suppose que, pour toute partie A de X, on a A € .% ou 4 € .#. Montrer que .# est un
ultrafiltre sur X.

5. Soit .# un filtre sur X. Prouver que .% est I'intersection des ultrafiltres plus fins que lui.

- W o=

AEx. 7. — ./limitesconti/exo-7/texte.tex
Soit X un ensemble fini.

1. Déterminer tous les filtres sur X.

2. Déterminer tous les ultrafiltres sur X.

AEx. 8. — ./limitesconti/exo-8/texte.tex
Soit X un ensemble. Pour x € X, on note U(z) 'ensemble des parties de X contenant z.

1. Prouver que U(x) est un ultrafiltre.

2. Soit U un ultrafiltre sur X et A 'intersection de tous les éléments de U. Prouver que A contient au plus un élément
de X. Montrer que, si A= {z}, avec z € X, alors U = U(z).

AEx. 9. — ./limitesconti/exo-9/texte.tex
Soient X un ensemble, U un ultrafiltre sur X, A une partie de X, U4 la trace de U sur A.

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Uz est un filtre sur A.
ii)y AeU.
2. Prouver que si les conditions de 1 sont vérifiées, U4 est un ultrafiltre sur A.

3. On suppose que A & U. Montrer que Uy est égal & 'ensemble de toutes les parties de A.

AEx. 10. - ./limitesconti/exo-10/texte.tex
Montrer qu’il existe un ultrafiltre U sur N* tel que

neA
pour tout A € U.
AEx. 1. — ./limitesconti/exo-11/texte.tex
n
1. Soient U un ultrafiltre sur un ensemble X, Fy, ..., F,, des filtres sur X. On suppose que m F; <U. Montrer qu’'ll
i=1
existe i€ {1, ..., n} tel que F; <U..
2. Donner un exemple d'un ultrafiltre U et d’une famille infinie (U;);c; d’ultrafiltres tels ﬂUi < U mais tels que
i€l
U #U; pour tout ¢ € I.
AEx. 12. — ./limitesconti/exo-12/texte.tex

Si B est une base de filtre sur un ensemble X, on sait que I’ensemble F' des parties de X qui contiennent un élément
de B est un filtre sur X. On dit alors que B est une base du filtre du filtre F', et que F' est engendré par B.

Une base de filtre est une base d’ultrafiltre si le filtre qu’elle engendre est un ultrafiltre.

Soient X, Y des ensembles, f € (X, Y). Montrer que si B est une base d’ultrafiltre sur X, alors f(B) est une base
d’ultrafiltre sur Y.

16
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AEx. 13. - ./limitesconti/exo-13/texte.tex
Soient E un espace topologique, z € E, B une base de filtre sur X On dit que B converge vers z si Idg converge vers
z suivant B.

On dit que x est valeur d’adhérence de B si x est une valeur d’adhérence de Idg suivant B.

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) B converge vers .

ii) Le filtre .# engendré par B est plus fin que le filtre Vg (z) des voisinages de = dans E.
2. Soit % un filtre sur E. Montrer I’équivalence des conditions suivantes :

i) . converge vers .

ii) Tout ultrafiltre plus fin que # converge vers x.
3. Soit A une partie de E. Prouver I’équivalence des condition suivantes :

i) A est une partie fermée de E.

ii) Pour toute base de filtre B sur A qui converge vers un point z € E, on a z € A.

4. Soient F' un espace topologique, f € #(E, F). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.

ii) Pour toute base de filtre B sur E convergeant vers un point z € E, la base de filtre f(B) converge vers f(z).

AEx. 14. — ./limitesconti/exo-14/texte.tex
Soit E un espace topologique.
1. Soient % un filtre sur E, B = {Z ;o A€ 9} Montrer que B est une base de filtre sur E.
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L’ensemble des voisinages fermés d’un point quelconque de E est un systéme fondamental de voisinages de ce
point.
ii) Pour tout filtre .# sur E convergeant vers a € E, .# converge aussi vers a.

(Voir & ce sujet I, exercice 15)

AEx. 15. — ./limitesconti/exo-15/texte.tex
Soient E, F des espaces topologiques, f € &#(E, F) continue en a € E, B une base de filtre sur E. On suppose que a
est valeur d’adhérence de B. Montrer que f(a) est valeur d’adhérence de f(B).

AEx. 16. - ./limitesconti/exo-16/texte.tex
Soit E un espace topologique. On dit que a € E est point limite d’une filtre & sur F si % converge vers a.
On dit qu'une partie A de E est un ensemble primitif si A est ’ensemble de tous les points limites d’un ultrafiltre sur
E. Si A est un ensemble primitif, on note L(A) 'ensemble des ultrafiltres sur F admettant A pour ensemble de points
limites.

1. Soit un point fermé de E. Montrer que {x} est un ensemble primitif.
2. Soient A un ensemble primitif, U un ouvert de E tel que ANU = @. Montrer que, pour tout € L(A),ona U € % .

3. Soient A, B des ensembles primitifs distincts. Montrer qu'il existe a € L(A), b € L(B), et une partie M de E tels
que M € a, M €b.

4. Soient F' un espace topologique et f € €(E, F). Soit A un ensemble primitif de E. Prouver que f(A) est contenu
dans un ensemble primitif de F.

AEx. 17. - ./limitesconti/exo-17/texte.tex
1. Soient E, F des espaces topologiques, # (resp. ¢) un filtre sur E (resp. F'), a (resp. b) une valeur d’adhérence de
F (resp. 4). Montrer que (()a, b) est une valeur d’adhérence de la base de filtre & x ¥.

2. Donner un exemple d’une suite (zy,, ¥n)n dans R? n’admettant pas de valeur d’adhérence, (z,)n et (yn) admettent
des valeurs d’adhérence. Expliquer quelle est la différence avec 1.

AEx. 18. — ./limitesconti/exo-18/texte.tex
Soit f € €([0;1], [0;1]). On note f, litérée d’ordre n de f, et on suppose qu'il existe n € N* tel que f,, = Idjg,q].
Montrer que fz =Id,q)-

17
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AEx. 19. - ./limitesconti/exo-19/texte.tex
Soit f €€ ([0;1], [0;1]). On note f, l'itérée d’ordre n de f, et on suppose que, pour tout x € [0; 1], il existe n, € N*
tel que fn, (z) =z.
Montrer que f(z) = pour tout z € [0; 1].

AEx. 20. - ./limitesconti/exo-20/texte.tex
Soit f € (R, R). On note f, l'itérée d’ordre n de f, et on suppose qu’il existe n > 2 tel que fp, = —Idg.

Prouver que f est une bijection strictement décroissante de R sur lui méme. En déduire que n est impair.

Montrer que f(x) = —x pour tout x € R (montrer que f est impaire, et raisonner par 'absurde).
AEx. 21. - ./limitesconti/exo-21/texte.tex
Pour z € R, on note E(x) la partie entiére de .
1. Soit f € %(

Intfol4+oo, R) strictement croissante. Montrer L’équivalence des conditions suivantes :
) B(f(2) = E[f(E(x))] pour tout z € [1; +o|
ii) Si f(z) €N, alors x € N*.

2. Déterminer tous les réel b > 1 tels que E[logy(z)] = E[log, E(x)], pour tout = > 1.

AEx. 22. — ./limitesconti/exo-22/texte.tex

1. Soit G un sous-groupe du groupe additif de R. Montrer que G est dense dans R, ou qu’il existe 6 € R tel que G = 0Z.
2. Soit f€ (R, R) admettant deux périodes de rapport irrationnel. Montrer que f est constante.

AEx. 23. — ./limitesconti/exo-23/texte.tex

1. Soit (pn, gn) une suite dans Z x N*. On suppose que @, admet pour limite un nombre irrationnel. Prouver que
n
lim = lim = +o00.
n—>+oo|pn| n—)+oo|qn| +

2. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

1
a) feZ(R, R), avec f(z) =z si x €Q, f(z) =psin—si x= P avec pged(p, ¢q) =1.
q q

b) fe F(R%, R), avec f(x) =0siz€Q, f(z)= siz="L avec pged(p, ¢) =1.
q

p+q
pq

. . p
siz €Q, f(z) = 5—5— si z == avec pged(p, ¢) =1.
p?+q*+q q

T

¢) f€FRY, R), avec f(2) = 5=

AEx. 24, — ./limitesconti/exo-24/texte.tex
Soit f € €(Ry, R) strictement croissante, vérifiant f(1) =0, f(z) — 400 si z — +o0.

1. Montrer que, pour k € N assez grand, I’équation
k
z—[f(x)]" =0

au moins une solution.
2. Soit 7, = inf{x >1; o= [f(x)]k} Prouver que ry, tend vers f71(1) si k tend vers +oc.

MAEx. 25. — ./limitesconti/exo-25/texte.tex

1. Déterminer les fonctions h € € (R, R) vérifiant, tous z, y € R :
h(z)+ h(y) = h(z+y).
2. Soient f € €(R, R), a € Ry, vérifiant, pour tout z, y € R :
lflet+y) = flx) = fy)] <a
)
on

Prouver que, pour tout x € R, la suite n — a une limite g(z) € R. Montrer que g € €(R, R).

3. Montrer qu’il existe a € R tel que g(x) = ax pour tout x € R. Montrer que g est la seule fonction linéaire ¢ telle
que f — £ soit borné sur R. Exprimer o au moyen de f.

18
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MAEx. 26. - ./limitesconti/exo-26/texte.tex
On note fy, 'itérée d’ordre n de f. On suppose qu’il existe xg € R tel que la suite

un =+ [£(z0) + foleo) + -+ (o)

soit bornée.
Montrer que f a au moins un point fixe.

AEx. 27. — ./limitesconti/exo-27/texte.tex
Soient f, g € €([0;1],[0;1]) telles que fog=go f.
1. Soit S;={z€[0;1] ; x < g(x)}. Prouver que Sy = &. Soit ¢; € S1, comparer ¢; et g(c1)
2. Prouver qu’il existe ¢ € [0; 1] tel que g(c) = f(c).

MAEx. 28. - ./limitesconti/exo-28/texte.tex
Déterminer les fonctions f € €(R4,Ry) vérifiant, pour tout € Ry :

3@ = [Vt

0

1:les fonctions © — 22 et 2 — 0 ne sont pas les seules solutions.

AEx. 29. - ./limitesconti/exo-29/texte.tex
Soit n € N*. Déterminer les fonctions f&(R4,R) vérifiant, pour tout x,y € Ry :

f@)+ f(y) = F(Vzm +ym).

AEx. 30. — ./limitesconti/exo-30/texte.tex
Soit a €]0;1[, b € R. Pour A € R%, on note Eye R-espace vectoriel des applications g € .Z (R, R) vérifiant g(az +b) =
Ag(z) pour tout x € R.

1. On suppose que Ejambda N % (R, R) = &. Prouver que A < 1. Qu’obtient-on pour A=17
2. On suppose qu'il existe f € EyNE (R, R). Montrer que f est un polynéme. Préciser f et .

AEx. 31. - ./limitesconti/exo-31/texte.tex
Soient E, F' des espaces topologiques, f € &% (E, F). Prouver I’équivalence des conditions suivants :

i) Pour tout ouvert B de F, f~1(B) est ouvert dans E.
ii) Pour tout fermé V de F, f~1(V) est fermé dans E.

o

iii) Pour toute partie B de F, f~1(B) c [f_l(B)] .
iv) Pour toute partie B de F, f~1(B) C f~'((B)).

v) Pour toute partie A de E, f(A) C f(A).

vi) Pour toute partie A de E, f(A’) C f(A) (A" est 'ensemble dérivé de A).
vii) Pour toute partie B de F, on a Fr [f_l(B)} c f~HFr(B)].

AEx. 32. — ./limitesconti/exo-32/texte.tex
Soient E, F des ensembles ordonnés, f € Z#(F, F). On munit F et F de la topologie droite. Montrer que f est
continue si, et seulement si, f est croissante.

AEx. 33. - ./limitesconti/exo-33/texte.tex
Soient F un ensemble, T et T> deux topologies sur E, E1, FEo, les espaces topologiques qui correspondent & 77 et a
T. Soit u : By — E5 'application identique. A quelle condition u et ! sont-elles non continues ?

AEx. 34. — ./limitesconti/exo-34/texte.tex
Soient I ’ensemble {0, 1} mini de la topologie discréte, S I'ensemble {0, 1} muni de la topologie dont les ouverts sont
@, {0}, {0, 1}. Soit u lapplication identique de {0, 1}. Montrer que, comme élément de .#1I, S, u est continue, et
w1 nest pas continue.

19
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AEx. 35. - ./limitesconti/exo-35/texte.tex
Soient E, F des espaces topologiques séparés. X, Y des sous-espaces denses de E et F', f ¢ €(E, F), ge €(F, E).
Soient f1 = f|X, g1 = g|Y. On suppose que f Induit une bijection de X sur Y, et que g induit la bijection réciproque.
Prouver que f, g sont des homéomorphismes et que g = f 1.

AEx. 36. — ./limitesconti/exo-36/texte.tex
Soient E un espace topologique, F' un espace topologique séparé, f € €(E, F), g € €(F, E). on suppose que go f = Idg.
1. Prouver que E est séparé.

2. Montrer que f(F) est fermé dans F.

AEx. 37. — ./limitesconti/exo-37/texte.tex
Soient E, F des espaces topologiques, f € #(E, F), A, B des parties de E telles que E = AU B. On pose g = f|A,
h = f|B. On consideére les conditions suivantes :

i) f est continue.
ii) g et h sont continues.
1. Prouver.qu’en général ii) n’implique pas i).

2. On suppose A et B fermés (resp. ouverts) dans E. Montrer que ii) Implique i).

MAEx. 38. - ./limitesconti/exo-38/texte.tex
Donner un exemple d’espaces topologiques E et F'. d’application f de E dans F, et d’une partie A de E vérifiant les
conditions suivantes :

i) A est dense E.
ii) f est discontinue en tout point.

iii) f|A est continue.

AEx. 39. — ./limitesconti/exo-39/texte.tex
Soient E, F des espaces topologiques, f € .Z(E, F), A et B des parties de F telles que AU B = E. On suppose que
f|A et f|B sont continues en z € AN B. Montrer que f est continue en x.

AEx. 40. — ./limitesconti/exo-40/texte.tex
Soient FE, F deux espaces topologiques. On munit E x F' de la topologie produit. Soit f une application de E dans F'.
On appelle graphe de f le sous-ensemble

G=A{(z, f(x)); z€FE} de Ex F.

Soit g: F — G,z +— (z, f(z)).

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue.
ii) g est un homéomorphisme.

2. On suppose que F est séparé. Montrer que si f est continue, G est fermé dans E x F'. Donner un exemple prouvant
que la réciproque est inexacte.

AEx. 41. — ./limitesconti/exo-41/texte.tex
SoientF, F' deux espaces topologiques, f une de bijection de F sur F', T la topologie de F'. Prouver que les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. f est un homéomorphisme.

2. T est la topologie la plus fine sur F' pour laquelle f soit continue.

20
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MAEx. 42. - ./limitesconti/exo-42/texte.tex
Soient E, F, G des espaces topologiques, f € #(E, F), g€ Z(F, G).

Application ouverte

On dit que f est une application ouverte si, tout ouvert A de E, f(A) est un ouvert de F.

—_

. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est ouverte.
ii) pour toute partie B de F, on a f~1(B) C f~1(B).
iii) pour toute partie B de F, on a f[Fr(B)] C Fr [f~!(B)].

2. Montrer que si f et g sont ouvertes, go f 'est aussi.

@

On suppose que go f est ouverte et que f est continue et surjective. Montrer que g est ouverte.

.~

On suppose que go f est ouverte et que g est continue et injective. Prouver que f est ouverte.

MAAEx. 43. — ./limitesconti/exo-43/texte.tex
Soient E, F, G des espaces topologiques, f € #(E, F), g€ Z(F,Q).

Application fermée

On dit que f est une application fermée si, tout fermé A de E, f(A) est un fermé de F.

—_

. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes.

i) f est fermée.

ii) pour tout ouvert U de E, V = {y € F; Yy c U} est un ouvert de F.

iii) pour tout fermé A de E, B = {y € F; fly)nA= 0} est un fermé de F.

Montrer que si f et g sont fermées, go f 'est aussi.

On suppose go f est fermé et que f est continue et surjective. Prouver que g est une application fermée.

On suppose que go f est fermée et que g est continue et injective. Montrer que f est fermée.

CU b

On suppose que f est continue et fermée. Soient U un ouvert de F et y :inF. établir les résultats suivants :
a) B[ f(0)] € F@)N (V).

b) si f71(y) €U, alors y € ?ﬁ

MAAEx. 44. — ./limitesconti/exo-44/texte.tex
On munit [0; 1] de sa topologie usuelle et {0, 1} de la topologie discréte.

1
Soit f:[0;1] — {0, 1}, définie par f(z)=1si0< z < 3 f(x)=0si 5 < < 1. Prouver que f est surjective, fermée,
ouverte, et non continue.

MAEx. 45. - ./limitesconti/exo-45/texte.tex
Soient E, F des espaces topologiques, f € % (FE, F) une application ouverte (resp. fermée), B une partie de F, et
A= f71(B). Soit g € .Z(A, B) Iapplication déduite de f. Prouver que g est une. application ouverte (resp. fernée).

MAAEx. 46. — ./limitesconti/exo-46/texte.tex
Soient E, F' deux espaces topologiques, f € % (E, F) une application fermée, A une partie fermée de E, g € F (A, f(A))
Papplication déduite de f. Prouver que g est fermée.

MAEx. 47. - ./limitesconti/exo-47/texte.tex
Soit f € (R, R) une fonction polynéme. Prouver que f est fermée.

MAAEx. 48. - ./limitesconti/exo-48/texte.tex
Soient E un espace topologique etf € 7 (E,N™), n € N*, une application ouverte. Soient A une partie de F et a € A.
Etablir :

1f (@)l <sup{[[f(z)| ; =€ A}.

Retour page 1
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AEx. 49. - ./limitesconti/exo-49/texte.tex
Soit f € €(R, R) injective.
1. Prouver que f est strictement monotone.
2. Montrer que f est ouverte.

AEx. 50. — ./limitesconti/exo-50/texte.tex
Soient E, F des espaces topologiques, f € #(E, F). Prouver que les condition suivantes sont équivalentes :

1. f est continue et fermée.
2. f(A) = f(A) pour toute partie A de E.

AEx. 51. - ./limitesconti/exo-51/texte.tex
Soient X un ensemble, E un espace topologique, f € Z# (X, E).

1. Définir sur X la topologie T' la moins fine qui rende f continue.
2. On munit X de T, et on suppose f surjective. Montrer qu’alors, f est ouverte.

AEx. 52. — ./limitesconti/exo-52/texte.tex
Soient X un ensemble, E un espace topologique, f € Z# (X, E).

1. Définir sur X la topologie T la plus fine qui rende f continue.
2. On munit X de T, et on suppose f injective. Montrer qu’alors, f est ouverte.

MAEx. 53. - ./limitesconti/exo-53/texte.tex
Soient F, F deux espaces topologiques. E x F' ’espace topologique produit, p: E x F — E la projection canonique
sur F.

1. Prouver que p est ouverte.
2. Donner un exemple montrant en général, p n’est pas fermée.

MAEx. 54. - ./limitesconti/exo-54/texte.tex
Soit f € €(R, R) définie par f(z) = (1+e”)sinz.
Déterminer les valeurs d’adhérence de f
i)  Quand z — 0.
ii) Quand z — —oc.
iii) Quand z — +o0.

MAEx. 55. — ./limitesconti/exo-55/texte.tex

1
Soit f € €(]0; 1], R) définie par f(z) = sin —. Déterminer les valeurs d’adhérence de f quand z tend vers 0.
x

MAEX. 56. — ./limitesconti/exo-56/texte.tex

Fonctions semi-continues inférieurement et superieurement

Soient E un espace topologique et f € .7 (E, R)

e On dit que f est semi-continue supérieurement (en abrégé s.c.s) si, pour tout a € R, f~1([—oc;a[) est un
ouvert de E.

e On dit que f est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i) si, pour tout a € R, f~*(Ja; +oc]) est un
ouvert de E.

1. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i)  f est continue.
ii) f ests.c.sets.ci.
2. Montrer que la fonction caractéristique d’une partie A de F est s.c.s (resp. s.c.i) si, seulement si, A est fermée (resp.
ouverte).
3. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) fests.cs.
ii) L’ensemble S = {(z, y) € ExR; f(z) <y} est une partie fermée de E x R.
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AEx. 57. - ./limitesconti/exo-57/texte.tex
Soient E un espace topologique et f € #(E, R). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f ests.ci
ii) Pour tout r € Q, f~(Jr; +o0]) est un ouvert de E.

AEx.58 00 _ ./limitesconti/exo-58/texte. tex
Soient E un espace topologique, f, g, fi, i € I, des applications de E dans R semi-continues inférieurement.
1. Prouver que —f est s.c.s.
2. On suppose que f, g sont & valeurs dans R. Montrer que f + g est s.c.i.
Prouver que, si f + g est continue, f et g le sont aussi.
3. Prouver que inf(f, g), sup(fi, ; € I) sont s.c.i.

4. On suppose que f, g sont a valeurs dans Ry Prouver que fg est s.c.i.

MAEx. 59. - ./limitesconti/exo-59/texte.tex
Soient E un espace topologique, f € Z#(E, R). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f ests.c.i

ii) Pour tout = € E, et tout € > 0, il existe V € Vg(x) tel que y € V = f(y) > f(z) —e.

AEx. 60. — ./limitesconti/exo-60/texte.tex
2
Pour n € N, soit f, € €(R,R) définie par f,(t) =e "™ . Prouver que inf(f,) n’est pas semi-continue inférieurement.

AEx. 61. — ./limitesconti/exo-61/texte.tex
Soient E un espace topologique, A une partie de F, f € .%(E,R) semi-continue inférieurement.
Etablir :
sup{f(z) ; x € A} =sup{f(z); z € A}.

AEx. 62. — ./limitesconti/exo-62/texte.tex
Soient E, F deux espaces topologiques, f € #(E, F) ouverte et fermée. Soit g € €(E,[0; 1]).

Poury € F, on pose h(y) = sup [g (f_l(y))}
Prouver que h: f —[0;1], y — h(y) est une application continue (on pourra montrer que h est s.c.s et s.c.i).
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CHAPITRE I I I

CONNEXITE

AEx. 1. — ./connezite/exo-1/texte.tex
Soit E un espace topologique.

1. Soit (A, )y une suite croissante de parties connexes de E. Prouver que UA” est connexe.
n

2. Soit (Bp)y, une suite de parties connexes de E. On suppose que By+1 N B, =0 pour tout n € N. Prouver que UB”

n
est connexe.

AEx. 2. - ./connezite/exo-2/texte.tex
Soient E un espace topologique, A et B des parties fermées de F telles que AN B et AU B soient connexes. Montrer
que A et B sont connexes.

Le résultat précédent est-il encore vrai si ’on ne suppose plus que A et B sont fermées dans E 7

AEx. 3. — . ./connezxite/exo-3/texte.tex
Soit E un espace topologique, A et B des parties connexes telles que AN B = ().
Montrer que AU B est connexe.

AEx. 4. — ./connezite/exo-4/texte.tex
Soient E un espace topologique, A une partie de E, S une partie connexe de E. On suppose que SNA = &, SN°A = &.
Prouver que SNFr(A4) = 2.

AEx. 5. - ./connezite/exo-5/texte.tex
Soient F un espace topologique, A, B des parties de E telles que AN B =, AUB = E. Soit S une partie connexe
de FE telle SNA= @ er SN B = @. Prouver que SNFr(A) =z @, SNFr(B) 2 2.

AEx. 6. — ./connezite/exo-6/texte.tex
Soient E un espace topologique, A une partie de E, S une partie connexe de F.
On suppose que SNA= @, SN°A= 2.
Prouver que SNFr(A4) = 2.

AEx. 7. — ./connezite/exo-7/texte.tex

1. Soient E un espace topologique, C, (C;);cs des parties connexes de E. On suppose que CNC; # & pour tout ¢ € 1.

Prouver que C'U (U C’i> est connexe.
i€l
2. Soient X, Y des espaces topologiques connexes, A une partie de X distincte de X, B une partie de Y distincte de
Y. Montrer que A x B)estunepartieconnexedex X xY.
3. Soient X, Y des espaces topologiques connexes, Z un espace topologique, f € F(X XY, Z). Pourz € X, y €Y,
on note g, € F(Y, Z), hy € #(X, Z) les applications :
Gt ur— (@) ; hy v f(0,).

On suppose que g, et hy sont continues pour tout z € X et tout y € T. Montrer que f(X xY) est une partie
connexe de Z.

AEx. 8. — ./connezxite/exo-8/texte.tex
Soit A une partie fermée de [0; 1] x [0; 1]. Pour z € [0; 1], on pose

L;={y€[0;1] ; (z; y) € A}.

On suppose que, pour tout x € [0; 1], I est un intervalle fermé non vide. Prouver qu’il existe x € [0; 1] tel que x € I,
(on introduira Ay ={z €[0;1] ; suply <z}, Ao ={x€[0;1] ; z <infl,}).
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AEx. 9. — ./connezite/exo-9/texte.tex
Soit F un espace topologique séparé et (C, )y, une suite décroissante de compacts non vides et connexes de E. Prouver
que NCY, est un compact connexe non vide de F.

n

AEx. 10. — ./connexite/exo-10/texte.tex
Soit X un ensemble infini. On note T' ’ensemble des parties A de X qui sont vides ou de complémentaire fini.

a) Montrer que T est une topologie sur X.

b) Prouver que X est connexe, et déterminer (X, R).

AEx. 11. — ./connexite/exo-11/texte.tex
Pour a, b € N* premiers entre eux, on pose U(a,b) =N*N{na+0b; n€Z}.
Soit B ={U(a,b) ; a,b € N*; pged(a,b) =1}.

1. Soient a,b € N*, premiers entre eux, et ¢ = infU(a,b). Etablir :

textpged(a,c) =1 ; Ula,b) =U(a,c) ={na+c; n e N*}.
2. Soient a,b,c,d € N* tels que pged(a,b) = pged(e,d) = 1, U(a,b) NU(c,d) = 0 Montrer qu’il existe e, f € N* tels que

pged(e, f)=1; Ula,b)NU(c,d) =Ul(e, f).

En déduire qu’il existe une topologie 7 et une seule sur N* telle que B soit une base de 7.
Dans la suite, N* est muni de la topologie 7.

3. Soient a,b € N* tels que a # b, p est un nombre premier tel que p > sup(a,b). Prouver que ) = U(p,a) NU(p,b). En
déduire que 7 est séparée.

4. Soient ¢,d € N* tels que pged(c,d) =1 et a € U(e,d). Montrer qu'il existe b € N* tel que
pged(a,b) =1 ; U(b,a) C U(c,d).

5. Soient a,b,c,k € N* tels que pged(a,b) = pged(e,ka) = 1. Montrer que U(a,b) NU(c,ka) = 0 (soit ¢ la fonction
indicatrice d’Euler. D’aprés les hypotheses, il existe ¢ € N* tel que, si ¢ > 1, Al = 1 4 ga. Considérer alors
(b DN + ka et a(bg+ k) +b).

En déduire que si V' un ouvert de N* vérifie VN U(a,b) =0, alors V ne contient aucun multiple de a.

6. Prouver que N* est connexe. On obtient donc un exemple d’ensemble dénombrable, séparé, et connexe.

7. Soit & I'ensemble des nombres premiers. Pour p € &, soit S, 'ensemble des multiples de p appartenant & N*.
Montrer que, pour p € &, S est fermé.

8. Prouver que S2 et {1} n’ont pas de voisinages disjoints.

9. Montrer que & est d’intérieur vide.

AEx. 12. — ./connexite/exo-12/texte.tex
Soit A un ensemble totalement ordonné. On désigne par O I'ensemble des parties de A qui sont réunions d’intervalles
ouverts de A (bornés ou non).

1. Prouver que O est une topologie sur A. Dans la suite, A est muni de la topologie 0. On suppose que A est connexe.

2. Soit M une partie non vide et majorée de A. Prouver que M admet une borne supérieure.

Successeur

On dit que y € A est successeur de x € A si x < y, et si |x; y[ = &. Montrer qu’aucun point de A n’admet un
successeur.

AEx. 13. - ./connezite/exo-13/texte.tex
Un espace topologique F est dit totalement discontinu , si pour tout z de E, la composante connexe de z est réduite
a {z}.

Montrer que Q est totalement discontinu.
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MAEx. 14. — ./connexite/exo-14/texte.tex
1. Soient F un espace topologique, A une partie connexe , non vide, ouverte et fermée de E. Prouver que A est une
composante connexe de F.

2. Donner un exemple d’espace topologique E et d’une composante connexe Ade E non ouverte.

AEx. 15. - ./connezite/exo-15/texte.tex
Soit E un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Les composantes F connexes de F sont ouvertes.
2. Tout point z € F possede un voisinage qui est contenu dans tout ensemble ouvert et fermé et contenant z.

3. Pour tout x € E, I'intersection des parties de F/, contenant x a la fois ouvertes et fermées est un ouvert de E.

AEx. 16. - ./connezite/exo-16/texte.tex
Soient E un espace topologique, A un fermé de E, U une composante connexe de “A. Montrer que AUU est fermé
dans E.

AEx. 17. — ./connexite/exo-17/texte.tex
Soit E un espace topologique. Pour = € E, C, désigne la composante connexe de = dans F.
Pour z, y € E, on note x ~ y s’il n’existe pas d’ouverts U, V de F tels que :

E=UUYV, Unv =g, zeU, yeV.
1. Prouver que ~ est une relation d’équivalence sur E. On note @, la classe d’équivalence de z, et on dit que @, est
la quasi-composante connexe de = dans E.
2. Montrer que Cy C Q.
3. Montrer que @, est l'intersection des parties de E contenant x, et qui sont a la fois ouvertes et fermées dans F.
4. Soient E et F' des espaces topologiques, z, v € E, y, v € F. On suppose que Qy = Qu, Qy = Qo.

Prouver que Q 4, ) = Q(u,v)-
5. Donner un exemple ou @  # Cj.

AEx.18. 0000 ./connezite/exo-18/texte. tex
Soient F un espace localement connexe, A une partie de F, C' une composante connexe de A.
1. Montrer que C=CnA.
2. Prouver que Fr(C) C Fr(A), et que si A est ouvert dans E, ANFr(C) =@.
3. On suppose que A est fermé dans E. Montrer Fr(C) = C NFr(A).

AEx. 19. — ./connexite/exo-19/texte.tex
Soient E un espace localement connexe, A une partie de E, et S une partie de A, connexe et ouverte dans A.
Montrer qu’il existe un ouvert un connexe U de E tel que S =ANU.

AEx. 20. — ./connexite/exo-20/texte.tex
Soit F un espace localement connexe non connexe. Montrer que 1’on réalise une partition de E en deux ouverts U et
V en prenant pour U une composante connexe de F, et pour V la réunion de toutes les autres composantes connexes
de E.

AEx.21. 0000 ./connezite/exo-21/texte. tex

Soit E un espace topologique.

Pour a € FE, on note A(a) 'ensemble des points x de E pour lesquels il existe une fonction continue de [0; 1] dans F

vérifiant f(0) =a et f(1) =x.

Montrer que la relation bZa est une relation d’équivalence sur E. En déduire que A(a) est connexe par arcs.

On dit que A(a) est la composante connexe par arcs de a dans F.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) FE est connexe par arcs.

ii) FE est connexe, et tout point de E posséde un voisinage connexe par arcs.

Prouver que tout ouvert connexe de R" est connexe par arcs.
b)
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MAEx. 22. - ./connezite/exo-22/texte.tex
Soit E la partie de R? définie par E = (Q x [0;1]) U (R x {0}).

1. Montrer que E est connexe par arcs.

2. Prouver que F n’est pas localement connexe.

AEx. 23. — ./connexite/exo-23/texte.tex

1. Soient n un entier supérieur ou égal & 2, et a € R™. Montrer que R" — {a} est connexe par arcs.

2. Montrer que, pour n > 2, R et R" ne sont pas homéomorphes.

©-. Si n #p, il est encore vrai que R™ et R? ne sont pas homéomorphes, mais ce résultat est beaucoup plus difficile
a établir.

AEx. 24, — ./connexite/exo-24 /texte.tex
Soient A I’ensemble des points de R? ayant au moins une coordonnée irrationnelle et B I’ensemble des points de R?
qui ont leurs deux coordonnées irrationnelles.

1. Soient u, v € R, Dy, = {({u} xR) x (R x {v})}. Montrer que D, , est connexe par arcs. En déduire que A est
connexe par arcs et localement connexe.

2. Montrer que B n’est ni connexe, ni localement connexe.

AEx. 25. — ./connexite/exo-25/texte.tex
1
Soit A la partie de R? définie par A = {(x, y) eR?; reRY ; y= sin—}.
x

1. Déterminer A. Prouver que A et A sont connexes.
2. Prouver que A est connexe par arcs, et que A n’est pas connexe par arcs.

3. Montrer que A est localement connexe.

11
4. ANR
soit U = AN( x} 3 2{)

11
Montrer que {0} x ] —5i3 [ est la composante connexe de (0, 0) dans U et que cet ensemble n’est pas ouvert dans

U. En déduire que A n’est pas localement connexe.

AEx. 26. — ./connexite/exo-26/texte.tex
Soient E1, ..., E, des espaces topologiques non vides, FE ’espace topologique produit.
1. E est connexe si, et seulement si, F1, ..., F, sont connexes.
2. Soient z; € F;, C; la composante connexe de z; dans E;, 1 <i<n, z= (21, ..., &p), C la composante connexe de
x dans F.
Montrer que C'=Cp x --- x Cj,
3. Montrer que F est connexe par arcs si, et seulement si, F1, ..., E, sont connexes par arcs.
4. Prouver que F est localement connexe si, et seulement si, F, ..., E, sont localement connexes.
AEx. 27. — ./connexite/exo-27/texte.tex

Soit D une partie dénombrable de R2.
Montrer que R? — D est connexe par arcs (si a € R? — D, on montrera qu’il existe une infinité de droites de R,
contenant a, et ne contenant aucun point de D).

AEx. 28. — ./connexite/exo-28/texte.tex
Soit A la partie de R définie par A = {— i me N*}
1

n

pour n inN*.

On définir f:N— AU{0} par f(0)=0et f(n)=

1. Prouver que A= AU{0}., et que f est continue.

2. Prouver que A et N sont localement connexes mais que A n’est pas localement connexe.
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AEx. 29. - ./connezite/exo-29/texte.tex
Soit E=(Qx [0;1])U(Q x [~1;0]) C R
1. Montrer que E est connexe par arcs.

2. Prouver que F n’est pas localement connexe.

AEx. 30. — ./connezite/exo-30/texte.tex
Pour A € R, on pose Sy = {(z, A\z) ; 0<z <1}
Soient A = ﬂ S1/n, B =S0. Montrer que b =A
neN*
AEx. 31. - ./connezite/exo-31/texte.tex

Soient I un intervalle fermé et borné de R et f € (I, I).
1. Montrer que f posséde au moins un point fixe.

2. On suppose que fest un homéomorphisme de [a; b] sur lui méme. Etablir :
(f@=a e fB)=b) ou (fl@=b et fb)=a).

AEx. 32. - ./connezite/exo-32/texte.tex
Soient E un espace topologique, F un espace topologique séparé, T € .Z(E, F). On suppose vérifiées les conditions
suivantes :

i)  Pour toute partie connexe A de E, f(A) est une partie connexe de F.
ii) Pour tout y € F, f~1(y) est une partie connexe de E.
Montrer que, pour tout y € F, f~'(y)est une partie fermée de E.

AEx. 33. - ./connezite/exo-33/texte.tex
Soient E, F' des espaces topologiques, f € % (FE, F) , continue, ouverte et surjective. On suppose que, pour tout y € F,
f~(y) est une partie connexe de E.

Soient B une partie de F', A= f 71(3). Prouver 1’équivalence des conditions suivantes :
i) B est connexe.

ii) A est connexe.

AEx. 34. - ./connezite/exo-34/texte.tex
Soient E un espace topologique, a? € E, f € Z(E, R). on dit que f admet un maximum (resp. un minimum ) relatif
en a §'il existe V € Vg(a) tel que f(z) < f(a) (resp. f(x) > f(a)) pour tout x € V.

On dit que f admet un extrémum relatif en a si f admet un maximum ou un minimum relatif en a.
Soient I un intervalle de R, f € €(I, R). On suppose que f admet un maximum relatif en tout point de I. Montrer
que est constante.

MAEx. 35. - ./connezite/exo-35/texte.tex
Soient a, b € R tels que a < b, f € €([a; ], R).
1. Pour z € [a}; b], on pose g(z) =sup{f(t) ; a <t <b}. Montrer que g est continue.
2. soit ¢ € Ja; b[ en lequel f admet un maximum (resp. minimum) relatif.
Montrer qu’il existe € > 0o tel que g soit constante sur [c; ¢+ €[ (resp. Jc—€; ¢]).
Dans la suite, on suppose que f admet un extrémum relatif en tout point de [a;b]. Soient m, M les bornes de
bornes de g sur [a; b].
3. On suppose m < M. Montrer que pour tout X € Jm; M|, Iy = g~ *(\) est un intervalle d’intérieur non vide. En
déduire que |m ; M| s’injecte dans @Q, donc que 'hypothése m < M est absurde.

4. Montrer que f est constante.
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AEx. 36. - ./connezite/exo-36/texte.tex
Soient K un corps commutatif, n € N*,
On désigne par GLj,(K) (resp. SL,(K)) Pensemble des (n x n) matrices sur K de déterminant non nul (resp. de
déterminant égal & 1). On pose :

GLI ={M eM,(K);  detM >0}, GL, ={M &M, (K);  detM <0},
On note (M;;); ; la base canonique de M, (K). Pour n>2, A€ K, 1 <i#j <n, soit B;;(\) =1, + AM;;.
Soient St = {1}, Sn = {Bi;(\) ; 1<izj<n; ANEGK}.

Soit P, 'ensemble des produits d’éléments de S,.
1. On suppose n > 2. Soit A € GL,(K). Montrer qu’il existe C € P,, tel que la premiére ligne de AC' soit égale a
(1,0, ..., 0).
En déduire qu'’il existe D € P, tel que
A =[diag(1, ..., 1, det(A))] D.

2. Prouver que GL,(C), SL,(C), SL,(R) sont connexes par
3. Montrer que GL,(R) n’est pas connexe.

4. Montrer que les composantes connexes de GLy,,(R) sont GL"(R) et GL,, (R) et que ces composantes connexes sont
connexes par arcs.
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CHAPITRE IV

COMPACITE

AEx. 1. — ./compacite/exo-1/texte.tex
Soit F un espace topologique.

Définition

On dit que E est un espace de Lindelofsi, de tout recouvrement ouvert de F, on peut extraire un sous-
recouvrement dénombrable.

1. Soit E un espace de Lindel6f et F' un fermé de E. Prouver que F est un espace de Lindel6f.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  Tout sous-espace de E est un espace de Lindelof.

ii) Tout ouvert de E est un espace de Lindelof.

3. Soient F un espace topologique et f € €(F, F). Montrer que si E est un espace de Lindeldf, il en est de méme de
f(E).
4. Soit (Fy), un suite de sous-espaces de Lindelof de E, et F' = UF"' Prouver que F' est un espace de Lindel6f.
n
5. On suppose que F est espace de Lindelof séparé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) FE est compact.

ii) Toute suite de points de E posséde au moins une valeur d’adhérence.

AEx. 2. — ./compacite/exo-2/texte.tex
Soit E un espace topologique. Montrer que les condition suivantes sont équivalentes :

i)  De toute famille de fermés de E d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide.

ii) Toute base de filtre sur E admet au moins une valeur d’adhérence.

iii) Tout ultrafiltre sur F converge.

En déduire qu'un espace topologique séparé est compact, si et seulement si, il vérifie les conditions précédentes.
AEx. 3. — ./compacite/exo-3/texte.tex

Soient E1, ..., E, des espaces topologiques non vides, £ = E; X --- X E,, 'espace produit, p; : E — E; les surjections
canoniques, 1 <7 < n.

1. Soit U un ultrafiltre sur E. Montrer que p;(U) est un ultrafiltre sur Ej.

2. Prouver que U converge si, et seulement si, p1(U), ..., pn(U) convergent.
3. Montrer que E est compact si, et seulement si, F1, ..., E, sont compacts.
AEx. 4. — ./compacite/exo-4/texte.tex

Soient E un espace topologique, F' un espace compact, f € F(E, F),p: ExXF — E, q: E x F — F les surjections
canoniques.

1. Soient A un fermé de xF, z € p(A), U ={(VxF)NA; V eVg(x)}. Prouver que U est une base de filtre sur
E x F. Montrer que ¢(U) a une valeur d’adhérence y suivant U. Montrer que (z, y) € A.

En déduire que p est une application ouverte.
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i)  f est continue.
ii) le graphe de f est fermé dans E x F.
@-. 0n comparera avec II, exercice 40.
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AEx. 5. - ./compacite/exo-5/texte.tex
Soient E un espace topologique séparé et (an) une suite de points de E de limite a € E. Montrer que A =
{a, ag, a1, ..., an, ...} est une partie compacte de E.

AEx. 6. - ./compacite/exo-6/texte.tex
Soient E un espace topologique séparé, (Kp),en une suite décroissante de compacts non vides de E, K 1'Intersection
des K,,. Montrer que K est non vide. Soit U un ouvert de E tel que K C U. Montrer qu’il existe n € N tel que K, C U.

AEx. 7. — ./compacite/exo-7/texte.tex
Soient E un espace topologique séparé, A, B des parties de Etelles que ANB = g.

1. On suppose que A et B sont compactes. Montrer qu’il existe des ouverts U et V' de F tels que :
AcU, BcCV, UnV=g.

(on traitera d’abord le cas ot A est réduit & un point).

2. On suppose que E est régulier, que A est compacte, et que B est fermée. Prouver que le résultat 1 est encore vrai.

AEx. 8. — ./compacite/exo-8/texte.tex
Soit E un espace topologique séparé et (U;);c; une base d’ouverts de F.
On suppose que de tout recouvrement ouvert de F par des U;, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Prouver
que E est compact.

AEx. 9. - ./compacite/exo-9/texte.tex
Soient E un espace compact infini, et A la diagonale de E x E. Montrer qu’il existe une partie dénombrable A de
E X E telle que ANA=9, ANA=02.

AEx. 10. — ./compacite/exo-10/texte.tex
Soit E un espace séparé dans lequel tout point possede un systéme fondamental de voisinages a la fois ouverts et
fermés.

Soit F' une partie de E et A une partie de F' ouverte dans F'. Montrer qu’il existe une partie B de F a la fois ouverte
et fermée vérifiant A= BNF.

AEx. 1. — ./compacite/exo-11/texte.tex
On munit R de la topologie dont les ouverts sont (), R, et les parties de R de complémentaire fini ou dénombrable.

1. Montrer qu'une partie de R est séparée si, et seulement si, elle est finie ou dénombrable.

2. Déterminer les parties compactes de R.

AEx. 12. - ./compacite/exo-12/texte.tex
On conserve les hypotheses et notations de III, exercice 11.

1. Vérifier que U(3, 2)U U U(p, 1) est un recouvrement ouvert de N*.
peEP
2. Montrer que N* n’est pas compact.

AEx. 13. — ./compacite/exo-18/texte.tex
Soient E un espace topologique, F' un espace compact, G un espace séparé, f € €(FE x F, G). On suppose que, pour
tout x € E, 'application de F' dans G définie par y — f(z, y) est injective. Soit zg € G.

1. Prouver que 'ensemble Ey des x € E tels que 'équation zg = f(x, y) ait une solution est un fermé de E.

2. Montrer que la solution y = ¢(x) de ’équation précédente est une fonction continue de Ey dans F.

AEx. 14. — ./compacite/exo-14 /texte.tex
Soient X, Y des espaces topologiques séparés, f € €(X, Y), (Fn)nen une suite décroissante de compacts de X.

1. Prouver que f <ﬂ Fn> - ﬂ F(Fn).

neN neN
2. Le résultat subsiste-t-il si 1’on suppose seulement que les F), sont fermés dans X.

3. On suppose que X est compact et non vide. Montrer que, si g € €(X, X), il existe un compact K de X tel que
9(K) =K.
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AEx. 15. - ./compacite/exo-15/texte.tex
Soient X, Y, Z des espaces topologiques séparés, f € €(X xY, Z), A et B des compacts de X et Y, G un ouvert de
Z. On suppose que f(A x B) C G.

Montrer qu'’il existe des ouverts U et V de X et Y tels que ACU, BCV, f(UxV)CG.

AEx. 16. - ./compacite/exo-16/texte.tex
Soient E un espace compact et F' un sous-ensemble de ¥’ (E, R) vérifiant les conditions suivantes :

i) sif, g€ F, alors fgeF.
ii) Pour tout x € E, il existe V € Vg(x), fz € F, tels que fz|V; =0.
Prouver que la fonction nulle sur E appartient a F'.
AEx. 17. - ./compacite/exo-17/texte.tex

Soient F un espace compact et f1, ..., fn des éléments de €(FE, GR). On suppose que fi, ..., fn séparent les points
de E. Montrer que F est homéomorphe & une partie de R™.

AEx. 18. — ./compacite/exo-18/texte.tex

1. Construire une surjection continue de [0; 1] sur [0; 1].

2. Existe-t-il une surjection continue de [0; 1] sur [0; 1[?

AEx. 19. — ./compacite/exo-19/texte.tex
Soient E un espace compact, F' un espace topologique séparé, f € € (E x F, R). Pour y € F, on pose :

M(y)=sup{f(z, y); z€E}, mly)=inf{f(z,y); zeE}.
Montrer que M et m définissent des applications continues de F' dans R.

AEx. 20. — ./compacite/exo-20/texte.tex
Soient E un espace compact et f € Z(E, R).

1. On suppose que f est semi-continue supérieurement. Montrer que f atteint son maximum.

2. On suppose que f est semi-continue inférieurement. Montrer que f atteint son minimum.

AEx. 21. - ./compacite/exo-21/texte.tex
Soient E, F des espaces séparés, f € F(E, F) une application surjective et fermée. On suppose qu, pour tout y € F,
1 (y) est un compact de E.

1. Soit K un compact de F. Montrer que f~(K) est un compact de E.

2. On suppose que F' est compact. Prouver que f est continue.

AEx. 22. — ./compacite/exo-22/texte.tex
Soit E un espace topologique séparé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) E est localement compact.

ii) Il existe un recouvrement ouvert (U;);cs de E tel que U; soit compact pour tout i € I.

AEx. 23. - ./compacite/exo-23/texte.tex
Soient F un espace localement compact, F' un espace séparé, f € .%(E, F') continue et ouverte. Prouver que f(E) est
localement compact.

AEx.24. ./compacite/exo-24 /texte. tex
Soient E un espace séparé, A une partie de E. On considére les assertions suivantes :
i) A est localement compacte.
ii) A est localement fermée.
1. Montrer que i) = ii). Prouver que si E est localement compact, alors ii) = i).

2. Soit X une partie dense de E. Montrer que, si X est localement compacte, alors X est une partie ouverte de FE.
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AEx. 25. - ./compacite/exo-25/texte.tex
Soient E un espace localement compact, F' un espace séparé, et f € F(FE, F), continue, surjective. et ouverte.
Soit K un compact de F. Montrer qu’il existe un compact C' de E tel que f(C) = K.

MAEx. 26. - ./compacite/exo-26/texte.tex
Soient E un espace localement compact, K un compact de E, et F' un fermé de E tels que & =K NF.
Montrer qu’il un existe un ouvert U de E tel que k CU et UNK = @.

MAEx. 27. — ./compacite/exg—27/tea:te,tea;
Soient, £ un espace topologique séparé et w un élément n’appartenant pas a E. On définit une topologie sur £/ = EU{w}
en prenant pour ouverts les ouverts de E et les complémentaires dans F des parties compactes de F.

1. Prouver que de tout recouvrement ouvert de F, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est séparé.

ii) FE est localement compact.

AEx. 28. — ./compacite/exo-28/texte.tex
Soient F, F' des espaces topologiques, f € Z.

Fonctions de type (T)

On dit que f est de type (T) si f est continue, et si, pour tout compact K de F, f_l(K) est un compact de F

1. Prouver quun homéomorphisme est de type (T).
Dans la suite, on suppose que E est séparé, que F est localement compact, et que f est de type (T).
2. Prouver que E est localement compact.

3. Montrer que f est fermée.

AEx. 29. - ./compacite/exo-29/texte.tex
On désigne par E un espace topologique localement compact.
1. Soit K un compact de E. Prouver que K possede un systéeme fondamental de voisinages compacts.
Dans la suite, ,on suppose qu’il existe une suite (Hy),ecn de compacts de E dont la réunion est égale & E
@-. On dit alors que E est dénombrable & I'infini ou que E est o-compact ).
2. Prouver les assertions suivantes :
i) il existe une suite (Up),en d’ouverts relativement compacts de E, recouvrant E, et tels que U, C Up11 pour
tout n € N.
ii) Il existe une suite (K, )nen de compacts de E, recouvrant E, et tels que K, C f(n+1 pour tout n € N.
3. Soient (Up)nen et (Kn)nen des suites vérifiant les propriétés 2i et 2ii de 2. Soit K un compact de E. Montrer qu’il
existe n € N tel que K C Uy, (resp. K C Kj).
Soit f € Z#(F, R) Montrer que f est continue, si et seulement si, f|K, est continue pour tout n.

MAEx. 30. — ./compacite/exo-30/texte.tex
Soient E un espace compact, x € E, C la composante connexe de x dans E, et D la quasi-composante connexe de x

dans F.
On rappelle que D est l'intersection des parties de E qui sont & la fois ouvertes fermées et qui contiennent z. On a
C C D (voir III, exercice 17).
On veut prouver que C'= D. On raisonne par ’absurde, et on suppose que C = D.
1. Prouver qu’il existe des fermés disjoints, non vides F; et Fs tels que D = F1 U F>.
2. Montrer qu’il existe des ouverts disjoints Uy et Us tels que F1 C Uy, F» C U2.
3. Prouver que C est contenu dans 'un ces F;, i =1, 2.
On supposera dans la suite que C' C F7.

34
Retour page 1



35

4. Soit S l'ensemble des parties de F qui contiennent x, et qui sont a la fois ouvertes et fermés.

Montrer que (A)4¢cg constitue un recouvrement ouvert de Uy U Us).
n
En déduire qu’il existe Ay, ..., A, € 5 tels que A= ﬂ A; UL UUs.
i=1
5. Prouver que D C ANU;z. En déduire une contradiction, et montrer ainsi que C = D.

6. Prouver que C possede un systéme fondamental de voisinages qui sont a la fois ouverts et fermés dans F.
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CHAPITRE V

ESPACES METRIQUES

AEx. 1. — ./espacesmetriques/exo-1/texte.tex
Soient E un espace métrique, a € F, et F' 'ensemble des fermés non vides de E.
Pour A, B € F, on pose

da(A, B):sup{|d(x, A) —d(z, B)|e~d@ ), er}.

a) Montrer que d, est une distance sur F.

b) Soient a, b € E. Montrer que d, et d; définissent la méme topologie sur E.

AEx. 2. — ./espacesmetriques/exo-2/texte.tex
Soit F un espace métrique possédant une base dénombrable d’ouverts (Uy)pen. Si A est une partie de E, on pose
Bn(A)=1siU,NA=0, Br(A)=0si U,NA=2 et

+oo
B(A) = 27"Bu(A).
n=0

Soient A et B des parties de E telles que A C B. Montrer que 5(4) < 5(B).
Montrer que 3(A) = B(A) pour tout partie A de E.
Soient A, B des parties de E. Etablir : 3(AUB) < 8(A) + B(B).

Soient A et B deux parties de E telles que A C B, A= B. On suppose que A est fermée de F.
Montrer que S(A) < B(B).

Ll A

AEx. 3. - ./espacesmetriques/exo-3/texte.tex
Soient E un espace métrique, d une distance sur E, et f € €(F, R). Pour z, y € E, pose D(z,y) = d(z, y)+

[f(z) = f(y)l-

1. Montrer que D est une distance sur E.

2. Prouver que D et d définissent la méme topologie sur E.

AEx 4. — ./espacesmetriques/exo-4 /texte.tex
Soient X un ensemble et d une distance sur X. Pour x, y € E, on pose D(z, y) = min(1, d(z, y)).
Montrer que D est une distance sur X.

AEx. 5. - ./espacesmetriques/exo-5/texte.tex
Soient dj, ..., dy des distances sur un ensemble X, a1, ..., an € R4 non tous nuls. Pour z, y € X, on pose d(z, y) =

n
Zaidi (Ia y)
i=1

Montrer que d est une distance sur X.

AEx. 6. — ./espacesmetriques/exo-6/texte.tex
Soient Eq, ..., Ep des espaces métriques E = Fq x --- x E, l'ensemble produit. Pour z = (z1, ..., 2,) € E, y =
(y1, ---, yn) € E, on pose

n n
di(z, y)= | D A2 (@i, yi), da(w, y)=sup{di(zi, yi) ; 1<i<n}, da(x, y) =Y di(zi, yi)-
i=1 i=1

Montrer que dy, dg2, d3 sont des distances sur F qui définissent la mene topologie.
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AEx.7. 000000 ./espacesmetriques/exo-T/texte.tex
Soit E=[0;1]. Pour z, y € E, on pose d(z, y) = |z —y| et D(z, y) = [vz — /|-
1. Prouver que d et D sont des distances sur E définissant la méme topologie.
2. Existe t-il k € Ry tel que D(z, y) < kd(z, y) pour tout z, y € E.

AExs 000 ./espacesmetriques/exo-8/texte.tex
Soient X un ensemble, d une distance sur X, f € (R4, Ry) vérifiant les propriétés :
i) f(0)=0, f(z) e RY siz=0.
ii) f est croissante et continue en 0.
iii) f(u+v) < f(u)+ f(v) pour tout u, v e Ry
Pour z, y/inX, on pose D(z, y) = f[d(z. y)]. Montrer que D est une distance sur X, et que d et D définissent la
méme topologie.

AEx. 9. - ./espacesmetriques/exo-9/texte.tex
1 1
Soit E =10; 1[. Pour z, y € E, on pose d(z, y) =|— — —’.
Ty
1. Montrer que D est une distance sur F, et que la topologie sur E définie par d est la topologie usuelle de E.

2. Existe t-il une distance d sur R telle que D(z, y) =d(z, y) pour tous z, y € E'?

AEx.10. ./espacesmetriques/exo-10,/texte. tex
Soit E un espace métrique. Si A est une partie de F, on note 6(A) son diametre. pour A, B parties non vides de F,
on pose d(A, B) =inf{d(a, b) ; a € A,b € B}.

1. Soient A, B des parties de E. Etablir :
i)  d(A) =0 si, et seulement si, A contient au plus un point.
ii) Si AC B, alors 6(A) < d(B).
iii) 0(A) =d(A).
iv) Si ANB =@, alors 6(AUB) < 6(A) +4(B).
2. Soient A, B, C des parties non vides de E. Etablir :
i) d(4, B) = d(A, B). Donner un exemple de deux parties fermées A et B de R? telles que ANB = & et
(A, B)=0.
ii) d(A, C)<d(4, B)+d(B, C)+4(B).
iii) d(4A, BUC)=min[d(A4, B), d(A, C)].
iv) d(4, C)<d(A, B)+d(AUB, C)+4(B).
v) SiACBCA, onad(a, A)=d(a, B)=d(a,A) pour tout a € E.

)

AEx. 11. — ./espacesmetriques/exo-11/texte.tex
Soient E un espace métrique, A une partie non vide de F, et f une application k-lipschitienne de A dans R.
Pourz € E, y € A, on pose fy(x) = f(y) — kd(z, y).
1. On pose, pour z € E : g(xz) =inf{fy(x) ; y € A}. Montrer que g(z) € R pour tout z € E.
2. Prouver que g définit une application k-lipschitzienne de E dans R telle g, = f.

AEx. 12. - hypertargetchap5ex012 ./espacesmetriques/exo-12/texte.tex
Soit E un espace métrique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) E est séparable.
ii) E est base dénombrable.

AEx. 13. - ./espacesmetriques/exo-13/texte.tex
Soient E un espace métrique, A une partie non vide de E. Pour r € R’ , on pose :
B(a, r)={z € E; d(z, A) <r}.
1. Montrer que B(A, r) = UAB(:E, T).

S

2. Etablir : A= U B(A, 7).
>0
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MAEx. 14. — ./espacesmetriques/exo-14 /texte.tex
Soient f, g€ €([—1;+1], R). Pour u € R, on pose h(u) =sup{|f(z) +ug(x)| ; x € [-1;+1]}.
Prouver que h est uniformément continue sur R.

AEx. 15. — ./espacesmetriques/exo-15/texte.tex
Soient E un espace métrique et F' une partie non vide de E. Pour r € R% , on pose :

Vir)={zeFE; dz, F)<r|.

1. Prouver que, pour 7 € R% | V(r) est une partie ouverte de F.

2. On suppose que est compact. Montrer que les V(r), r € R;, forment un systéme fondamental de voisinages de F’
dans E.

3. Si 1’on suppose seulement que F' est fermé dans E. le résultat de2 est-il encore vrai?

AEx. 16. — ./espacesmetriques/exo-16/texte.tex
Soit E un espace métrique dans lequel toute boule fermée est compacte.

1. Prouver E que est complet.

2. Montrer qu’une partie de E est compacte si, et seulement si, elle est fermée et bornée.

AEx. 17. — ./espacesmetriques/exo-17/texte.tex
Soient E un espace métrique compact et u € #(FE, E) (non supposée continue) vérifiant

d(z, y) <d[u(z), u(y)] pour tout z, y € E.

1. Soient z, y € E. On pose xg =z, Y0 =Y, Tn+1 = u(Zn), Ynt1 = u(yn), n € N. Prouver que, dans F x E, (z, y) est
un point adhérent a la suite ((zn, yn))nen- En déduire que u est une isométrie.

2. Montrer que u(F) = E.

3. Si l'on ne suppose plus que E est compact, une isométrie de E dans lui-méme est-elle nécessairement surjective ?

AEx. 18. — ./espacesmetriques/exo-18/texte.tex
Soient E un espace métrique, F' un espace séparé, et u € #(E, F). Prouver I’équivalence des conditions suivantes :

i) w est continue.

ii) la restriction de u & tout compact de E est continue.

AEx. 19. - ./espacesmetriques/exo-19/texte.tex
Soient E un espace métrique compact et u une application de E dans lui méme vérifiant d [u(z), u(y)] < d(z, y) pour
tous points distincts x et y de F.

Montrer que u possede un unique point fixe.

AEx. 20. — ./espacesmetriques/exo-20/texte.tex
Soit E un espace métrique localement compact.

1. Soit z € E. Montrer qu'il existe r € R’} pour lequel la boule fermée B'(z, r) est compacte.
2. Pour z € E, on pose r(x) = sup{r eRY ; B(z, r) est compacte}.
On suppose que r(z) < 400 pour tout z € E. Montrer que |r(x) —r(y)| < d(z, y) pour tous z, y € E.

AEx. 21. — ./espacesmetriques/exo-21/texte.tex
Soient E, F des espaces métriques compacts.

1. Soit u € Z(E, E) une isométrie. Pourz € E, on pose zo = 2, Tp+1 = u(xy), n € N. Montrer que = est valeur
d’adhérence de la suite (2, ),en+. En déduire que u est surjective.

2. On suppose qu’il existe des isométries f F(E, F), g€ Z(F, E). Prouver : f(E)=F, g(F)=E.

MAEx. 22. — ./espacesmetriques/exo-22/texte.tex
Soient E un espace métrique compact, F1, ..., F, des fermés non vides de E d’intersection vide.
Montrer qu’il existe a € R} vérifiant la propriété suivante :
pour toute partie A de E vérifiant ANF; =@ pour i =1, ..., n le diametre de A est au moins égal a a.
39
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MAEx. 23. — ./espacesmetriques/exo-23/texte.tex
Montrer que tout espace métrique compact contient un ensemble dénombrable dense.
En déduire qu'un espace métrique compact est fini, ou dénombrable, ou a la puissance du continu.

AEx. 24, — ./espacesmetriques/exo-24 /texte.tex
Soient F un espace métrique compact et P*(E) I'ensemble des parties non vides de F.

1. Soit T': E — P*(E) une application telle que, pour tous z, y € E, a € T(z), b € T'(y), on ait d(z, y) < d(a, b).
Montrer que pour tout € E , T'(z) est réduit & un point, et que T induit une isométrie de E dans lui-méme.

2. Soit uw € Z(E, E) une surjection telle que d[u(z), u(y)] < d(z, y) pour tous z, y € F Prouver que u est une
isométrie.

MAEx. 25. - ./espacesmetriques/exo-25/texte.tex
Soient E, F des espaces métriques, f € €(F, F) et A une partie relativement compacte de E.
Prouver que f(A) est une partie relativement compacte de F.

AEx. 26. — ./espacesmetriques/exo-26/texte.tex
Soit E un espace métrique. Pour toute partie non vide A de E, et pour x € E, on pose

fa(z) =d(z, A) =inf{d(z, y) ; y € A}.
1. Soit A une partie non vide de E. Montrer que f4 est une application uniformément continue de E dans R. Etablir :
oy =4

2. Soient A, Bdes parties non vides de E telles que AN B = AN B = @. En utilisant 'application f4 — fg, montrer
qu’il existe des ouverts U et V de E telsque ACU, BCV,UNV =a2.

3. Pour A, B parties non vides de E, on pose A(A, B) =inf{d(z, y) ; x € A, y € B}.
Prouver que A(A, B) =inf{f4(y) ; y € B} =inf{fp(z) ; x € A}.
4. Soient A, B des parties non vides de F.

a) On suppose que A est compacte. Montrer qu'’il existe zg € A tel que A(A, B) = fp(xo).
b) On suppose A et B compactes. Prouver qu’il existe (ug, vo) € A X B tel que A(A4, B) = d(uo, vo)-

AEx. 27. — ./espacesmetriques/exo-27/texte.tex
Soient un E espace métrique et K l'ensemble des parties compactes non vides de e. Pour a € F, on note k, partie {a}
de E. On a donc k, € K -

Pour A, B € K, on pose :

O(A, B)=sup{d(z, B); z€ A} ; D(A, B)=sup{©(A4, B); ©(B, A)}.

1. Soient A, B € K.
a) Montrer que ©(A4, B) < +o0, et qu’il existe x € A tel que O(A, B) =d(z, B).
b) Montrer que ©(A, B) =0 si, et seulement si, A C B.
¢) Soit C € K. Montrer que (A, C) < ©(4, B)+0(B, C). En déduire que D est une distance sur K.
Dans 1la suite, K est muni de la distance D. On définit une partie F' de K par :
= ngkm
2. Soient A, BE K, r € Ri. Montrer que D(A, B) < r si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées :
i) Pourxe A, il existe y € B tel que d(z, y) <.
ii) Pour y € B, il existe z € A tel que d(zx, y) <.

3. Soit C' € K tel que C € F. Prouver que C est réduit & un point. En déduire que C est une partie fermée de I'espace
métrique K.
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MAEx. 28. — ./espacesmetriques/exo-28/texte.tex

1. Soient E un espace compact, F' un espace, séparé, f € €(E x F, R). Pour € F, on pose :

M(y)=sup{f(z, y); z€E}; my)=inf{f(z,y); zeck}.

Montrer que M et m définissent des applications continues de F' dans R.
2. Soit F un espace compact. Prouver I’équivalence des conditions suivantes :

i) Tlexiste f € €(ExF, R) vérifiant : f(x, y) = 0+— x =y (on pourra poser d(z, y) =sup{|f(z, t)— f(y, t)| ;
et utiliser 1 pour établir i=- ii).

ii) E est métrisable (c’est-a-dire que la topologie de E peut étre définie par une distance).

AEx. 29. - ./espacesmetriques/exo-29/texte.tex
Soit E un espace métrique. On suppose que toute u € € (E, R) est bornée. Montrer que toute u € ¢ (E, R) atteint ses
bornes sur E.

AEx. 30. - ./espacesmetriques/exo-30/texte.tex
Soient E un espace topologique et A une partie de F.

On dit que A est un Fy, (resp. un Gy) si A est une réunion dénombrable de fermés de E (resp. une intersection
dénombrable d’ouverts de E).

1. Prouver que le complémentaire d’un F, est un Gy et inversement.
2. Montrer que dans un espace métrique, tout ouvert (resp. fermé) est un F,, (resp. un Gy).

3. Donner, dans R un exemple de partie A qui soit un Fy, mais qui ne soit ni ouverte, ni fermée

MAEx. 31. — ./espacesmetriques/exo-31/texte.tex
Soit E un espace métrique connexe dont la distance est non bornée.
Montrer que toute sphere de E est non vide. En déduire que E a au moins la la puissance du continu.

AEx. 32. — ./espacesmetriques/exo-32/texte.tex

1. Dans un espace métrique E, toute suite de Cauchy est bornée.

2. Donner un exemple d’espace métrique E et d’une suite bornée (uy,), dans E vérifiant la propriété suivante : aucun
suite extraite de (uy)n n’est de Cauchy.

MAEx. 33. — ./espacesmetriques/exo-33/texte.tex
Soient E, F des espaces métriques, f € % (F, F) uniformément continue. On suppose que f est bijective et que f -1
est continue.

Montrer que, si F' est complet, E ’est aussi.

MAEx. 34. - ./espacesmetriques/exo-34/texte.tex
Soient E, F des espaces métriques et f un homéomorphisme de E sur F. On suppose qu'il existe a € R tel que
d(z, y) <ad[f(z), f(y)] pour tous z, y € E. Montrer que si E est complet, F' l'est aussi.

AEx. 35. — ./espacesmetriques/exo-35/texte.tex
Donner un exemple d’espaces métriques E, F et d’une application f € .#(E,F) vérifiant :

i) f est un homéomorphisme de F sur F. sur F.
ii)  f est uniformément continue.
iii) E est complet.

iv) F n’est pas complet.
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AEx. 36. - ./espacesmetriques/exo-36/texte.tex
Soit E ={a1, az,..., an, ...} un ensemble dénombrable infini.
Pour p, g € N*; on pose :

1 1
d(ap, aq>:1+§+§ sip#q; d(ap, ap) =0.

1. Prouver que d est une distance sur F, et que muni de d, E est complet.

2. On définit f € F(E, E) par f(an) = ant1. Prouver que f diminue strictement les distances, mais que f n’a aucun
point fixe.

3. Construire une application v € F(E, FE), ayant unique point fixe a, diminuant strictement les distances, et telle
que, pour tout z € E — {a}, la suite (z, u(x), u(u(x)), .......) soit non convergente.

AEx. 37. - ./espacesmetriques/exo-37/texte.tex
Soit E un espace métrique, A, B des parties complétes de E. Montrer que AU B est une partie complete de E.

MAEx. 38. - ./espacesmetriques/exo-38/texte.tex
Soient E un espace métrique, (ay), une suite de Cauchy dans FE, et (1), une suite dans R’ . Montrer qu’il existe une
suite (an,)p extraite de la suite (a,)n et telle que d(an,, an,,,) <rn pour tout p € N.

AEx. 39. — ./espacesmetriques/exo-39/texte.tex
Soit F un espace métrique. Montrer 1’équivalence des conditions suivantes :

i) E est complet.

ii) Pour toute suite (Ay)n, décroissante de fermés non vides de E dont le diametre tend vers 0, m Ay, est non vide.
neN

AEx. 40. — ./espacesmetriques/exo-40/texte.tex
Soient E un espace métrique complet, F' un espace topologique séparé, et f € €(E, F). Soit (Ay), une suite décrois-
sante de fermés de E dont le diametre tend vers 0. Etablir :

ﬂf(An>—f<ﬂAn>.

neN neN

AEx. 41. — ./espacesmetriques/exo-41/texte.tex
Soient E un espace métrique complet, et (A ), une famille de parties de E vérifiant :

i) Pourtoutn, peN,ona A,NA,#a.
+oo

ii) La série Z 0(Ay) est convergente (6(.) désigne le diametre).
n=0

Montrer qu’il existe a € E vérifiant la condition suivante : pour tout V € Vg(a), V contient presque tous les A,
(c’est-a-dire contient tous les A, a l’exception d’un nombre fini d’entre eux).

MAEx. 42. — ./espacesmetriques/exo-42/texte.tex
Soient E un espace métrique compact, A une partie dense de F, F un espace métrique complet et f € € (A, F).
Montrer I’équivalence des conditions suivantes :

i) f est uniformément continue.
ii) 1l existe g € ¥(F, F) prolongeant f.

MAEx. 43. - ./espacesmetriques/exo-43/texte.tex
Soient E un espace métrique complet, F' un espace métrique, f € € (F, F) vérifiant :

pour tout 7 € R, il existe p = p(r) € R tel que B[f(y), p| C f[B(y, r)] pour tout y € E.
Soient y € E, r,n € RY.. Montrer que B[f(y), r] C f[B(y, r+n)]. En déduire que f est une application ouverte.

MAAEx. 44. — ./espacesmetriques/exo-44/texte.tex
Soient E un espace topologique, F' un espace métrique complet, f € €(F x F, F). On suppose qu’il existe k € [0; 1]
tel que d[f(z, y), f(z, 2)] < kd(y, z) pour tous = € E, y € F. On sait alors que, pour tout z € F, 'application
gz : F— F, y— f(z, y) admet un unique point fixe ¢(z).

Prouver que l'application ¢ € & (F, F) ainsi définie est continue.
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MAEx. 45. - ./espacesmetriques/exo-45/texte.tex
Soient £ =10;4o00[ et f € €(F, R) strictement croissante. Pour z, y € E, on pose d(z, y) = |z —y|, D(z, y) =
[f(z) = F(y)l.

1. Prouver que D est une distance sur E, et que D et d définissent la méme topologie.

1 1
2. On suppose ici que f(z) =z — —. Montrer que la suite (—) est de Cauchy pour d sans étre de Cauchy pour
x neN*
D.

On suppose ici que f(z) = % Montrer que la suite (1), cn est de Cauchy pour D sans étre de Cauchy pour d.
T

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que toute suite de Cauchy pour d soit de Cauchy pour D.
Méme question en échangeant les roles de d et de D.

S Ot W

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que, muni de la distance D, E soit un espace métrique complet.

AEx. 46. - ./espacesmetriques/exo-46/texte.tex
Soient E un espace métrique, C ’ensemble des suites de Cauchy d’éléments de E.

1. Soient z = (2n)n, €t y = (yn)n des éléments de C. Prouver lexistence de liI_~r_1 d(xpn, yn)-
n—-+oo

2. On définit d: C — C par d(z, y) = HIE d(xpn, yn). Montrer que d est un écart sur C'.
n——+0oo

3. Montrer que la relation & définie sur C' par zZy <= cf(:z:, y) = 0 est une relation d’équivalence sur C. On pose
F=C/%, et on note p 1’écart induit par d sur F. Prouver que p est une distance sur F.

4. A y e E, on associe la suite de Cauchy ¥ = (yn)n définie par y, =y pour tout n € N. Soit § 'image de Y dans F.
Montrer que I'application y — § est une isométrie de E sur un sous-espace dense de F.

5. Montrer que F est complet.

AEx. 47. — ./espacesmetriques/exo-47/texcte.tex

Espace utltramétrique

Soit E un espace métrique. On suppose que la distance d sur E vérifie
d(z, y) < max[d(z, z), d(y, z)], pour tout z, y, z€ E.

On dit alors que E est un espace ultramétrique.

—_

. Soient z, y, z € F tels que d(z, y) #d(y, z). Prouver que d(z, z) =max|[d(x, y), d(y, 2)].

[N)

. Montrer qu'une boule ouverte ou fermée de E est ouverte et fermée. Prouver que tout point d’une boule est centre
de cette boule.

3. Prouver que si deux boules ouvertes (resp. fermées) ont un point commun, 1’une est contenue dans I’autre.

4. Montrer que la distance de deux boules ouvertes, distinctes, de méme rayon r, et contenues dans une méme boule
fermée de rayon r, est égale a r.
5. Montrer qu’une suite (z,)n de points de F est de Cauchy si, et seulement si, lirf d(xnt1, Tn)=0.
n——+oo
6. Soient X un ensemble non vide et F' l’ensemble des suites de points de X. Si u, v € F sont distincts, on pose
w(u, v) =inf{n € N ; up = v, }.
1
On note d(u, v) =0si u=wv, et pour u v, on pose d(u, v) = ——.
Montrer que (F, d) est un espace ultramétrique complet.
AEx. 48. — ./espacesmetriques/exo-48/texte.tex
Soient E un espace métrique complet, (F},), une suite de fermés de E, non vides et distincts de E, U = N °F,. On

neN
suppose que U = &.

1. On pose, pour z € E, n € N : h,(x) =d(z, F,). Montrer que hy(z) =0, si et seulement si, z € F,.

fn(z, y)

——— <=2 Montrer que D est
1+ fn(x7 y)

+oo
2. Pour z, y €U, on pose fu(x, y) = |hy (2) — by (9)], D, y) =d(z, y)+ > 27"
n=1

une distance sur U définissant la méme topologie que d.
3. Prouver que, muni de la distance D, U est complet.
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AEx. 49. - ./espacesmetriques/exo-49/texte.tex
1. Soit E un espace topologique. Montrer ’équivalence des conditions suivantes :
i)  Pour toute suite (Fy,)y de fermés de E d’intérieurs vides, U F,, est d’intérieur vide.
neN
ii) Pour toute suite (U, ), d’ouverts denses de F, ﬂ U,, est dense dans F.
neN
iii) Pour toute suite F,), de fermés de E telle de que FE = U F,, U Fnest dense dans F.
neN neN

iv) Pour toute suite (Uy,)n d’ouverts de E telle que ﬂ U, =2, ﬂ U,, est d’intérieur vide.
neN neN

Espace de Baire & partie maigre

Un espace topologique non vide qui vérifie ces propriétés est appelé un espace de Baire. Une partie A d’un
espace de Baire est dite maigre si elle est contenue dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs
vides.

Dans la suite, F désigne un espace de Baire.

2. Montrer qu'un ouvert non vide de F est un espace Baire. En déduire que tout intervalle non vide de R est un espace
de Baire.

3. Soit (Ap), une suite de parties maigres de E. Montrer que m A, est une partie maigre de E.
neN

4. Soit A une partie maigre de E. Etablir : A=o,4=E.

5. Montrer que Q est maigre dans R, et que © est non maigre dans R

AEx. 50. — ./espacesmetriques/exo-50/texte.tex
Soient E un espace de Baire, F' un espace métrique, (fp), une suite d’éléments de € (E, F), et f € F(E, F).
On suppose que fest limite simple des fp,. Pour n, p, ¢ € N*, on pose :

1
Frpg= {ZEGE ;o dlfp(2), fo(2)] < _} o Fap= ﬂFn,p,q-

n
q=p

1. Montrer que F;, , est fermé dans E, et que E = m Frp.
p=1

2. Montrer qu'il existe une partie maigre A de F telle que f|caq soit continue.
3. Soit g : Ry — R une fonction dérivable. Prouver qu’il existe une partie maigre B de R telle que ¢'|cp soit continue.

4. Soit Z:R — R définie par {(z) =1si z € Q, {(x) =0 si x €°Q. Existe-t-11 une suite (f), d’éléments de (R, R)
telle que & soit limite simple des f, 7

AEx. 51. - ./espacesmetriques/exo-51/texte.tex
L’ensemble Q est-il1l’intersection dénombrable d’ouverts de R ?

AEx. 52. — ./espacesmetriques/exo-52/texte.tex

1. On munit R de la topologie dont les ouverte sont & et les parties de complémentaire fini ou dénombrable. Prouver
que l'on obtient ainsi un espace de Baire.

2. On munit R de la topologie dont une base d’ouverts est formée des [z ; +00[, € R. Montrer que 'espace topologique
obtenu n’est pas un espace de Baire.

MAEx. 53. - ./espacesmetriques/exo-53/texte.tex
Existe-t-il f € €([0; 1], R) vérifiant les conditions suivantes :

) F@nos1) Q.
i) f(QN[0;1)) cQ?
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MAEx. 54. — ./espacesmetriques/exo-54/texte.tex

Soit (an), une suite strictement croissante dans Ry vérifiant liIil an = +00, et f une application de R, dans R
n——+0oo

vérifiant, pour tout x € Ry : lim f(z+ap)=0.
n—+00
1. On suppose que f est uniformément continue sur R4, et que la suite (ap+1 — an)n est bornée. Montrer f(y) — 0 si
Yy — +00.

2. On suppose que f est continue sur R et que 1121 (an41 —an) =0. Pour n € N, € > 0, on pose :
n—-+0o0

Ene={zeR;; [flx4an)|<e; p=n}.

Prouver que Ej, ¢ est fermé et que Ry = m Epe.
neN
En déduire que f(y) — 0 si y — +o0.

©.- Méme si 'on suppose que f est uniformément continue, le résultat peut étre faux si 'on ne suppose pas que la
suite (an4+1 — an) est bornée.
C’est le cas par exemple, pour f(t) =cosvt—1 et a, = 4n°n?.
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CHAPITRE VI

ESPACES FONCTIONNELS

AEx. 1. — ./espacesfonct/exo-1/texte.tex
On munit £ =%([0; 1], C) de la topologie de la convergence uniforme. Pour n € N°tar, on pose A, = [0; 1"]. Pour

f € E, on note :
un(f)_//.../nfE(:c1+~~~+:cn)] dz1 ... dan,

1. Montrer que u, : E — C, f—— u,(f), est lipschitzienne de rapport 1.
2. Pour a € R, et f(x)=e'®, déterminer lim wu,(f).
n

—+00

1
3. Prouver que, pour ff € E ,ona lim wu,(f)=7f (—)
n—+oo 2

Remarque.- La théorie des probabilités et la loi des grands nombres permettent de retrouver ce résultat par des
méthodes différentes.

AEx. 2. — ./espacesfonct/exo-2/texte.tex
Pour f € E=%([0;1], R)n n € N*, on pose A, = [0;1]", et

vn(f)://... Anf[m] day ... dzy.

Déterminer limuvy, (f).
n

AEx. 3. — ./espacesfonct/exo-3/texte.tex
b

1. Soient a, b € R tels que a < b, et f € €([a;b], R). on suppose que /f(t)t" dt = 0 pour tout n € N. Prouver que
a

f=0.
+o0o
2. Soit g € €([0; +o0[, R) ayant une limite £ en +00. On suppose que /g(t)efnt dt =0 pour tout n € N*.
0
“+0o0
3. Calculer, pour n € N, J, = /t”efteit dt.
0
Soit h € €([0; +oo[, R) définie par
4
h(t) = e Visin(V1).
“+0o0
Montrer que / h(t)t" dt = 0 pour tout n € N.
0
AEx 4. — ./espacesfonct/exo-4/texte.tex
Soient E, F deux espaces métriques compacts, f € € (E x F, R) et € > 0.
Montrer qu’il existe n € N*, uy, ..., u, € €(E, R), v1, ..., v, € €(F, R), tels que

n

flz, y)— Zul('r)vz(y) < e

1
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AEx. 5. — ./espacesfonct/exo-5/texte.tex
Soit X un espace métrique compact, £ = € (X, R), que 'on munit de la norme de la convergence uniforme, A est un
sous-espace de F vérifiant les conditions suivantes :

i) Sif, g€ A, alors fge€ A.
ii) A sépare les points.

Montrer que A= E, ou que A est un idéal maximal de FE.

AExe6. 0000 ./espacesfonct/exo-6/teste.tex
Pour f € 2([0;1], GR), on pose ||f|l, =sup{|f(t)] ; £ €[0;1]}.
On munit E=%"([0;1], GR) delanorme ||f||=|f|, + /]| o
Soit A (resp. B) la sous-algébre de E engendrée par (1, 2,083, ...) (resp. (1, t, 2, ", o))
1. Prouver que A et B sont séparantes.
2. Montrer que B est dense dans F.
3. L’algebre A est-elle dense dans E 7

AEx. 7. — ./espacesfonct/exo-7/texte.tex
1

Soit E=%([0;1], R). Pour f € E, on pose N(f)=sup /f(t)t”dt ;neN
0
1. Prouver que N est un norme sur E.
2. Pour m € N, on pose f(t) =t™. Calculer N(fp,).
3. Comparer les topologies définies sur E par IV et la norme de la convergence uniforme.

AEx. 8. — ./espacesfonct/exo-8/texte.tex
Soit E un espace métrique compact. On rappelle que F contient une suite dense (zy),en Chapitre 5, exercice 23.
Pour n €N, z € E, on pose fn(x)=d(z, zp).

1. Soit A la sous-algebre de €(E, R) engendrée par les f, n € N. Montrer que A est séparante.
2. En déduire que € (F, R contient une partie dénombrable dense.
3. Montrer que € (E, R) est a base dénombrable (voir chapitre V, exercicel2).

AEx. 9. — ./espacesfonct/exo-9/texte.tex
Soit B l'ensemble des applications bornées de [0; 1] dans R. Pour z € [0; 1], on note hy, 1’élément de B défini par
hy(z) =1, he(y) =0 pour x = y.

On munit B de la norme de la convergence uniforme ||f|| =sup{|f(¢)| ; t €[0;1]}.
1. Prouver que, pourz #y, on a ||hy — hy|| = 1.

2. On suppose que B contient une partie dense dénombrable D. Soit = € [0; 1]. Montrer qu’il existe d; € D tel que
1
lds — hzll < 3 Pour toutz € [0; 1], on fixe un tel d.

Montrer que application [0;1] = D, & — d est injective. En déduire une contradiction, et prouver ainsi que B
n’est pas séparable.

AEx. 10. — ./espacesfonct/exo-10/texte.tex
Soient E, F deux espaces métriques compacts non vides et 7 € € (E, F'). On munit ¥ (E, R) et €(F, R) de la topologie
de la convergence uniforme, et on pose A= {gow ; g€ ¢ (F, R)}.

1. Prouver que A est une sous-algébre unitaire fermée de ¢'(E, R) (soit f € A; montrer qu’il existe fe.Z(x(E), R)
vérifiant f = fo f. Montrer que f est continue, et en déduire quef € A en utilisant le théoréme de Tietze-Urysohn).

2. Soient z, y € E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
) () = ().
ii)  f(x) = f(y) pour tout f € A.

3. Soit B une sous-algébre unitaire de ¢ (E, R) vérifiant la condition suivante :
pour z, y € E, on a w(x) =7 (y) si, et seulement si, f(z) = f(y) pour tout f € B.
a) Etablir B C A.
b) Soit C={g e ¢(F, R); gon € B}. Prouver que C =% (F, R)
¢) Montrer que B est dense dans A.
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AExX. 11. — ./espacesfonct/exo-11/texte.tex

1. Soient E un espace métrique complet et h € €(E, E). On définit une suite (hy)pens par hy = h, hpy1 = hpoh,
n € N*,
On suppose qu’il existe ¢ € N* tel queh, soit contractante. Montrer que h a un unique point a.
Comment peut-on obtenir le point a & partir d'un point quelconque = de E'7

2. On munit FF=%([0; 1], R) de la topologie de la convergence uniforme.
On définit T € F(F, F') par

T(7)(e) = [ f(0)dt+ zeoslf(@)], € 03 1)
0

T
a) En utilisant les applications constantes z — 0, et £ — mr§, prouver que 'application T n’est pas contractante.

b) Prouver que l’application 7o T" est contractante.

¢) Montrer qu'’il existe un unique f € F' tel que

f@) = [ 1t)dt+ 5 cos| (@)

0
pour tout z € [0; 1].

AEx. 12. — ./espacesfonct/exo-12/texte.tex
Soit F un espace métrique compact. On suppose qu’il existe n points distincts de F, a1, ..., ay tels que les fonctions
x+—ri(z) =d(a;, x),i=1, ..., n séparent les points de F.

1. Soit f € Z(E,R™) définie par F(x) = [r1(z), r2(x), ..., mn(z)]. Montrer que f induit un homéomorphisme de F
sur f(E).
2. Soit A la sous-algebre unitaire de ¢ (E, R) engendrée par r1, ..., rp. L'espace €(F, R) étant muni de la de

topologie de la convergence uniforme, montrer que A = ¢ (E, R).

3. Montrer que tout élément de € (E, R) est limite uniforme d’applications lipschitziennes.

AEx. 13. - ./espacesfonct/exo-13/texte.tex
Soit E un espace métrique compact et (fn)nen une suite d’éléments de (R, R4) vérifiant

o0
an(:v) =1, pour tout z de E.
0

o
1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe p € N, tel que an(x) < € pour tout = de FE.
P

2. Soit S I’ensemble des parties non vides de N. Montrer que, pour tout I € S, la somme f; = Z fn est continue.
nel
3. Montrer que la famille (f7);cg est uniformément équicontinue.

AEx. 14. - ./espacesfonct/exo-14/texte.tex
Soient E un espace compact et (fp)n une suite d’applications de E dans R semi-continues inférieurement et vérifiant
les conditions suivantes :

i)  Pour tout = € E, la suite (fy(z))n est croissante.
ii) La suite (fn)n converge simplement vers une application continue f de E dans R.
Montrer que la suite (fp)pn converse uniformément vers f.
AEx.15. ./espacesfonct/ezo-15/texte. tex
Soit (fn)n une suite d’applications de [0; 1] dans R vérifiant les conditions suivantes :
i) Pour tout n € N, f, est croissante.
ii) La suite (fn)n converge simplement vers une application continue f de [0; 1] dans R.

Montrer que la suite (fy), converge uniformément vers f.
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AEx. 16. - ./espacesfonct/exo-16/texte.tex
Soient E un espace compact, F' un espace métrique, f, (fn)n des applications continues de E dans F' vérifiant la
propriété :

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :
Pour tout x € E, la suite n— d[f(z), fn(z)] est décroissante de limite nulle.
Prouver que la suite (f,) converge uniformément vers f.

AEx. 17. — ./espacesfonct/exo-17/texte.tex
Soient F un espace compact, F' un espace métrique, f, (fn), des applications continues de E dans F et A € RY.
On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

i) La suite (f,) tend simplement vers f.
ii) Pour tout p, g €N, et tout z €e, on a d[f(x), fprq(x)] <Ax d[f(z), fp(x)].

Prouver que la suite (f,) converge uniformément vers f.

AEx. 18. — ./espacesfonct/exo-18/texte.tex
Soient E un espace topologique, E un espace métrique, et (fy), une suite d’applications de X dans E. On suppose
que la suite (fy)n est équicontinue dans X. Soit ¥ Pensemble des points de X en lesquels la suite (fy(x))y, est de
Cauchy. Montrer que Y est fermé dans X.

AEx. 19. - ./espacesfonct/exo-19/texte.tex
Pour n € N*, on définit f € Z (R, R) par fn(t) =sin/t +4n272.
Montrer que la suite (fn)nen+ est uniformément équicontinue dans R, mais qu’elle n’est pas relativement compacte
dans lespace (R4, R) des applications continues bornées de Ry dans R, muni de la topologie de la convergence
uniforme.

AEx. 20. - ./espacesfonct/exo-20/texte.tex
Soient X un espace métrique et E =% (X, R) muni de la topologie de la convergence uniforme.
On note A l'ensemble desz € X pour lesquels il existe M, € Ry tel que |f(x)| < My pour tout f € H, ou H est une
partie donnée de F, équicontinue dans X.

1. Montrer que A est ouvert et fermé dans X.

2. On suppose que X est compact et connexe, et que A = &. Prouver que H est une partie relativement compacte de
E.

AEx.21. 0000 ./espacesfonct/exo-21/texte.tex
Soient E un espace métrique, B ’ensemble des fonctions continues bornées de E dans R, H une partie bornée non
vide de B.

On munit ¥(H, R) et B de la topologie de la convergence uniforme.
1. Pour z € E, soit e, € .#(H, R) définie par e;(f) = f(z). Montrer que e; est continue et bornée.
2. ) Soit a € E. Prouver I’équivalence des conditions suivantes :
i)  H est équicontinue au point a.
ii) L’application £ — € (H, R), x — ey, est continue au point a.
3. Prouver 1’équivalence des conditions suivantes :

i) H est uniformément équicontinue dans F.
ii) L’application £ — € (H, R), x —> ey, est uniformément continue.
iii) L’application g: F x H =R, (z, f)+— f(z) est uniformément continue.

AEx. 22. — ./espacesfonct/exo-22/texte.tex
Soient X un espace topologique connexe, et H une partie de C(X.R) équicontinue dans X.
On suppose qu’il existe A € R et zg € X tels que u(xg) < A pour tout v € H.
Montrer que, pour tout compact K de X il existe Ax € R tel que u(xz) < Ag pour tout x € K et tout u € H.

AEx. 23. - ./espacesfonct/exo-23/texte.tex
Soient X un espace compact, E un espace métrique complet, D une partie dense de X, et H une partie de (X, GR)
(muni de la topologie de la convergence uniforme) équicontinue dans X.

On suppose que, pour tout 2 € D, H(z) est une partie relativement compacte de E.
Montrer que H est une partie relativement compacte de € (X, R).
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MAEx. 24. - ./espacesfonct/exo-24 /texte.tex
Soit f € €(R, R) définie par f(z) =0 pour x € R_, f(z) =1 pour x > 1, f(x) =z pour z € [0; 1].
Pour n € N*, € R, on pose fn(z) = f(nz —n?). Soit H={f, ; ne N*}.

1. Montrer que f;, est uniformément continue sur N pour tout n € N*
2. Prouver que H est équicontinue dans R.

3. La partie H de €(R, R) est-elle uniformément équicontinue dans R ?

AEx. 25. — ./espacesfonct/exo-25/texte.tex
Soient X un espace topologique, E un espace métrique, H une partie de € (X, E) équicontinue dans X.
On note A I'ensemble des z € X pour lesquels H(z) est une partie relativement compacte de E.

1. On suppose que E complet. Prouver que A est fermé dans X.

2. On suppose que E est localement compact. Prouver que A est ouvert dans X

AEx. 26. — ./espacesfonct/exo-26/texte.tex
Soit K un compact non vide de C. On désigne par E l’ensemble des nombres complexes A ¢ K pour lesquels la

restriction a K de la fonction z — est limite uniforme sur K de polynomes en z.

1. Soit S={AeC; |\ >sup{|z|]; ze€K}}

En écrivant :
1 1 2= \" "

R S Vs WS VT Py Vi

prouver que S CE.

2. Soit A €E. Montrer que la restriction a K de tout polyndéme en

est limite uniforme sur K de polynémes en z.

3. Soit A€E et a=inf{|z—A| ; z € K}.

a) Prouver que a > 0.

b) Soit h € C tel que |h| < a. En écrivant

prouver que A+ h €E.

¢) En déduire que E est un ouvert non vide de C.

4. On suppose que °K est connexe. Etablir : E=CK.

5. On suppose que K est connexe et que |z| =1 pour tout z € K. On suppose en outre qu'il existe zg € C vérifiant
|20l =1, 202 K.

a) Montrer que E est connexe par arcs.
1

b) Montrer que z — — est limite uniforme sur K de polyndmes en z.
z

¢) Prouver que tout élément de €' (K, C) est limite uniforme de polynémes sur K en z.
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CHAPITRE VII

FESPACES NORMES

Si E, F sont des K-espaces vectoriels (K = RouC), on note Z(F, F) lespace des applications linéaires de
E dans F. Si en outre E et F sont des espaces normés, Z.(E, F') désigne I'espace des applications linéaires
continues de E dans F. On pose Z(F) =% (E, E), Z.(F)=%/(E, E).

AEx. 1. — ./evn/exo-1/texte.tex
Soient E=%([0;1], R) et g € E. Pour f € E, on pose

[fIl=sup{[f(®) ; te[0;1}],  N(f)=Irgll.

—_
1. Montrer que N est une semi-norme sur E. Prouver que c’est une norme si, et seulement si, g_l(()) =g.

2. On suppose que N est une norme. Comparer les topologies définies sur F par ||.|| et N. A quelle condition nécessaire
et suffisante les normes N et ||.|| sont-elles équivalentes ?

AEx. 2. - ./evn/exo-2/texte.tex
Soit E I'ensemble des applications lipchitziennes de [0; 1] dans R.

1. Soit f € E Montrer qu'’il existe un plus petit k(f) € R4. tel que |f(z) — f(y)| < k(f) |z — y| pour tous z" y € E.
2. Montrer que E est un R-espace vectoriel, et que f > k(f) est une semi-norme sur E.
3. Pour ff € E, on pose

Ifll=sup{lf(®)] ; t€[051}],  N(f)=IfII+E(f).

Prouver que ||.|| et N(.) sont des normes non équivalentes sur E.

AEx. 3. - ./evn/exo-3/texte.tex
Soit B le C-espace vectoriel des suites complexes bornées. Pour a > 1 et © = (xn)pen € B, on pose Ny(x) =

+oo

Z |Tn|n ™%

n=1

1. Montrer que N, est une norme sur B.

2. Soient a, b € [1; +o0o[ tels que a = b. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes ?

AEx.4 ./Jevn/ezo-4 /texte.tex
Pour f € #([0; 1], R), on pose [|£] = sup{If(t)] ; ¢ € [0:1]}.
Soit E le R-sous-espace vectoriel de €*([0; 1], R) constitué des applications u qui vérifient u(o) = 0. Pour v € E, on
pose :
n(w) = [|u+ /]| 5 Nu) = Ju] + ]
1. Prouver que n et N sont des normes sur F.
2. Montres que n et N sont équivalentes.

AEx. 5. — ./evn/exo-5/texte.tex
Soient (un)nen une suite d’éléments de [0; 1] et A = {u, ; n € N}.
+oo
Soit h € .Z (A, R) tel que la série Z h(uy) soit convergente.
n=0

+oo
Pour f e E=%([0;1], R), on pose p(f) = Zh(un) [ f(un)].
n=0

1. Prouver que p est une semi-norme sur F.
2. Montrer que p est une norme si, et seulement si, A est dense dans [0; 1].
3. On suppose que p est une norme. Est-elle équivalente & la norme de la convergence uniforme ?
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AEx. 6. - ./evn/exo-6/texte.tex
Sur E=%([0;1], R), on considére les normes suivantes :

N

1

1
Noolt) =sup{£(0)] 5 t€ 031}, Ma() = [ 170 de, No() = | [ 1700 e
0

0

1 1 1
Pour n € N*, soit f,, € E définie par f,(t) = 2nt pour t € [O; 2—] , fn(t) =2—2nt pour t € [2— ; —], fn(t) =0 pour
n’'n

n
1
te {—;1}
n
1

1 1 1 1 11
Pour n > 2, soit g, définie par g,(t) = 5 pour te {0; 5}, gn(t) =0 pour t € {5 +—; 1], et gp affine sur {5 '3 + —}
n n

1. En utilisant (fy, ), prouver que les normes N1, Na, Noo, sont deux & deux non équivalentes.
2. On munit E de la norme Na. Soit ¢ € [0; 1]. Prouver que 1’application de E dans R, f — f(c) n’est pas continue.
3. On munit F de la norme Nj. En utilisant la suite (g,), prouver que E n’est pas complet.

AEx. 7. - ./evn/exo-7/texte.tex
Soit E un Q-espace vectoriel.

Définition d’une norme

Un norme N sur E est une application de E dans R4 qui vérifie les conditions suivantes :

1. N(z) =0 si, et seulement si, z = 0.
2. N(Az) = [\|N(z), pour A\€Q, z € E.
3. N(z+y) < N(z)+ N(y), pour tous

Normes équivalentes

Deux normes N et P sur sont dites équivalentes sur E K-espace vectoriel, s’il existe a, b € R’ tels que

aN(z) < P(z) <bN(z), pour tout x € E.

On définit p, ¢ € F(Q?, Ry) par q(z, y) = ‘w —V2y

, p(x, y) = |z + |yl

1. Montrer que p, ¢ sont deux normes sur Q2.
2. Prouver que p et ¢ ne sont pas équivalentes.

AEx. 8. - ./evn/exo-8/texte.tex
Soient E un K-espace vectoriel normé non nul, By = B(a1, r1), B2 = B(ag, r2) des boules ouvertes de E (avec
r1, 12 € RY).

1. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Bi1=DB2
ii) a1 =ag et ry =ro.

B

Si ’on suppose seulement que F est un espace métrique, le résultat de 1 est-il encore vrai?

AEx. 9. — ./evn/exo-9/texte.tex
Soit E un K-espace vectoriel normé. On suppose que toutes les normes sur E sont équivalentes.
Prouver que E est de dimension finie.

MAEx. 10. — ./evn/exo-10/texte.tex
Soient E un K-espace vectoriel normé, A, B des parties de E. Etablir :

1. Si A ou B est ouvert, A+ B est ouvert.

2. Si A et B sont compactes, A+ B 'est aussi.

3. Si A est compact, et si B est fermé, alors A+ B est fermé.

4. Donner un exemple de parties fermées A et B telles A+ B soit non fermé.

Retour page 1
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AExX. 11. — ./evn/exo-11/texte.tex
Soient E un G R-espace vectoriel normé, A et B des parties compactes de E. On désigne par S la réunion de tous les
segments de droite joignant un point de A & un point de B.

Prouver que S est une partie compacte de E.

AEx. 12. — ./evn/exo-12/texte.tex
Soit F un K-espace vectoriel normé, et F' un sous-espace vectoriel de E tel que F = E.

o
Prouver que F= 0.
AEx. 13. - ./evn/exo-13/texte.tex

Soient un K-espace vectoriel normé, et F, G des sous-espaces vectoriels fermés de F.
On suppose que F' est de dimension finie. Prouver que F' + G est fermé dans F

AEx. 14. — ./evn/exo-14/texte.tex
Soient E, V des K-espaces vectoriels normés. On suppose que V est de dimension finie.

1. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et u € Z:(F, V). Montrer qu’il existe v € Z:(E, V) qui vérifie v|p = u.
2. On suppose que le sous-espace F' de F est de dimension finie. Prouver qu'il existe p € Z.(E) tel que p=pop et
p(E)=F.

3. En déduire que, si F' est de dimension finie, F' posséde un supplémentaire fermé dans FE.

AEx. 15. — ./evn/exo-15/texte.tex
Soient E un R-espace vectoriel normé non nul, H un hyperplan de E, u € E* tel que keru = H.
Onpose: Hy ={x € E; u(x) >0}, H-.={x € E ; u(x) <0}.

1. Prouver que H1 et H_ sont connexes par arcs.
2. On suppose que H est fermé dans E. Montrer que Hy et H_ sont les composantes connexes de “H.

3. On suppose que H n’est pas fermé dans E. Prouver que Hy et H_ sont denses dans F. En déduire que °H est
connexe.

AEx. 16. - ./evn/exo-16/texte.tex
Soient £ un K-espace vectoriel normé et B une partie de . Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) B est bornée.

ii) Pour toute suite (zy),, d’éléments de B et pour toute suite (A,), de réels de limite nulle, hrf (Anzxn) =0.
n——+0oo
iii) Toute partie dénombrable de B est bornée.
AEx. 17. - ./evn/exo-17/texte.tex

Soit E' un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie. On munit .#(E) de la norme

|u|—sup{% : er—{O}}.

On rappelle que, muni de cette norme #(E) est complet.
Soit V' ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E. Pour F' € V, Py, désigne le projecteur orthogonal de E sur F.
Si F, GeV,onpose d(F, G)=|Pr—Pg|

. Montrer que (V, d) est un espace métrique, et que V est borné, de diameétre égal a 1.

—_

2. Soient F, G € V tels que d(F, G) < 1. Prouver que F et G ont méme dimension.
3. Montrer que I'espace métrique (V, d) est complet.
4

. Prouver que l'espace métrique (V, d) est compact.
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MAEx. 18. - ./evn/exo-18/texte.tex
Soient E un G R-espace vectoriel normé dimension finie et A un compact non vide de E de diametre §. Un hyperplan
H de E est appelé un hyperplan d’appui s’il existe une équation de H de la forme u(z) = o, u € E*, a € R, et si

u(z) = a pour tout x € A,
il existe zg € A tel que u(zp) = a.

1. Soient H, H' des hyperplans d’appui a A. Etablir : d(H, H') <.
2. Montrer qu'il existe a, b € A tels que d(a, b) =¢.
Dans la suite, on suppose que F est un espace euclidien.
3. Soit B une boule ouverte de E telle que 0 ¢ B. Montrer qu’il existe u € e* telle que 0 < u(z) pour tout = € B.

4. Soient a, b € A comme en 2. Montrer qu'il existe des hyperplans d’appuiH et H' & A tels que a € H, b € H',
d(H, H')=6, et H et H' paralléles.

AEx. 19. - ./evn/exo-19/texte.tex
On munit £ = %([0;1], R) de 1a norme Nj de 1 ’exercice 6. Soient a € [0;1] et @ € E* définie par ©(f) = f(a).
L’application linéaire ¢ est-elle continue ?

AEx. 20. — ./evn/exo-20/texte.tex
On munit £ =%"([0; 1], R) de 1a norme de la convergence uniforme. Soit u € E* définie par u(f) = f'(a), otta € [0;1]
est fixé. L’application u est-elle continue ?

AEx. 21. - ./evn/exo-21/texte.tex
Soient E un espace vectoriel normé, A un compact de E et F' le sous-espace vectoriel de E engendré par A. Montrer
que F' est séparable.

AEx. 22. — ./evn/exo-22/texte.tex
Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension infinie.
1. Prouver qu’ll existe une suite (z,), d’éléments linéairement indépendants de E, et de limite nulle.

2. Montrer qu’l1 existe une forme linéaire non continue sur E

AEx. 23. — ./evn/exo-23/texte.tex
Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que toutes les normes sur E sont équivalentes. Prouver que E est de
dimension finie.

AEx. 24, - ./evn/exo-24/texte.tex

1. Soient A, B les applications linéaires de K[X] dans lui méme définies par :
A:P(X)— XP(X):; B: P(x) — P'(X).

Calculer BoA— Ao B.

2. Soit F K-espace vectoriel normé non nul. Existe-t-il u, v € Z.(E) tels que uov—vou=1Idg ? (on supposera qu'un
tel couple existe, et on calculera uov™ —v™ ow).

AEx. 25. — ./evn/exo-25/texte.tex

1. Soit (an)nen+ une suite d’éléments de R vérifiant app < anap pour tous n, p € N*. On pose en p, = {/a,. Prouver
que la suite (pp)n converge vers inf {p, ; n € N*}.

2. Soient E un espace vectoriel normé et u € Z,(E). Montrer que la suite (3/[|u”||)nen+ & une limite £ telle que
E< -

MAEx. 26. - ./evn/exo-26/texte.tex
Soient A, B deux espaces topologiques compacts et f € €(A., B). On munit (4, R) et ¥(B, R) de norme de la
convergence uniforme.

Soit u: € (B, R) = € (A4, R), g— go f. Prouver que u est linéaire, continue, et de norme 1.
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AEx. 27. - ./evn/exo-27/texte.tex
Pour n € N, soit E,, le R-espace vectoriel des polyndmes sur R de degré au plus n.

n
Pour P € Ey, soit Ny(P) =Y _[P(k)|.
k=0

1. Prouver que N, est une norme sur F,.

2. On munit Fsy et F3, des normes Ny et N3. Déterminer la norme de f € £ (Fa, E3) définie par

f:P(X)— XP(X).

MAEx. 28. - ./evn/exo-28/texte.tex
Soient g € N* et £ =R? muni de sa structure de R-espace vectoriel normé usuelle.
On désigne par K un compact non vide de E, et par U un élément de Z(E) tel que U(K) C K.
On pose UY =1=1dy et on définit (U"),, par la formule de récurrence U"t! =U" o U, n e N.

1
On note Uy =1, U, = ?(I—FU-i----—i—U") pour n € N*.
n

On suppose que K est convexe.
1. Soit n € N. Montrer que Uy (K) est un compact convexe de E contenu dans K.
2. On pose H = ﬂ Un(K). Pour k, n € N*, établir : Ug,_1(K) C Up—1(K). En déduire que H est une une partie

neN
compacte convexe, non vide de F.

3. Soient n € N*, 2 € Up_1(K). Montrer qu’il existe y € K tel que U(z) —z = % (Un(y) — uy).

4. Soit z € K. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) zeH.
i) U(z)==x.

5. Soit V € Z(F) vérifiant V(K) C K, UoV =VoU,et L={z e K ; U(z)=V(z) =x}.
Montrer que V(H) C H. En déduire que H est une partie compacte, convexe et non vide de FE.

AEx. 29. — ./evn/exo-29/texte.tex
Soient E, F des R-espaces vectoriels normés de dimension finie.

1. Soient G, H des sous -espaces supplémentaires de Fet p: E -+ rightarrowG la projection sur GG parallelement a H.
Montrer que p est une application ouverte.

2. Soit u € Z(FE, F). Prouver I’équivalence des conditions suivantes :
i)  w est une application ouverte.

ii) w est est surjective.

AEx. 30. - ./evn/exo-30/texte.tex
Soient V' un R-espace vectoriel normé, E, F' des sous-espaces non nuls de V tels que EG F =V.
On note p, ¢ les projections sur E, F' correspondant & cette décomposition.
Onpose: S={zcE; |z]|=1}, T={yeF; [y|=1}
Soit 6 =d(S, T)=inf{[|lx—vy|| ; x €S, yeT}.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i)  Les applications linéaires p et ¢ sont continues.
ii) 4 est strictement positif.
iii)
2. Soit V = R[X] muni de la norme f — ||f|| =sup{|f(f)| ; t €[-1;+1]}. On désigne par F le sous-espace de V
constitué des applications constantes, et on note E={f €V ; f(2) =0}.
a) Etabiir: V=E@F..

b) Les conditions équivalentes de 1 sont-elles vérifiées ?
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AEx. 31. - ./evn/exo-31/texte.tex
Soit E' un K-espace vectoriel normé possédant un base (ap)nen telle que ||ay|| =1 pour tout n € N.
n

1. Soit (xy)n une suite de réels positifs ou nuls telle que la série associée converge. Pour n € N, on pose b, = prap.

p=0
Montrer que la suite (by,), est de Cauchy.
n—1
2. Pour n € N*, soit d,, la distance de a,, & @Kap.
0
On définit la suite (z)p par :
1
ro=x1 =1, Tpt1 = giﬂndn-
Montrer que la suite associée (by,)n n’est pas convergente.
3. En déduire qu’un espace de Banach de dimension infinie ne peut étre de dimension dénombrable.
AEx. 32. - ./evn/exo-32/texte.tex
Soit E un espace vectoriel normé. Prouver I’équivalence des conditions suivantes :
i) E est un espace de Banach.
ii) Toute série absolument convergente dans E est convergente.
AEx. 33. - ./evn/exo-33/texte.tex

+oo
Soit E un espace de Banach et (2 )pen+s une suite d’éléments de E. On suppose que la série an est convergente.

1
+o0o

Prouver qu’il en est de méme de la série E — .
n
1

AEx. 34. — ./evn/exo-34/texte.tex
+o00

Soit E le R-espace vectoriel formé des suites (zp)necn de nombres réels tels que la série Z soit convergente.

n=0
; nEN}.

n

>

k=0

Pour (zn)nen € E, on pose ||z|| = sup{

1. Prouver que ||.|| est une norme sur E.

2. Montrer que F est un espace de Banach.

+oo
3. Soit F' le sous-espace de constitué des suites (zy,)necn telle que la série Z |y, | soit convergente. Montrer que F est
n=0
dense dans E.
AEx. 35. - ./evn/exo-35/texte.tex

Soient E un K-espace vectoriel normé, f € E' — {0}, H = ker f.
1. Soit z € E. Prouver que |f(x)| = || f||d(z, H).

2. Onnote A={z e E; |flllz||=|f(z)[}. On suppose que A est nul. Montrer que, pour x € E— H, y € H, on a
d(z, H) <|lx =yl

3. Soit ¢y ensemble des suites = (zp)n,en de nombres complexes telles que lirf Ty, = 0. On munit ¢y de la norme
n—-+0oo

“+0o0
X

|z]| = sup{|zn| ; n €N}. Pour z = (2p)nen, on pose u(x) = Z 2—Z Prouver que u € E'. Soit L = keru. Pour

n=0

x € E— L, existe-t-il y € L. tel que d(z, L) = |z —y|?
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AEx. 36. - ./evn/exo-36/texte.tex

Soient £ =%([—1;+1], R) muni de de la norme de la convergence uniforme et g € E défini par g(t) =¢, t € [-1; +1].
1

Soit F' 'ensemble des f € E, impaires, et telles que /f(t) dt =0.
0

1
1. Vérifier que F est fermé dans E, et que d(g, F) > 3

2. Pour n € N*, soit f, la fonction impaire sur [—1; +1] définie par :

1
_ 2 :
1 1 2n+1
t)y=t— - si <t< .
fat) 2 ¥ 2+ 1)2 2+ 2
n 2n+1
t)= i <t 1
1= 5077 S o
1
Vérifier que fy, € F, et calculer || f, — g||. En déduire que d(g, F) = 7
1
3. Existe-t-il f € F tel que ||f —g|| = B ?
AEx. 37. — ./evn/exo-37/texte.tex
Prouver que le boule unité de f(lc n’est pas compacte.
AEx. 38. — ./evn/exo-38/texte.tex

Soit y = (yn)n € €& et A I'ensemble des x = (), € €& tels que |z, | < |yn| pour tout n € N.
Montrer que A est une partie compacte de é(lc.

AEx. 39. - ./evn/exo-39/texte.tex
Soit P le sous-ensemble de é]ﬁ constitué des suites () telles que xy, € Ry pour tout n € N.
1. Soit z € fﬁ. Prouver qu’il existe x, y € P tels que z =z —y.
2. Montrer que P=g.

AEx. 40. — ./evn/exo-40/texte.tex
Soit E le C-espace vectoriel des suites convergentes (2, )nen de nombres complexes. On muni E de la norme ||z| =
sup{|zn| ; neN}L
1. Montrer que E est un espace de Banach.

2. Soit (un)nen une suite de nombres complexes vérifiant la propriété suivante :

“+o0o
pour tout & = (2 )nen € F, la série Zunxn est convergente.
n=0
“+o0o
Prouver que la série Z |un| est convergente.
n=0
3. Soit (am,n)m,n inN une famille de nombres complexes vérifiant la propriété suivante : pour tout x = (xp)pen € E,
“+0o0
et pour tout m € N, la série apy,(z) = Z am,nTn €st convergente.
neN
“+0o0
Montrer qu’il existe A € Ry, tel que Z |am n| < A pour tout m € N.
n=0

59
Retour page 1



60

AEx. 41. — ./evn/exo-41/texte.tex
Soient E, F des espaces vectoriels normés et H une partie de Z.(E, F). Pour z € F, on pose :

0(x) = sup{|lu(z)]| ; weH}el0;+o0].

On suppose que {z € E ; 6(z) < 400} contient une partie non maigre de E. Montrer que

sup{||ul] ; we H} < 4o0.
(pour n € N*, on pourra introduire V, ={z € E; 6(x) < p}).

AEx. 42. — ./evn/exo-42/texte.tex
Soit E le C-espace vectoriel des suites bornées (z = (2, )y, de nombres complexes.
On munit F de la norme ||z|| =sup {|zn| ; n € N}.

1. Soit F' le sous-espace de E constitué des suites n’ayant qu'un nombre fini de termes non nuls.
Déterminer 'adhérence F de F dans E.

2. Soit H une partie de F'. Montrer de 1’équivalence des conditions suivantes :
i) H est une partie compacte de E.
ii) H est une partie bornée de E, et pour tout € > 0, il existe N € N tel que

x=(zp)n € H, n2N=|z,| <e.

3. Soit § = {:C: (xn)n € E Z|xn| < 1}.
0

Prouver que S est une partie fermé et bornée de E.
S est-elle compacte 7

MAEx. 43. - ./evn/exo-43/texte.tex
Soit E I’ensemble des suites complexes indexées par N. Si x € E, on note x,, le terme général de x.
Pour p €N, on pose e = (e ) e, avec eh =1, el =0 si n #p.

Onnote:cg=<z€FE; lim x,=05.
n——+0o0o
(*={zeE; sup{lzn|; neN}<+oo}.
On munit £°° de la norme ||z, =sup{|zn| ; n/inN}.
+o00
= {IEE; Z|:1:n| <+oo}.
n=0
+o0
On munit ¢! de la norme ||z||; = Z |-
n=0
1. a) Soit u € (£1)'. On pose @ (u) = (u(eP))pen € E. Montrer que ®(u) € £, et que |lul| = ||P(u)] . Prouver que,
+o00o
pour tout x € ¢!, la série anu(e") est convergente et a pour somme u(zx).
n=0
+o00
b) Soit s € E. On suppose que, pour tout x € (%) la série Z SnTn, est convergente. Prouver que s € £°°. En déduire
n=0

que @ est un isomorphisme isométrique de (ﬂl)/ sur £
2. a) Montrer que ¢p est fermé dans £°.
+oo
b) Soit « € E. On suppose que, pour tout s € £°. la série Z Spxy converge. Montrer que x € ¢, En déduire que

n=0
+oo

O(x):s—> Y définit un élément de (€)', et que [|© (x)|| = ||z,
n=0
+00 Too
¢) Soit v € ¢j. Prouver que ||v|| = Z |[v(e™)]. Montrer que, pour tout s € cg, la série anv(e") est convergente,
n=0 n=0
et a pour somme v(s). Pour v € ¢, on pose ¥(v) = (v(e™)),en. Montrer que ¢ est un isomorphisme isométrique
de ¢} sur ¢*.
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MAEx. 44. — ./evn/exo-44/texte.tex
Soit E I’ensemble des suites complexes indexées par N. Pour z € F, x,, désigne le terme général de x.
Pour p €N, on pose e’ = (e ) e, avec eh =1, el =0 si n #p.

1 1
On désigne par « et 3 des éléments de |+1; +o00[ tels que — + 3 =1.
a

400 “+00 o
On note £* = {x eFE; Z |zn]® < —I—oo}, pour x € £%, on pose N, = (Z |a:n|0‘> )
n=0

n=0
1. a) Soit f € €(R, R) deux fois dérivable, et vérifiant f”(R) C Ri. Montrer que, pour z, y € R, t € [0;1], on a
fltz+ A=ty <tf(z)+ (1 -t)f(y)-

1 1
b) Montrer que, pour a, b€ R4, on a ab< —a® + Bbﬂ.
a

2. Soient N € N, a = (ag, ..., an) € CNTL b = (by, ..., by) € CV! que l'on identific aux deux éléments
(ag, ..., an, 0,0, ...) et (bo, ..., by, 0, 0, ...) de E. On pose A= Ny(a), B = Ng(b).
N
a) Montrer que Z |anbn| < AB.
n=0

b) Prouver que Ny(a+b) < Ny(a)+ Nu(d).
3. Déduire de 2b les résultats suivants :
a) £ est un sous-espace vectoriel de E, et N, est une norme sur N,. On munit désormais % de la norme Nj,.
“+o00
b) Soient z € (%, y € £°. Prouver que la série Z |Znyn| est convergente, et que

n=0
+o0o
> |#nyn| < Na(2)Np(y).
n=0

4. Montrer que £ est complet.
5. Soit v €R, et (an)nen une suite de réels strictement positifs.
n
Qn
On pose A, = ap et by = ——.
pose An = 2t e =
On suppose que la série de terme général a,, est divergente.
Montrer que la série de terme général b, diverge si v < 1 et converge si v > 1.
+oo

6. a) Soit b€ E. On suppose que la série Z anby, converge pour tout a € £%. Montrer que b € .

n=0
b) Soient u € (£%)" et O (u) = (u(e"))nen € E. Prouver que ®(u) € £°.

c¢) Prouver que @ est un isomorphisme isométrique de (¢*)" sur 8.

AEx. 45. — ./evn/exo-45/texte.tex
Soit (a;);es une famille sommable de nombres complexes. Prouver que la famille (a?)ie 1 est sommable.

AEx. 46. — ./evn/exo-46/texte.tex
Soient ab b € |-1; +1[. Prouver que la famille (ab")(;,, n)enxn est sommable. Calculer sa somme.

AEx. 47. — ./evn/exo-47/texte.tex
On note M = N* x N*

1. Soit a > 1. Montrer que la famille ((fmn)™), n)err est sommable.
2. En déduire que, pour > 2, la famille ((m + n)_ﬁ)(m’n)eM est sommable.

3. On suppose que 8 < 2. Montrer que la famille ((m + n)fﬁ)(mm)eM n’est pas sommable (raisonner par 'absurde).
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MAEx. 48. - ./evn/exo-48/texte.tex
Soient E un espace de Banach et i=Idg.

oo
1. Soit u € Z.(E) tel que ||u|| < 1. Montrer la série Zu" est convergente dans .Z,(E). Soit v sa somme. Montrer que
n=0

(i—u)ov=wo(i—u)=i

2. Soit U Pensemble des éléments inversibles de .%;(E). Montrer que U est ouvert dans .Z.(F).
oo
1
3. Soit u € Z:(E). Montrer que la série Z —u" converge dans Z.(E). Soit e sa somme. Montrer que e* € U et que
n!
n=0
(e")t=e"u

Soient u, v € Z.(E) tels que wov =vou. Etablir : ezpou+v=e%oe’ =e”oe’.

AEx. 49. - ./evn/exo-49/texte.tex
+oo +oo

On note D ={z€C; |z| <1}. Soient f(2) Z,Zanz” et g(z) = anz” des séries entiéres qui convergent pour
n=1 n=1

z€ D (on a donc f(0)=g(0)=0).
1. Prouver que, pour z € D, la famille (@ —p bg2"7), sen+ est sommable.

2. En déduire que les séries
+oo +oo
F(z) =Y ang(z"), G(z)=1 baf(")
n=1 n=1

convergent pour z € D, et que F(z) = G(z) pour z € D.
3. Montrer que F' est développable en série entiere dans D, et déterminer son développement en série entiere dans ce
disque.

©.-On obtient, compte-tenu de 2, nombre d’identités remarquables. Par exemple :

Pour z € D :
400 n 400 n
2 1:271 - (_1)n1izn'
n=1 n=1
Pour z € |—1;+1[:
too too -1 n
(=D)" =
ny _
Zlog(l—i—x )—Z I B
n=1 n=1
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CHAPITRE VI I I

ESPACES DE HILBERT

AEx. 1. — ./espaceshilbert/exo-1/texte.tex
+o00
1. Soient p, ¢ € N, et (an)nen, une suite de nombres complexes telle que Z |an|2 converge. Montrer que la série de
n=0
+oo +o0o
terme général anypan4q est convergente, et que Zan+pan+q < Z lan|?.
n=0 n=0

2. Soient a, b € R, f € € (R, R) telle que |f| soit de carré intégrable sur R. Montrer que ¢t — f(t+a)f(t +b) est

intégrable sur R et que /f(t +a)f(t+0b)dt| < /|f(7f)|2 dt.
R R

AEx. 2. — ./espaceshilbert/exo-2/texte.tex
Soient V, W des variétés affines d’'un espace préhilbertien séparé E, x € V, y € W. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

Lz =yl =d(V, W).
2. x —y est orthogonal aux directions de V' et de W.

AEx. 3. — ./espaceshilbert/exo-3/texte.tex
Soit E un espace préhilbertien séparé. Pour z1, ..., &, € E, on note G(z1, ..., Tn) le déterminant d’élément générique

(($i|33j))1<i7 j<n-

Déterminant de Gram

On dit que G(x1, ..., &p) est le déterminant de Gram des ;.
1. Montrer que G(z1, ..., x,) € Ry, et que G(z1, ...; x,) € /GRY si, et seulement si, le systéme (x1, ..., ) est
libre.
n
2. On suppose que x1, ..., Ty sont indépendants. On pose V = ZC%‘- Etablir :
i=1
G(x, =1, ..., x
e, VP = e )
G(z1, ..., Tp)
AEx. 4. — ./espaceshilbert/exo-4/texte.tex
+o0o
Soit E I'ensemble des suites x = (), de nombres complexes telles que Z e " |z |? < +oo.
n=0

1. Prouver que F est un C-espace vectoriel, et que lapplication (x, y) — e "zpJnest un produit scalaire sur E.

2. Pour p € N, on définit 2 = (a1),, € E par ) =1, 2}, =0 pour n # p. Montrer que (2”), est une base hilbertienne
de E.

AEx. 5. — ./espaceshilbert/exo-5/texte.tex
1
On munit E=%([0;1], R) du produit scalaire (f|g) = /f(t)g(t) dt. Soit F={fe E; f(0)=0}. Déterminer F*.

0
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AEx. 6. — ./espaceshilbert/exo-6/texte.tex
Soit £ un C-espace vectoriel normé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) 1l existe un produit scalaire (|) sur E tel que (z|z) = ||z||* pour tout z € E.
ii) Pour tous @, y € E, on a[lz+y|* + [lo —y|* = 2(||z|* + [ly|*)-

AEx. 7. — ./espaceshilbert/exo-7/texte.tex

1. Soient F un espace préhilbertien séparé non complet, et (2 ),ecn, une de Cauchy non convergente de E. Pour n € N,
on note uy, la forme linéaire continue sur E définie par u,(z) = (z|zy). Prouver que la suite (uy,),en est de Cauchy
dans E’. En déduire qu’il existe un hyperplan fermé H de E tel que H L= {0}.

2. Soit (en)nen la base hilbertienne canonique de £%(N). On désigne par E le sous-espace vectoriel de /2 (N)engendré
par les e,.

On a donc E = é%(N), E= K(QC(N), donc F est un espace hilbertien non complet.

Prouver qu'il existe dans FE une suite orthonormée (an)nen non totale dans E contenue dans aucune autre suite
orthonormée.

AEx. 8. - ./espaceshilbert/exo-8/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert, et f € €([0; 1], C). Pour « € E, on pose :

1
ula) = / (2] (1)) dt.
0

Montrer qu’il existe un unique y € E tel que u(x) = (z|y) pour tout = € E.

) Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

1
) ol = [ 170 e
0
ii) Ilexiste z€ E et g€ %([0;1], R4) tels que f(¢) = g(¢)z pour tout ¢ € [0;1].

AEx. 9. — ./espaceshilbert/exo-9/texte.tex
On note S l'ensemble g € ¥([—1; +1], Ry) qui vérifient :

Jlatorat=1, [oerc- / gyt = [Eg(e) =0,
I I

1 1

oul=[-1;+1].

1. Calculer inf /}x3 —az® —br— C}Q dz ; a, b, ce C 5. (Interpréter en termes de projections).
1

2. Déterminer sup /t?’g(t) dt| ; geS
I

AEx. 10. - ./espaceshilbert/exo-10/texte.tex
Soient E un espace préhilbertien séparé, et A une partie non vide, convexe et complete de E.
Pour z € E, on note p(x) la projection de x sur A.

1. Soient z, y € E. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) y=p).
ii) Re(r —ylz—y) <0 pour tout z € A.

2. Soient z, y € E. Déduire de 1 que ||p(z) — p(¥)||? < |lp(z) — p(v)]| - |z — y]|, puis que I'application p est lipschitzienne
de rapport 1.
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AExX. 11. — ./espaceshilbert/exo-11/texte.tex
Soit E un espace préhilbertien séparé.

1. Soient z, y € F tels que (z|y) = 0. Prouver qu’il existe t € C tel que ||tz +y|| < ||y
2. Soit p € Z,(FE) tel que p=0, pop=p. On note A =ker(p), B=p(E).

a) Montrer que ||p|| > 1, et que A et B sont fermés dans F.

b) On suppose que A et B sont non orthogonaux. Montrer que ||p|| > 1.

¢) Que peut-on dire si ||p|| =17

AEx. 12. — ./espaceshilbert/exo-12/texte.tex
Soient E, F' deux espaces préhilbertiens séparés et u une application de E dans F telle que ||u(z) —u(y)| = ||z — y||
pour tout z, y € E.

1. On suppose que u(0) = 0. Montrer que u est linéaire.

2. Que peut-on dire si 'on ne suppose plus que u(0) =07

AEx. 13. — ./espaceshilbert/exo-13/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert et 4 un endomorphisme de E (non nécessairement continu). On considére les conditions
suivantes :

(u(z)|z) = (x|u(y) pour tous x, y € E. (R1)

il existe ¢ € RY tel que |(u(z)|z)| < cllz||*>  pour tout z € E. (R2)

1. Montrer que, si u est continu, u vérifie (R2).
2. Etablir, pour y., z € E : (u(y+ 2)|y+ 2) — (u(y — 2)|y — 2) = 2(u(2)|y) + 2(u(y)|2).
En déduire, si u vérifie (R2) : |(u(2)]y) + (u(y)]2)| < c(ly|> + |2]]%).

3. En posant y = ||u(z)| 2, 2 = ||z||u(z), montrer que, si v vérifie (R1) et (R2), u est une application continue.

AEx. 14. — ./espaceshilbert/exo-14 /texte.tex
Soit (2 )nen une suite de points d’un espace de Hilbert E. On suppose qu'il existe a € E tel que lir_i{l (ylxn —a) =0
n—-—+oo

pour tout y € E.

1. Prouver que la suite (z5)nen est bornée.
2. Etablir : ||a| lLm |z,

n—-+00

AEx. 15. - ./espaceshilbert/exo-15/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert et (z),cn une suite de points de E. Pour x € E, n € N, on pose up(x) = (x|zn).
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) lim z, =0.
n—-+oo

ii) La suite (un)nen converge uniformément vers 0 sur B’(0,1).

AEx. 16. - ./espaceshilbert/exo-16/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert. M, N des sous-espaces vectoriels fermés de F.

1. Montrer que, si M et N sont orthogonaux, M + N est fermé.
2. On suppose que M est de dimension finie. Montrer que M + N est fermé

(Dans les deux cas. on pourra montrer que M + N est complet. On a vu en VII, exercice 13, résultat plus général que
celui de2).

AEx. 17. — ./espaceshilbert/exo-17/texte.tex
Soient F un espace de Hilbert, M, N des sous-espaces vectoriels fermés de E. On suppose qu’il existe k € [0; 1] tel
que |(z|y)| < k||=| ||y|| pour tous x € M ;, y € N.

Montrer que M + N est fermé dans E (méme méthode que dans Pexercice 16).
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MAEx. 18. - ./espaceshilbert/exo-18/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert, M, N des sous-espaces vectoriels non nuls de E. On suppose qu’il existe k € Ry tel
que |(z|y)| = E[[lz[| ly|| pour tous z, y € E.

Montrer que ’on est dans I'un des cas suivants :
i) k=0 (auquel cas M et N sont orthogonaux).

ii) M et N sont de dimension 1.

AEx. 19. — ./espaceshilbert/exo-19/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert, F' un sous-espace vectoriel fermé de E, B L’ensemble des éléments de F’ L de norme 1.
Soit x € E. Etablir : d(x, F) =sup{|(z|ly)| ; vy € B}.

AEx. 20. - ./espaceshilbert/exo-20/texte.tex
Soit (E;)icr et une famille d’espaces de Hilbert. La produit scalaire dans E; est noté (.|.);, et la norme |.||;. On note

E Vensemble des familles = (2;);e, =i € Ej, telles que la famille (||z;]|?);e; soit sommable.

1. Montrer que E est un C-espace vectoriel. Soient © = (z;);e7 € E, y = (yi)ier € E. Montrer que la famille ((z;]y;)i)icr
est sommable, et prouver que 'application

ExE—=C, (x,y)— > (zilwi)i
i€l
est un produit scalaire sur F.

2. Prouver que, muni de ce produit scalaire, E est un espace de Hilbert.

AEx. 21. — ./espaceshilbert/exo-21/texte.tex
On désigne par E un espace de Hilbert.

1. Soit u € Z.(E). Montrer qu'’il existe un unique u* € Z.(E) tel que (u(z)|y) = (z|u*(y)) pour tous z, y € E. On dit
que * est I’adjoint de u, et que u est hermitien si u = u*.

2. Pour u, v € Z:(E), établir les relations :
(utv)" =u"+ 0" (wov)" =v*ou®, (u)" =u, [ull=lu"].

3. Soit F' un ous-espace vectoriel fermé de E. Montrer que £ = F & F L. Soit p la projection sur F' parallelement a
F+.. Montrer que p € Z.(E), et que p* = p.

AEx. 22, — ./espaceshilbert/exo-22/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert et u € Z(E).
Il =

1. Montrer que ||uowu |u* o ul = |jull?.

2. Btablir : ker(u*) = [u(E)]*, ker(u) = [u*(E)]L, [ker(u*)]t =u(E), [ker(u)]* = u*(E).

MAEx. 23. - ./espaceshilbert/exo-23/texte.tex
Soient E un espace Hilbert et v € .Z.(E).

1. Prouver que et u = 0 si, et seulement si (u(z)|z) =0 pour tout x € E.
2. Le résultat de 1 est-il encore si 'on suppose seulement que E est un R-espace vectoriel euclidien ?
3. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) w est hermitien.

ii) (u(z)|z) €R pour tout z € E.

MAEx. 24. - ./espaceshilbert/exo-24 /texte.tex
Soient E un espace de Hilbert et v un élément hermitien de .Z.(F). Etablir

[ull = sup{[(u(2)|z)] ; [l«] =1}

(procéder comme dans exercice 13).
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AEx. 25. - ./espaceshilbert/exo-25/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert et w un élément hermitien de .%.(E) tel que (u(z)|z) € R4 pour tout x € E. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  w est injectif.
ii) w(E)=EFE.
iii) (u(z)|x) € R pour tout x € E—{0}.

MAEx. 26. - ./espaceshilbert/exo-26/texte.tex
Soient I un ensemble, E = ¢4(N), (\;)ie; une famille bornée de nombres complexes. Pour x = (z;)se7, on pose
u(x) = (Nizi)ier-

1. Prouver que u € Z,(E), et déterminer ||ul|.

2. Déterminer u*. A quelle condition nécessaire et suffisante u est-il hermitien ?

AEx. 27. - ./espaceshilbert/exo-27/texte.tex
On munit F = ¢%(N*) de son produit scalaire usuel. Soit u: e — E défini par

(21, x2, x3,...)— (0, 21, 22, X3, ...).

1. Montrer que u est une isométrie linéaire.
2. Déterminer u*, et prouver que ||u*|| = 1.

3. Calculer uwou* et u*ou.

Valeur propre

On dit que A € C est valeur propre de v € Z.(E) ¢il existe € E — {0} tel que v(x) = A\x.

Déterminer les valeurs propres de u et de u* on comparera les résultats obtenus ici avec ceux que 1’on connait dans
le cas des espaces hermitiens de dimension finie : ils sont tres différents.

MAEx. 28. - ./espaceshilbert/exo-28/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert et u € Z.(E).

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) wou=Idg.
ii)  (u(x)|u(y)) = (x|y) pour tout z, ye F
iii) |Ju(z)|| = ||z|]| pour tout x € E.

2. Si ces conditions sont vérifiées, a-t-on uou* =Idg ?

MAEx. 29. — ./espaceshilbert/exo-29/texte.tex
Soient E un espace de Hilbert de dimension infinie, (e;) une suite orthonormée dans E, A = {e, ; n € N}.
Prouver que A est un fermé borné non compact de E.

AEx. 30. - Cube de Hilbert. ./espaceshilbert/exo-30/texte.tex
Soient E = (%(N), (e,) sa base hilbertienne, et (¢,)nen une suite de R
00

On note A I'ensemble des z = Z$n€n € E qui vérifient |z,| < &, pour tout n € N.
0

1. Prouver que A est fermé dans F.
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est compact.

o0
ii) La série Z@% est convergente.
0
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AEx. 31. - ./espaceshilbert/exo-31/texte.tex
Soit E' un espace de Hilbert avec une base hilbertienne (ep)pen-

1
On note A I'ensemble des éléments x € Epour lesquels il existe &1, ..., zp € Ry avec Z{k =la= Zﬁk (1 — E) €.
k=1

— 1
a) Montrer que 'adhérence A est 'ensemble des x € E qui s’écrivent z = Zgn (1 — —> €n, Ol Z Ap=1let & e Ry
n

n=1 n=1

pour tout k € N*.
b) Montrer que §(A) = v/2, mais que pour tout z, y de A, ||z —y|| = V2.

AEx. 32. — ./espaceshilbert/exo-32/texte.tex
Soient E = Z% (N) muni de son produit scalaire usuel, B la boule unité fermée de E, (k;, ), une suite bornée de nombres
complexes. Pour z = (x,)pn, € F, on pose u(z) = (knTp)n.

1. Prouver que u € Z.(E).

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i)  w(B’) est compact.
if)  lim k,=0.

n——+00

AEx. 33. - ./espaceshilbert/exo-33/texte.tex
Soient E un espace préhilbertien séparé, v une forme linéaire continue sur ', A une partie non vide, convexe, compléte
de E.

Pour z € E, on pose f(z) = ||z|* + Ju(x)|.
Prouver que f atteint son minimum sur A en un point unique.

AEx. 34. — ./espaceshilbert/exo-34/texte.tex

1. Soient X un espace métrique, a € X, A une partie non vide de X. Montrer que d(a A) = d(a, A)

2. Soient E un espace préhilbertien séparé, (Cy, ), une suite croissante de convexes complets, non vides, de E.
On pose D = UNCn, C = D, et on suppose que C est complet.
ne

a) Montrer que C' et D sont convexes.
b) Soit « € E. Prouver que d(z, C) = lim d(z, Cy).
n——+o0o

¢) Soient p et p, les applications de projection sur C et Cy,. Montrer que, pour x € E, p(z) = lim p,(x).

n—-+oo

Familles de polynomes

Soit £ un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur F est une forme bilinéaire symétrique sur E, notée
(z, y) — (z]y), et vérifiant (z|x) € Ry pour tout x € E.

Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire s’appelle espace préhilbertien réel.

On transpose mutatis mutandis & ces espaces ce qui a dit pour les espaces préhilbertiens (complexes).

Dans les exercices 35 & 38, on pose E =R|| X]||. Pour n € N, E,,, désigne le sous-espace de F des polynomes de
degré au plus n. On y étudie quelques familles importantes de polynémes orthogonaux.

AEx. 35. - Polynémes de Tchebycheﬁ. ./espaceshilbert/exo-35/texte.tex
1. Montrer que 'application ((P, Q) — (P|Q) = / P(t — t2) dt est un produit scalaire sur E.
Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique T}, € E tel que T, (2cosu) = 2cosnu pour tout u € R.

Pour n > 2, montrer que Ty (X) = XTp—1(X) — Th—2(X).
Etudier la parité et le degré de Ty,.

oUs LN

Prouver que (7,) une base orthogonale de E. En déduire que, pour n € N*, T, a toutes ses racines, réelles, simples,
et appartenant & ]—2; 42
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AEx. 36. - Polynémes d’Hermite. ./espaceshilbert/exo-36/texte.tex
On pose f(z) = e’ Hy(x)= (—1)”e$2f(”) (x). Pour P, Q € E, on pose
“+0o0
Pl = [ P
—0oQ

On définit ainsi un produit scalaire sur E.

1. Prouver que H, € E, et que d°H,, = n. Montrer que le terme dominant de H,, est 2"z". Etudier la parité de H,.
Montrer que (Hy,|Hp) =0 pour m =m, (H,|Q) =0 pour Q € E,,_1. Calculer (Hy|Hy,).

Pour n € N*, prouver que H,, a toutes ses racines réelles et simples.

Pour < p <n — 2, montrer que (Hp|H,,) = 0. En déduire que H,, = 2nH,_1 pour n € N*.

Etablir, pour n € N* : H,11(X) = 2X H,(X) — 2nH,_1(X).

Montrer que, pour n € N, on a : H)/(X) =2XH, (X) — 2nH,(X).

DAl S

MAEx. 37. - Polynémes de Legendre. ./espaceshilbert/exo-37/texte.tex
+1

Pour P, Q € E, on pose (P|Q) = /P(t)Q(t)dt. On veut trouver une suite (P, ), dans E—{0} avecd°P =n, (P,|Q) =0

—1
pour g € ep_1.

1. Montrer que, si une telle suite existe, P,, a toutes ses racines réelles, simples, appartenant a |—1; +1[ pour n € N*.

2. Prouver que, si P, existe, il est uniquement déterminé & une constante multiplicative non nulle pres.

3. On pose Q1(x) = /Pn(t) dt, Qj(z) = /Qj_l(t) dt,j=2, ..., n.°
1 -1

Montrer que, pour j =1, ,
dots, n, Q;(X) est divisible par (X2 —1)7. En déduire qu’il existe ky, € R*tel

Po(X) =k [(X2 = 1)"] ™.

4. Déterminer ky, pour que P, (1) =1. Dans la on suite, on suppose k, ainsi fixé. Etudier 1a parité de P,.
n

5. Montrer qu’ll existe ¢, co, ..., cp € R tels que Ppy1(X) —eNP(X) = ZCTPT(X).
r=0
En déduire que : (n+1)Ppy1(X) = 2n+ 1) X Py (X) —nPp—1(X).

AEx.38. _ Polynoémes de Laguerre. ./espaceshilbert/ezo-38/texte. tex
On note R(n, p)(z) =e” [zPe™"] (n), R, = R(n, n).

+o00
Pour P Q € E, on pose (P|Q) = /P(t)Q(t)eft dt.
0

On veut trouver une suite (Py,), d’éléments de E — {0} qui vérifie d°FP, =n, (P,|Q)=05si Q € Ep_1.

1. Montrer que, si la suite (P,), existe, pour tout n € N*, P, a toutes ses racines simples, réelles, et appartenant a
R’ .

2. Montrer que, si la suite (P, )y existe.,chaque P, est uniquement déterminé & une constante multiplicative non nulle
pres.

3. Montrer que, pour p, n € N, R(n, p) est un polynéme de terme dominant (—1)"z?.

4. Prouver que R —n et P, sont proportionnels.

5. Montrer qu’il existe ¢, cg, ..., cn € R tels que :

n

Rpy1(X) = cXRp(X) =Y o Ri(X).
k=0

En déduire :
Rni1(X) = (2n+1—X)Rn(X) +n?Rp_1(X)=0.
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CHAPITRE IX

PROBLEMES

Y% Probléme 1 Probleme 1

Les deux parties du probleme sont indépendantes.

Partie I

Espace porte

Un espace topologique E est appelé espace porte si toute partie de E est ouverte ou fermée dans E.

On dit qu’un point & de E est un point d’accumulation de E si tout voisinage de x est non réduit & {z}.

1.

2.

Soit E un espace topologique discret. Montrer que E est un espace porte.

Soit E le sous-ensemble {0} U {% ; neE N*} de R. On munit E de la topologie induite par la topologie usuelle de
R. Montrer que E est un espace porte.
a) Soient E un espace topologique et x un point de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i)  x est un point d’accumulation de E.
ii) {x} n’est pas ouvert dans F.
b) Déterminer les points d’accumulation des espaces topologiques introduits en et .

Soit E un espace porte séparé. En considérant les parties de E de la forme

{yru(UN{z})

ou x et y sont des points de £ et U un ouvert contenant z, prouver que F contient au plus un point d’accumulation.
Soit E un espace topologique séparé. On suppose que E vérifie la propriété suivante : pour tout parte A de E, ou
il existe un fermé F' de E tel que FOC AC F, ou il existe un ouvert U de E tel que U c AC U.

a) Prouver que E contient au plus un point d’accumulation.

b) Montrer que F est un espace porte.

Partie IT

. Soit F un espace topologique séparé. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout ouvert U de E, U est un ouvert de E.

[e]
ii) pour tout fermé F de E, F est un fermé de E.
iii) pour tous ouverts U, V de E tels que UNV =0, ona UNV = 0.
On dit qu’un espace topologique est de type (A) s’il est séparé, et §’il vérifie les conditions équivalentes précédentes.

Soient E un espace de type (A) et X un ouvert de E. On munit X de la topologie induite par la topologie de F.
Prouver que X est un espace de type (A).

Soient F un espace de type (A) et D une parte dense de E. On munit D de la topologie induite par la topologie de
E. Prouver que D est un espace de type (A).

Soit E un espace topologique séparé. On suppose que tout point  de E possede un voisinage V, qui soit de type
(A) pour la topologie induite par celle de E.

Prouver que F est un espace topologique de type (A).
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¥ Probléme 2 Probléeme 2

On note S =RU{—00 ; +00}, en convenant que —oco < a < +00 pour tout a € R.
Pour x € S, on pose :

o [(z)=]z; +oo] (ainsi I(+o0) =@, I(—o0) =R).
o J(x) =]—o00;z[ (ainsi J(+00) =R, J(—o0) = ).

L’espace topologique R muni de sa topologie usuelle est noté FE.

1.

Soit f: E — FE une application monotone. Montrer que f admet en tout point une limite a gauche et une limite a
droite.

a) Soient 71 = {I(z) ; x € R}, To = {J(z) ; © € R}. Montrer que T} et T» sont des topologies sur R. Les espaces
ainsi obtenus sont notés E7 et Es. Pour i =1, 2, comparer les topologies de F et FE;.

b) Montrer que Ej et Eo sont non séparés.
¢) Déterminer, pour a € R, 'adhérence de {a} dans E; et dans Es.
Soit f une application de F; dans lui-méme. Prouver que f est croissante.

Montrer que ’ensemble des applications continues de F7 dans lui-méme est ’ensemble des applications crois-
santes et continuées a gauche en tout point au sens usuel (c’est-a-dire continue & gauche en tout point en tant
quapplications de E dans lui-méme).

a) Que peut-on dire de Papplication h de F; dans Eo définie par h(x) =z ?
b) En utilisant h, déterminer I’ensemble des applications continues de

i)  FE dans Es.

ii) E) dans Fs.

iii) FE9 dans Fj.

a) Déterminer I'ensemble des applications continues de E; dans F (on pourra utiliser les applications ij de E dans
Ej, définies par ig(z) =x pour k=1, 2).

b) Reprendre la question précédente en remplacant Eq vers Es.
a) Ecrire une condition nécessaire et suffisante pour qu’un application f de E dans E81 soit continue.
b) Procéder de méme en remplagant Ey par Es.

Soit f I'application de R dans lui-méme définie par :
o f(x)=0size“QU{0}.

1
o f(x)= p six= g avec p € Z*, g € N*, p et ¢ premiers entre eux.

Montrer que, considérée comme application de E dans Fo, f est continue.
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% Probléme 3 Probleme 3
Dans tout le probleme, E désigne un espace topologique.

Espace totalement discontinu et point de dispersion

On dit que E est totalement discontinu si, pour tout x € F, la composante connexe de x dans E est égale & {z}.
Un point a de E est dit point de dispersion de E si “{a} est totalement discontinu.

1. Soient X, Y des parties de E telles que E =X UY, M une partie de X NY. On suppose que M est ouverte (resp.
fermée) dans X et Y. Montrer que M est ouverte (resp. fermée) dans E.

Dans toute la suite du probléme, on suppose que E est connexe. On désigne par A une partie connexe de E et par
B une partie de 4, a la fois ouverte et fermée dans A.

2. Soit (C;)ier 'ensemble des composantes connexes C de A telles que C'N B = &. Montrer que
B=U C;.
el
3. On veut prouver que D = AN B est connexe.

a) Etablir le résultat lorsque A = @, ou lorsque B = &.
Dans la suite, on suppose que A = J et B = &.

b) Soient F1, F» deux fermés de E tels que :

D C F1 N Fy, FiNkHhND=0o.

Prouver que 'on a, par exemple, A C F, et ANF = 2.

¢) soit (C;);er comme en 2. On note :

Ilz{iEI; C; C Iy CZ‘QFQZQ}, IQZ{iEI; CZ'CFQ;CZ'ﬂFl:@},

L=|J CiMm={] c.
i€y i€l
Prouver que I = L1 U
d) Montrer que M est a la fois ouvert et fermé dans AU et dans A..
e) Conclure.
4. Soit C une composante connexe de A. Montrer que C' est connexe (on utilisera en particulier la question 3).

5. On suppose que E contient au moins deux points distincts. Montrer qu’il existe des parties connexes P et @ et Q
de Etelles P20 ; Q=9 ; PNQ =9, E=PNQ.

6. On suppose que F contient au moins trois points distincts. Prouver que E contient au plus un point de dispersion.
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2¢ Probléme 4  e— Probléeme J

Soit E un espace topologique séparé.

Partie presque compacte

Une partie A de E est appelée partie presque compacte de E, si, pour tout recouvrement ouvert (U;);c; de A,
il existe une partie finie J de I telle que A C U 7]
JjeJ

1.-
2.-

w
N

Partie I

Soient E un espace topologique séparé, A une partie presque compacte de E. Prouver que A est fermée dans F.
L’espace R™, n € N*, est muni de sa topologie usuelle. Soit A une partie de R™. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) A est une partie compacte de R™.

ii) A est une partie presque compacte de R".

Soient E et F' deux espaces topologiques séparés, A une partie presque compacte de E et f une application continue
de E dans F.

Montrer que f(A) est une partie presque compacte de F'.

Soient E un espace topologique séparé, F' une partie de F munie de la topologique induite par la topologie de E,
et A une partie de E.

a) On suppose que A est presque compacte dans F'. Montrer que A est presque compacte dans E.

b) On suppose que A est presque compacte dans F, et que F' est ouverte dans E. Montrer que A est presque
compacte dans F'.

¢) On suppose que A est presque compacte dans E, et que F est dense dans E. Montrer que A est presque
compacte dans F'.

Soient E et F' des espaces séparés non vides. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  L’espace topologique produit E x F' est presque compact.
ii) Les espaces topologiques E et F' sont presque compactes.

Partie I

Soit T I’ensemble des parties A de R qui sont vides ou qui vérifient la propriété suivante :

pour tout x € A, il existe r > 0 tel que |x —r;z+r[NQ C A.

Il est facile de voir que T définit une topologie séparée sur R.

L’espace topologique obtenu ainsi est noté E.

Si A est une partie de R, on note I(A) et F(A) Dintérieur et ladhérence de A pour la topologie définie par T, et A et
A lintérieur et ’adhérence de A pour la topologie usuelle de R.

1.

Comparer la topologie T et la topologie usuelle de R. Pour une partie A de R, comparer Aet I (A) (resp. A et
F(A)). Que peut-on dire de Q en tant que partie de E?

Soit U un ouvert de E. Montrer que u C [F'(U)]°.

Soit A une partie de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est une partie presque compacte de E.

ii) A est une partie compacte de R pour la topologie usuelle.

a) Prouver que [0;1]NQ est une partie fermée de E.

b) En déduire que |0; 1] est une partie presque compacte et non compacte de E.

. Donner un exemple d’espace topologique séparé X et de parties A et B de X qui vérifient les conditions suivantes :

i) AcCB.

ii) B est une partie presque compacte de X.

iii) A est une partie fermée de X.

iv) A n’est pas une partie presque compacte de X.
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% Probléme 5 Probleme 5
Dans tout le probleme, FE désigne un espace métrique dont la distance est notée d. Pour x € E, r € R4, on pose
Bz, r)={a€ E; d(z, y) <r}, B'(zx, r)={a€ E; d(z, y) <r}.

PARTIE I

Dans cette partie, on suppose que E n’est pas complet, et on désigne par (), >1 une suite de Cauchy non convergente
d’éléments de F.

Pour z € E, n € N*, on pose fn(z) =d(z, xp).

1. Prouver que la suite (fy)n. converge uniformément vers une application continue f de F dans R.

2. Montrer que f(z) > 0 pour tout « € E, et que f n’atteint pas sa borne inférieure sur E.

1
3. On pose g(z) = ——. Montrer que g n’est pas uniformément continue et est non bornée.

f(z)
PARTIE II

Dans cette partie, on désigne par (z),>1 une suite d’éléments deux a deux distincts de E et par (rp),>1 une suite

d’éléments de R .

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

i) la suite (zp)n, ne contient aucune sous-suite convergente.

ii) pour n, pe N* et distincts, on a B(zp, rn) N B(xzp, rp) = .

iii) la suite 7, tend vers 0 si n tend vers +oo.

1. a) Soit A une partie non vide de E. Pour z € E, on pose ffa(z) = inf{d(z, 2) ; 2 € A}. Montrer que f4 définit
une application continue de E dans R. Prouver que f4(z) =0 si, et seulement si, x € A.

b) Soient B, C des parties fermées, non vides, et disjointes de E. On définit f: F — R par

N V:1C))
fB(x)+ fo(x)

Prouver que f est continue et que : f(z) =0siz € B, f(z)=1sixzeC.

f(x)

2. a) Montrer qu'’il existe une application continue g; : F — R telle que
. / 1 . c
gr(x) =1sixz € B' | x, 37k ) gi(x) =0 si x €B(xg, ).

b) Prouver que I'on définit une application continue non bornée g: F — R par :
(o)
g(x) = kgi(x).
k=1

3. On suppose qu'il existe, pour tout k € N* g € B(xy, ri) — {z}. Prouver qu'il existe une application continue
h:E — /GRy, vérifiant, pour tout k € N*, h(zg) =0, h(yg) = 1.
En déduire qu’il existe application de ¥ dans R continue, mais non uniformément continue.

PARTIE III
1. Dans cette question, on suppose que toute application continue de E dans R est bornée.

a) Prouver que E est complet.

b) Montrer que FE est compact (raisonner par ’absurde, et utiliser II. 2).

2. Dans cette question, on suppose que toute application continue de £ dans R est uniformément continue.
On désigne par E’ L’ensemble des points isolés de E, et on pose F = E — E'.

a) Prouver que E est complet, puis que F' est compact (raisonner par ’absurde).

b) Donner un exemple ot l'on a E'# F, F'# & et ou E est non compact.
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% Probléme 6 Probléeme 6
OLes deux parties du problemes sont indépendantes.

PARTIE I

Soient a, b € R tels que a < b, et E 'ensemble des fonctions continues de [a; b] dans R. On munit F de la norme de la
convergence uniforme : ||f|| =sup{|f(z)| ; = € [a; b]} pour f € E.
1. Soit H une partie de F. Montrer que conditions suivantes sont équivalentes :
i) H est une partie compacte de E.
ii) H est bornée dans E et équicontinue dans [a; b].
iii)
2. On note id I'application identique de [a; b] dans lui-méme, et on désigne par v un élément de E tel que u([a;b]) C

[a;b]. On définit une suite (u"),en d’éléments de E par les formules de récurrence :

uw’ =id, ut =, w1 = 4" 0w pour n € N.

a) Dans cette question. on suppose que |u(z) — u(y)| < |z — y| pour tous z, y € [a; b].
Prouver que {w ; n € N*} est une partie relativement compacte de E, et que le suite (u"),en+ admet au moins
une valeur d’adhérence dans E.

b) Dans cette question, on suppose que a =0, b=1, u(z) =1—x.
Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite (u"),cnx dans E 7
c) Dans cette question, on suppose qued < a < b< 1, et que u(x) = /.
i) Vérifier que u([a;b]) C [a;b].
ii) On suppose a > 0. Montrer que la suite (™), cn+ est équicontinue dans [a; b] et converge dans F.
iii) Reprendre L’alinéa précédent lorsque ’on suppose que a = 0.
3. On désigne toujours par u un élément de E tel que u([a;b]) C [a;b]. Soit f € E. Pour n € N*, on définit g, € E
par :
g = (fout foul 4+ four).

a) On suppose que la suite (u")y, est équicontinue dans [a; b]. Montrer qu'il en est de méme des suites (f o uzl et
(gn)n-

b) On suppose que la suite (u"), est équicontinue dans [a;b]. Montrer que la suite (gpn)n, a au moins une valeur
d’adhérence dans E.

Soit h une de ces valeurs d’adhérence. Etablir : hou = h.

¢) Etudier la suite (gn)n , lorsque a =0, b=1, u(z) =1 —z.
PARTIE II

Soient Xun espace topologique et F un espace métrique non vide. On désigne par (f,)nen une suite d’applications de
X dans F qui converge simplement vers une application f de X dans FE.

Convergence quasi-uniforme

On dit que la suite (fy)n converge quasi-uniformément vers f si la condition suivante est vérifiée :
(*) pour tout € > 0, et pour tout p € N, il existe un entier ¢ > p tel que, pour tout = € X, il existe un entier

ng € [[p, ¢l pour lequel d(fr,(x), f(z)) <e.

1. On suppose que les (fy)n sont continues sur X et que la suite (fy,)n, converge quasi-uniformément vers f. Prouver
que f est continue sur X.

2. On suppose que X est compact et que les f, et f sont continues sur X. Montrer que la suite (f,)n converge
quasi-uniformément vers f.

3. On suppose que X est localement compact et que les f,, sont continues. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que [ soit continue sur X.

4. On suppose que X =[0;1], E =R,et que f, est la fonction affine par morceaux définie par le graphe ci-dessous.

a) Quelle est la limite simple de la suite (f)n ?
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b) Vérifier directement que la suite (fy)n converge quasi-uniformément (e et p étant donnés, on indiquera une
valeur possible de q).

A

1 [

2(n+1)  p11

7
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% Probléme 7 Probléeme 7
On désigne par K le corps des nombres réels ou des nombres complexes.
Si A et une partie d'un K-espace vectoriel normé E, le diametre §(A) de A est défini par :

§(2)=0, §(A)=sup{|lz—yl ; a, ycA}sidA=zo.

Une partie non vide A d’un K-espace vectoriel normé E est appelée un segment de droite si, pour tout z, y € A, et
tout t € [0;1], tx+ (1 —t)y € A.

On dit que FE vérifie la propriété (P) si la sphére unité de F ne contient aucun segment de droite non réduit A un
point.

Etant donnés deux K-espaces vectoriels E et F, une application f de E dans F est dite affine s’il existe a € F et une
application u K-linéaire de E dans F' tels que

f(x) = f(a) +u(z—a)
pour tout = € E.

PARTIE I

Dans cette partie, E' désigne un K-espace vectoriel normé.
1. Soient z, y € E. Pour ¢ € [0; 1], on poses h(t) = ||tz + (1 —t)y]|.
a) Vérifier que, pourty, t2, s €[0; 1], on a : hlst1 + (1 — s)t2,] < sh(t1) + (1 — s)h(t2).
b) On suppose que |z|| = |ly|| = 1, et qu’il existe ¢o € |0; 1] tel que h(to) < 1. Prouver que h(t) < 1 pour tout
te]0;1].
2. Soient S1={z€ E; |z||=1} lasphére unité de E et By ={z€ E; |z|| <1} la boule unité ouverte de E.

On désigne par z et y deux points distincts de S1, et on pose : |z;y[ = {tx+ (1 —1t)y; t€]0;1[}. Montrer que
1'une ou l'autre des éventualités suivantes est vérifiée :

i) Jas;y[cs.
ii) Jx;y[C Bi.
3. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
i)  E vérifie la condition (P).
ii) aucune sphére de E ne contient un segment de droite réduit & un point.
4. Montrer qu’'un espace préhilbertien séparé vérifie la condition la condition (P).
5. Dans cette question E désigne le C-espace vectoriel des suites bornées x = (x5),>0 de nombres complexes. On
munit E de la norme ||z|| =sup{|z,| ; n € N}. En utilisant les suites 2 = (2n)n>0, ¥ = (Yn)n>0 définies par

ro=—yo=1, 11 =—y1 =1, 2n = yn =0 pour n > 2,

prouver que E ne vérifie pas la propriété (P).

6. Dans cette question, F désigne le R-espace vectoriel R? muni de la norme
[[u, v]| = max{|ul, |v[}.

Montrer que E ne vérifie pas la propriété (P).
PARTIE II
Dans cette partie, E et F' désignent des K-espaces vectoriels normés.

1
1. Poura € E,7 € R4, onpose B'(a, r) = {2 € E ; ||z —a|| <r}. Soient x et y deux points distincte de E, r = 3 Iz —yll,

C = B'(z, r)N B'(y, r). Montrer que si z € C, alors x +y — z € C. En déduire que, si E vérifie la propriété (P),
r+y
2

2. Dans cette question, on suppose que K =R, et que E vérifie la propriété (P). Soit f une isométrie de E dans F :

alors C =

1/ () = f(W)l| = ll= = yl| pour tout z, y € E.

On pose, pour z € E, g(x) = f(x) — f(0).
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=5/ @)+ 51 ().

1 1
a) Soient x, y € E. Prouver que f (a:—l—y) B )

b) Montrer que g est une application linéaire.
¢) Prouver que f est une application affine.

3. Dans cette question, K=R, et E est un R-espace vectoriel de dimension finie vérifiant la propriété (P). Soit f une
isométrie de F dans Lui-mine. Montrer que f est une application surjective et affine.

4. Donner un exemple d’'un C-espace vectoriel E et d’une isométrie f de F dans lui-méme vérifiant les propriétés
suivantes :

1. E est de dimension finie et vérifie la propriété (P).

2. l'isométrie f est surjective n’est pas affine.
PARTIE III
Dans cette partie, E et F sont des espaces vectoriels normés ne vérifiant pas nécessairement la propriété (P).
1. Soient a, be E, V1 =V(a, b) = {z eEE; |z—a|=|z-0]= % ||a—b|}.
a) Montrer que Viest une partie non vide, fermée, convexe de E.
b) A partir de Vi = Vi(a, b), on définit une suite (V) en+ de parties de E de la maniére suivante :
pour n > 2, V, =V, (a, b) est Vensemble des z € V,,—1 tels que ||z —u|| < %5(1/”,1) pour tout u € Vj,_1.

Prouver que (V,,)en+ est une suite décroissante pour 'inclusion de parties non vides, fermées et convexes de E.
Montrer que, pour n € N*, on a :

5Vn+1 < 571

N —

¢) Etablir : N
nr:]lvn(a, b) = {%(a—i—b)}.

2. Dans cette question, E est le R-espace vectoriel R? muni de 1a norme

1z, y, 2)|| = max{|z[, [yl |2]}.

1
On suppose que b = —a = (O, ok 1). Déterminer Vi, V2, Vzet les représenter sur une figure munie d’un repére
orthonormé.
3. Dans cette question, E est le C-espace vectoriel introduit au I, 5°.
On suppose que b= —a, a = (ap)nen, avec
ap=1, a,=1-2""pour n € N*.
a) Déterminer V.

b) Déterminer V;, pour n € N*, et vérifier, dans ce cas particulier, le résultat de II1,1°c).

4. Soient E, F des R-espaces vectoriels normés, f une isométrie de E dans F. Soient x, y € E. on définit, au sens de
II1, 1°, des suites (Uy) enx et (Whn)nenx de parties de E et F par :

a) Prouver que f(U;) C Wj.
b) On suppose que f est surjective. Montrer que, pour n € N*, on a f(U,) = W,.
¢) on suppose que f est surjective. Prouver que f est affine.

5. On munit R de sa norme usuelle et R? de la norme
[[(u, v)|| = max{[ul, [v]}.

Soit f I'application de R dans R? définie par
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a) Déterminer graphiquement la courbe f(R) dans I'espace R
b) L’application f est-elle surjective? Affine?
¢) Prouver que f est une isométrie (on pourra utiliser la variable 6 = arctant).

6. Dans cette question, F est un R-espace vectoriel normé de dimension finie. On désigne par f une isométrie de E
dans lui-méme.

a) Soit € E. On pose zp = x, et on définit une de suite ()N de points de E par :
Tn+l = f(x’n)v ne N
Prouver qu’il existe une application strictement croissante ¢ de N dans lui-méme telle que

@) = 2o = 0.

b) Montrer que f(F) est dense dans E, puis que f est surjective.
¢) Prouver que f est affine.

d) Enoncer précisément le résultat obtenu.
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¢ Probléeme 8

Probléeme 8

Partie compacte d’un espace métrique

On rappelle que, pour qu’une partie A d’un espace métrique soit compacte, il faut, et il suffit, que toute suite
d’éléments de A admette une sous-suite qui converge vers un élément de A.

Partie compacte d’un espace vectoriel normé

On rappelle aussi que, dans un espace E vectoriel normé de dimension finie, une partie A est compacte si. et
seulement si, elle est fermée et bornée.

On note V' le R-espace vectoriel des applications indéfiniment dérivables de |—1; +1[ dans R.

PourneN, feV, f(") est la dérivée d’ordre n de f (avec f(o) =f f'= f(l)).

Soit E le sous-espace vectoriel de V' constitué des fonctions polynoémes. Si f € E, d° désigne le degré de f (le degré de
la fonction polynéme nulle est —oco par convention).

On définit des suites (gp)pen et (hp)pen d’éléments de E par :

—_

o

©w

p tn+1

gp(t) = Z CEck ho(t) =1, hy(t) =t¥ pour p € N*.
n=0

PARTIE I

. Vérifier que 'on définit une norme sur E en posant, pour f € E :

I1£1= 30 2|

=0

Dans toute la du suite du probleme, E est muni de cette norme.

a) Montrer, pour n € N, la continuité de l’application linéaire £ — R, f+— f ) (0). Quelle est sa norme?

b) Montrer que I'application linéaire e — E, f+—— f’ n’est pas continue (on pourra utiliser la suite (hy)p).

Prouver que E n’est pas complet (on pourra utiliser la suite (gp)p).

4. On définit une relation d’ordre sur E, notée <, en disant que 'on a f < g si, et seulement si,

70 (0) < g™ (0)

pour tout n € N. Pour f € F, on pose :

[f;—=[={heE; fxh}, |<;fl={hek; h=f}.

Si f, g € E vérifient f < g,onnote [f;9]={heE, fxh=<g}.
a) Prouver que, pour f € E, [f; —[ et ]« f] sont des parties fermées de FE.

b) Soient f, g € E tels que f < g. Montrer que [f ; g] est une partie compacte de F (on pourra montrer que,pour

¢)

he|[f;g], onadh<max(d°f, d°g), et utiliser les rappels).

Soit O la fonction nulle sur |—1;+1[. On désigne par (f,)pen une suite d’éléments de E vérifiant les conditions
suivantes :

i) La suite (fp)pen converge vers 0.
ii) Pour tout peN ona0< f.

Prouver que [0; f] est une partie compacte de E.

PARTIE II

Dans cette partie, on se propose de construire un sous -espace vectoriel F' de V' qui soit un complété de I’espace normé

E.

On note S I'espace vectoriel des de suites de nombres réels indexées par N. Pour a € S, le terme d’indice n de a sera
noté a, c’est-d-dire que a = (an)nen. Lorsque 'on considérera une suite d’éléments de S, I'indice sera placé, pour
éviter des confusions, en position supérieure.

Par exemple, une telle suite sera notée (a”),ecn, et pour tout p € N, a” est une suite (al ),en de nombres réels.
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o0
On note L le sous-espace vectoriel de S constitué des suites a telles que la sérié Zan soit absolument convergente.
n=0
On munit L de la normes définie par :
o0
lall =" lan].
n=0
On rappelle que, muni de cette norme, L est un espace de Banach.
o0
1. Pour a € L, soit p, le rayon de convergence de la série entiere Z ant™. Déterminer inf {p, ; a € L}.
n=0

2. On définit une application linéaire ¢ : L — V associant a tout a € L lapplication de |—1;+1[ dans R définie
o
par t —> Zant”. On note F le sous-espace vectoriel ¢(L) de V', et dans la suite, on considére ¢ comme une

applicatio;ll :d% L dans F.
a) Montrer que ¢ : L — F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour ¢ € F, exprimer ¢~ 1(f) & laide des
dérivées de f.
b) Vérifier que E est contenu dans F, et caractériser le sous-espace vectoriel H = ¢! —1)(E) de L.
3. Dans la suite, F' est muni de la norme f+— || f||; = Hgb_l(f)H
a) Prouver que la restriction de cette norme & E coincide avec la norme définie sur E dans I.
b) Montrer que F' est un complété de l’espace normé E.

4. a) soit (fp)pen une suite d’éléments de F' convergeant vers un élément f de F'. Prouver que les conditions suivantes
sont satisfaites :

i) La suite (fp)pen converge uniformément vers f sur |—1; +1][.

ii) Pour tout compact X de |—1;+1[ et tout n € N*, la suite ( fé”))peN converge uniformément vers f™ sur
K.

5. Donner un exemple de suite (fp)pen d’éléments de F' vérifiant les conditions suivantes :

i) La suite (fp)pen converge vers f un élément de F.
ii) Pour tout n € N*, la suite (f;n))peN ne converge pas uniformément vers £ sur ]—1;+1].

PARTIE III

On définit une relation d’ordre sur L, notée encore <, en disent que a < b, si et seulement si, a,, < b, pour tout n € N.
On se propose d’étudier les propriétés de convergence dans I'espace vectoriel normé L faisant Intervenir cette relation.
Pour a € L, |a| désigne la suite (Jan|)nen-

1. Soit (a”)pen une suite dans L telle que a” < aPT! pour tout p € N, et telle qu'il existe M € R* vérifiant |aP|| < M
pour tout p € N. Montrer que la suite (a”),en converge dans L.

2. Soit (a”)pen une suite de L vérifiant lea conditions suivantes :
i)  Pour toutn € N, la suite (a},),en converge dans R.
ii) 1l existe b€ L tel que |a”| < b pour tout p € N.
Prouver que la suite (a”),en converge dans L.

3. Soient a, b€ L tels que a < b. On pose :
[a;b]={ceL; axc=xb}.

Montrer que [a; b] est une partie compacte de L.
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¥ Probléme 9 Probléme 9

Dans tout le probleme, E désigne un R-espace vectoriel. On dit qu'une partie C' de F est :

étoilée par rapport & 0 si tx € C pour tout z € C, t € [0; 1].
symétrique si —z € C pour tout x € C.

convexe si tx + (1 —t)y € C pour tous z, y € C, t € [0; 1].

Partie I

. Pour z € E, onpose](z):{teR* : %60}.

a) Soit x € E tel que I(z) = (. Prouver que I(x) est un intervalle de R.
b) Déterminer 1(0).

¢) Montrer, par des exemples, que I(x) peut étre ouvert ou fermé dans R.

. On suppose que 0 € C. Prouver que I(x) # 0 pour tout = € E.

Dans la suite du probléme, on suppose que I(z) # () pour tout = € E.
On désigne par p(x) la borne inférieure dans R de I(x). D’ott une application p: F — Ry

Soient z € E, t € R’} Prouver que p(tz) = tp(z).

4. Dans cette question, on suppose que C' est symétrique. Montrer que p(—xz) = p(z) pour z € E.

Dans cette question, on suppose que C' est convexe. Soient x, y € E. Etablir :
p(z+y) <p(z) +p(y).

Partie IT

On suppose maintenant que E est un R-espace vectoriel normé. La norme d’un élément © € E est notée N(z). On
pose S={reE; N(z)=1}.

1.

Dans cette question, on suppose que C est convexe et que 0 € C'. Montrer que l'application p est uniformément
continue sur F.

Dans cette question, on suppose que p est continue sur E. Etablir :
C={zeE; p)<l1} C={zeE; px)<1}.

On suppose dans cette question que C est fermée. Montrer 1’équivalence des conditions suivantes :

i)  p définit une norme sur E, équivalente & la norme N.

ii) C est convexe, symétrique, bornée, et 0 € C.

. Soit K={z€ E; p(x)=1}. On suppose, dans cette question, que C est bornée, et que 0 € C.
T

On définit g : K — S par g(z) = ——.
g par g(z) N@)

Montrer que g est une bijection continue de K sur S.

Soit n € N*. On suppose que F est 'espace R” muni de sa norme euclidienne usuelle, que C est bornée, et que

0 € C'. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i)  p est continue.

ii) K est une partie compacte de E.
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% Probléme 10 Probleme 10
Dans tout le probléme, E désigne un C-espace de Hilbert non nul, et .%,(F) I'espace des endomorphismes continus de
E.
Onpose ={ze€E; |z|=1},B ={zeck; |z|<1}.
L’orthogonal d’une partie A de E est notée A*.

Question préliminaire
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de E. Prouver que E = F & FPerp. Soit p la projection de E parallelement &
FL. Montrer que p € Z.(E) et que ||p|| < 1.
PARTIE I
Soit u € Z(F). On admettra qu’il un existe un unique v* € £ (F) tel que (u(z)|y) = (x|u*(y)) pour tous z, y € E.
Pour u, v € Z(E), on a alors (u+v)* =u*+v*, (uov)* =v ou”, (u*)* =u.
On note H(E)={ue % (E); u=u"}.
1. Soit u € Z(E).
a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) u=0.
ii) (u(x)|z) =0 pour tout = € E.
b) En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) weH(E)
ii) (u(z)|z) €R pour tout = € E.
2. Soient :u € Z(E) et m=sup{|(u(z)|z)| ; x=€ S}
a) Etablir :
(u(y +2)|y +2) = (u(y — 2)ly — 2) = 2(u(y)]2) + 2(u(2)|y)-
En déduire :
|(u(y)|2) + (u(2)[y)] <mly]+ [121).
b) On suppose que u € H(E). En posant y = ||u(z)||z, z = ||z||u(z), montrer que m = ||u]|.
PARTIE II

1. Soit u un endomorphisme (non nécessairement continu) de E. Prouver que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

i)  Pour toute partie bornée A de E, u(A) est compact.

ii) w(B’) est compact.

iii) Pour toute suite bornée (zy),en d’éléments de E, on peut de extraire de la suite (u(z,n ))nen, une sous-suite
convergente.

On désigne par C(F) 1’ensemble des endomorphismes de E qui vérifient les conditions équivalentes précédentes.

Etablir : C(E) C Z.(E).

Soient u, v € Z(E).

a) Montrer que, si u:inC(E), on auove C(E), voue C(E).

b) On suppose u, v € C(E). Prouver que u+v € C(E).

¢) Montrer que C(FE) est un idéal bilatére fermé de l'algébre Z.(F) (on rappelle quune partie A de E est
relativement compacte dans F si, et seulement si, pour tout € > 0, on peut recouvrir A par un nombre fini de
boules de rayon e).

Soit R(E) l'ensemble des u € Z.(E) tels que u(E) soit de dimension finie. Prouver que R(E) C C(E)
Etablir : C(E) = R(E (Pour montrer que C(E) C R(E), on pourra procéder comme suit. Soient ¢ > 0 et u € C(E).

n n
Comme u(B') est compact, il existe y1, ..., yn € E tels que u(B’) C m B'(yi, €). Soit p la projection sur F = Z(Cyi
i=1 =1
parallélement & F~. Montrer que le —poul <e).

PARTIE III
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Pour u:in%.(E), A€ C, on pose EY ={zx € E ; u(x) = Az}.
Soit P(u) ={AeC; E}={0}}.
1. Soit u € Z(E). L (E).
a) Prouver que, pour \;nC, EY est un sous-espace vectoriel fermé de E.
b) Soit (A;);cr une famille d’éléments deux & deux distincts de P(u). Montrer que la somme F' = ZE}Q est directe.
el
¢) On suppose que u € H(E). Prouver que P(u) C R.
d) On suppose que u € C(E). Prouver que, pour A € C— {0}, EY est de dimension finie.
2. Soient u € C(E) et 7 € R%.. On suppose qu’il existe une suite (A, ), d’éléments deux & deux distincts de P(u) telle
n
que [Ap| = 7. Pour n €N, on fixe z,, € EY — {0}, et on pose F, = Z(Cxi.
i=1
a) Soit n € N*. Montrer qu'il existe y,, € Fy, tel que ||lyn|| =1, et y,, € F-.

b) On pose, pour n € N*, z, = i—" Montrer que 'on ne peut extraire aucune sous-suite convergente de la suite
n
(u(2n))n. En déduire une contradiction, et prouver ainsi que, pour tout r € R}, Pensemble {A € C; |\, =7}

est fini.

3. Soient u € C(E)NH(E) et o = ||ul|. On veut prouver que P(u)N{—a, +a} = @. Le résultat étant clair pour u =0,
noue supposerons u = 0.

a) En utilisant 2 et 1, montrer qu’il existe a € E, 8 € {—a, a}, et une suite (xy,), d’éléments de S vérifiant les
conditions suivantes :

)l (u(en)lea) = 5

. I .
ii) nﬁniloou(xn) a

b) Prouver que EIE (u(zn) — Bxn) =0, et en déduire que S € P(u).
oo

n

4. Soient u€ C(E)NH(E) et F= > E}.
AEP(u)

a) Montrer que u (FJ‘> c Ft.

b) En utilisant 3, en déduire que E = F.
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% Probléme 11 Probléeme 11
La question 6. est indépendante des questions 2. ;3., 4., 5.. On désigne par S le C-espace vectoriel des suites (2 )pen
de nombres complexes.
Pour 2 = (2 )nen € S, on pose

m(a:):sup{{’/m; nEN}.

Onnote: E={zeS; m(z)<+oo}.

1. a) Prouver que F est un sous-C-espace vectoriel de S. Pour z, y € E, on pose d(z, y) = m(x —y). Vérifier que d
est une distance sur E.

Montrer que, pour z, y, z € E, on ad(x+z, y+ 2z) =d(z, y).
b) L’application x — m(z) est-elle une norme sur E?

Dans toute la suite du probleme, on munit E de la distance d.

2. Soit F la partie de E constituée des suites x = (x)nen pour lesquelles le nombre des termes non nuls est fini. Soit
2 = (Tn)nenun élément de E. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) zePF.
i)  V/|up| —0sin— +4oo.
En déduire que F' est un sous-C-espace vectoriel de F.

3. a) Soient a € F, et ¢, : R — E l'application définie par
ba(t) =ta, teR.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) ac€kF.
ii) ¢q est continue.

(En utilisant 1.. on pourra remarquer que l'application ¢, est continue si, et seulement si, elle est continue
au point 0)

b) En quoi le résultat de 3., a) permet-il de vérifier la réponse donnée a la question 1., b)?
c¢) Déduire de 3., a) que F est connexe par aros.

4. Soient X un espace nétrique non vide, D une distance définissant la topologie de X, et a un point de X.

Pour ¢ € RY, on note X 1 ’ensemble des point b de X pour lesquels il existe un entier k£ > 2 (k dépendant de e et
de b) et des points a1, ag, ..., a de X vérifiant

a1 =a, ap=b, D(a;, ajy1) <epour 1 <i<k—1.

Soit € € R’. Montrer que X est a la fois ouvert et fermé dans X.
En déduire que, si X est connexe, X = X,

5. a) Soient a et b des points distincts de E. On suppose que, pour tout e € R* , il existe un entierk > 2 (dépendant
de €) et des points a', ..., a* de E tels que

a' =a, a* =, d(ai, ai+1)<ep0ur 1<i<k-1.

Prouver que a — b€ F.

b) Soit « € E. Déduire que 3., ¢), 4., et 5., a), que la composante connexe de a dans E est
r+F={z+y; yeF}.

6. L’espace métrique E est-il complet ?
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% Probléme 12 Probléeme 12
On note S l'espace vectoriel des suites de nombres réels indexées par N. Pour a € S, le terme d’indice n de a est noté
an, de sorte que a = (an)nen-
Lorsque 1’on consideére une suite d’éléments de S, I'indice sera noté, pour éviter des confusions, en position supérieure.
Par exemple, une telle suite est notée (a”)pen et, pour tout p € N, a” est une suite (ah),en de nombres réels.
Si a = (ap)nen un élément de S, on définit un élément (s, (a)),en de S par

sn(a) = Zap
p=0

pour tout n € N.
On a ainsi ag = so(a), ap = sp(a) — sp—1(a), n € N*.

On désigne par E le sous-espace vectoriel de S constitué des suites pour lesquelles la suite (sp(a))nen est convergente
oo

(en d’autres ternes, a € F si, et seulement si, la série Zap est convergente).
p=0
Dans tout le probleme, FE est muni de la norme

n
a+— 6(a) =sup Zap ; neN
p=0

o0
On note D sous-espace vectoriel de S constitué des suites © = (zy)neny pour lesquelles la série Z|xk — Xpy1| est

k=0
convergente.

Dans tout le probleme, D est muni de la norme

n—1
x%u(x)—sup{|xn|+z|xk—xk1|; }

k=0

La partie IIT est indépendante de la partie II. A L’exception des notations, et de la question III, 3., elle est aussi
indépendante de la partie I.

PARTIE 1

Le but de cotte partie est de prouver que le dual topologique de E s’identifie a I’espace normé D.
Pour p € N, on note eP = (e?),,cn 1'élément de S défini par

eb=1,eb =0sin=zp.

1. Soit z = (zn )penun élément de D.
o
a) anchor text Quelle est la propriété de R qui permet d’affirmer que la série Z est convergente ?
k=0
n

b) En remarquant que, pour n € N, on a Z(:z:k —Tp41) = To—Tn+1, montrer a que la suite (zy ) en est convergente.

k=0
On pose ¢(z) = lim . On définit ainsi une forme linéaire
n—aTn
0:D—R, z+— ().
n—1
¢) vérifier que la suite (|zp| + Z |z — Tg+1])nen+ est croissante. En déduire que
k=0

v() = |0@)| + Y |zk — @il
k=0
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2. a) Soient a = (ap)pen un élément de F, et & = (zp)nen un élément de D.
Pour peN*, geNon a:

ptq pt+q
Z UnTn = Z xn(sn(a) - Snfl(a))
n=p n=p
ptg—1
= TptqSpt+q — TpSp—1(a) + Z (Tn — Tnt1)sn(a).
n=p
Donc

P+q ptg—-1
Zanxn < |TptqSptrq — TpSp—1(a)| + Z | — Tpy1]0(a).
n=p n=p

En utilisant I, 1. , a), en déduire que la série
(o]
D> ann
n=0

est convergente.

b) Soit z = (25 )nen un élément de D. On définit une forme linéaire ¢, sur E, en posant, pour a = (an)nen élément
de E :

¢z(a) = Zanxn.
n=0

Pour n € N* on a

n n—1 n—1
Zakxn = Z(:z:k — Tpr1)Sk(a) + zpsn(a)| < 0(a) ||zn| + Z |z — 2] -
k=0 k=0 k=0

En déduire que ¢, est une forme linéaire continue sur F, et que la norme ||¢;| vérifie ||¢,| < v(x).

3. Soit = (zp)pen un élément de D. Soit ¢ € N*. On définit une suite o = (an)nen de la maniére suivante :

e pour 0 <n g—1, ap est un élément de {—1; +1} tel que ap(zn — Tnt1) = |Tn — Tnt1]-

e oy est un élément de {—1; +1} tel que agzy = |24

e oy, =y pour n < q.

on pose By = ag, Bn = an —ap—1 pour n € N*, 3= (8y)nen- On a donc s,(8) = ay, pour n € N. Vérifier que § € E.
Calculer ¢4 (8) et 0(5). En déduire que ||¢| = v(x).

4. Soit E' e dual topologique de E. D’apres la question précédente, application ¢, est une isométrie linéaire. On se
propose de prouver que ¢ est surjective, ce qui montrera que E’ s’identifie & ’espace normé D. Soit v € E’, on pose
u(e™) = xy. Soit = (Tn )nen-

a) Pourquoi la suite = est-elle bornée ?

n
b) Soit a = (ap)nenun élément de E. Vérifier que 6 (a — Zakek> — 0 si n = +00. En déduire que la série
k=0

“+oo
> antn
n=0

est convergente, de somme u(a.
¢) On construit « et 8 & partir de « comme z en 3.. Calculer u(8), et en déduire que x € D. Conclure.

5. Pourquoi D est-il un espace de Banach?

PARTIE II

88
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. a) Soit a = (an)pen un élément de E. Compte-tenu de I, 2., on définit une forme linéaire v, sur D en posant, pour
+oo

Tr= (IH)RENv 7/)a(17) = Z AnTn.-
n=0

Montrer que 1, est un élément du dual topologique D’ de D, et que la norme |14 de v, vérifie ||vq|| < 6(a).
b) Pour n € N, calculer 14(e?). En déduire que [|1)4]| = 0(a).

. D’apres la question précédente, I’application
v E— D', ar—s 1,

est une isométrie linéaire.
a) Soit ¢ la forme linéaire sur D définie en I, 1.. Montrer que £ € D', et que ||¢|| = 1.
b) Soient a € E, et n € N. Déterminer ¢4(e") et £(e"). En déduire que 1) n’est pas surjective.

PARTIE III

. Prouver que E est un espace de Banach.
Soient X un espace métrique complet et A une partie de X. On rappelle que les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
i) A est une partie compacte de X.

ii) Pour tout € € N7, on peut recouvrir A par un nombre fini de boules de rayon e.

. Soit A une partie bornée de E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est une partie compacte de E.

+oo
> ar
k=n

. Pour n € N, on définit une forme linéaire u, sur E, en posant, pour a = (an)nen élément de E; pp(a) = ap.

ii) Aest une partie bornée de E et, pour tout e € R% , il existe n € N tel que <edesqueace Eetn>N.

Comparer i, et ¢en. En déduire que
ol =1, ||un|l =2 si n € N*.

. On définit une relation d’ordre, notée <, sur E en convenant que a < b si, et seulement si, a,, < b, pour tout n € N.
Pour a € E, on pose
J«—sa={z€E; z<a},[a;>[={z€k; axz}.
Sia, b€ E vérifient a < b, on note [a;b] =]« ;b N[a; —].
a) Soient a € E. Vérifier que |« ;a] et [a; —[ sont des parties fermées de E.
b) Soient a, b € E tels que a < b. Soient n € N, ¢ € [a; b] . Vérifier que
“+00 +oo

0(c) < 0(a)+0(b) ; ZCP < Zap +

p=n p=n

+o00
2ty
p=n

En utilisant ITT, 2., en déduire que [a ; b] est une partie compacte de E. Que peut-on dire de Uintérieur de [a; b] ?

. Soient a € E et a = (a”),en une suite d’éléments de E vérifiant

a? < aPtl ¥

)

pour tout p € N.
Montrer que la suite (a”)pen converge dans E.

. Soient a,, b€ E tels que a 5 b, et (c”)pen une suite d’éléments de [a; b]. On suppose que, pour tout n € N, la suite
neN converge dans R. Montrer que la suite N converge dans F.
A)ne ge dans R. Mont la suite (c”)pe ge dans F

. Donner un exemple de suite (c?),en d’éléments de E vérifiant Les conditions suivantes :
i) Pour tout n € N, la suite réelle (c},),en est convergente.

ii) On ne peut extraire de la suite (c”),en aucune sous-suite extraite converngte dans E.
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CHAPITRE X

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

AEx. 39. — ./exossup/exo-19/texte.tex
Montrer que les formes linéaires ¢ : F — R suivantes, ne sont pas continues :

1
1. E=%(0:1], B), |f], = / £ dt, 6(f) = f(zo).
0

2. E = 2([0;1], R) espace vectoriel des applications continiment dérivables, | f||,, = sup{|f(z)| ; z<[0;1]},
¢(f) = f'(zo0).

AEx. 40. - ./exossup/exo-20/texte.tex
Soit E un espace vectoriel normé qui n’est pas de dimension finie.
Montrer qu'’il existe une suite (zp)nen d’éléments linéairement indépendants de limite 0.
Si G désigne un supplémentaire de @Kmn, montrer qu’il existe une application linéaire f nulle sur G, et vérifiant

neN
f(zp) =1 pour tout n € N.

En déduire qu’il existe une forme linéaire sur £ non continue.

AEx. 41. - ./exossup/exo-30/texte.tex
Soit G un sous-groupe de (R, +). Montrer que G est partout dense ou qu’il existe @ € Ry unique tel que G = aZ.
Caractériser de maniére analogue les sous-groupes de (R*, x), (U, x), (C*, x).

MAEx. 42. — ./exossup/exo-31/texte.tex
Soit E un espace vectoriel normé.

1. Montrer que pour tout point g, non nul de E, il existe une forme linéaire continue sur E telle que f(zg) = ||zo]| et
IfIF=1.

2. Soit F un autre espace vectoriel normé. Déduire de 1 que si 29 € E\ {0}, et si (yn)nen est une suite de F, alors il
existe une suite (up)nen € Z(E, F) vérifiant : up(20) = Yn, et ||un — wmll = [|[yn — ym]|-

3. En déduire que F est complet si, et seulement si, Z(F, F') est complet.

MAEx. 43. — ./exossup/exo-32/texte.tex

1. Soit A une partie d’un espace vectoriel E. Montrer que

k k
C(A):{:veE; =Y Nai, k€NY, a; € A, \i €Ry, in=1}
i=1 i=1

est le plus petit convexe contenant A. C(A) est appelée enveloppe convexe de A.

2. On suppose F normé montrer que si A est fermé dans F, alors A est convexe si, et seulement si, Avérifie la propriété
suivante :

a+b

a, be A= € A.

3. On suppose que E =R", montrer alors que si AC E, on a :

n+1 n+1
C(A)_{:z:eE; =Y Naj, keN*, a;€ A, A\ €Ry, Z/\i_l}.
=1 =1

k
Indication-. Prendre £ minimum tel que x = Z/\iai, si k > n+1, alors Il existe o; non tous nuls tels que

—~
k k ’
Zai(ai — ) = 0. Etudier alors Z(/M +ta;)a; on t vérifie : || = lnf{’— ;o 0}-
Q;

=2 =1
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4. Montrer que 1’ enveloppe convexe d’un compact de R™ est compacte.

5. Soit A un compact de R™. Montrer que I'inéquation (a|z) > 0, pour tout a € A a une solution si, et seulement si, 0
n’est pas dans 'enveloppe convexe de A.

AEx. 44. — Examen P. Tauvel ./exossup/exo-50/texte.tex

1. a) Soit x € R* . Etablir :
1 3
——z

5 <sinz < x.

T

b) Soient a € R, et n € N* tels que a? < 6(n+ 1)2. Déduire de la question précédente :

[Pﬁ}n <11 [”%:”smn(:il)] sh

k=1
puis :
n
lim nintl) g, ke ]y,
oo ka n(n+1)

Dans la suite de I'exercice, on note € lensemble des fonctions définies et continues sur Uintervalle [0; 1] de R,
et & valeurs dans le corps Cdes nombres complexes.

Pour n € N*, on note A, =[0;1] x --- x [0;1] =[0;1]", et pour f € €, on pose

un(f)://.../f {n(%_i_l)(xl—l-QIQ—l-m—l-nxn)} day ... dzy.
An

2. a) Soit f € €. Pourquoi la suite (un(f))nen+ est-elle bien définie ?
b) Pour a € R, soit f, € € définie par fu(t) = ', t € [0;1]. Déterminer, quand n tend vers +oo, la limite de la
suite (un(fa))nen+-
c) Déduire de 2°, b), la limite de la suite (u,(f)) en+ pour f € €.
d) Soit a un nombre réel tel que a € [0;2]. Pour f € ¢, n € N*, on pose :

vn(f)://.../f {ﬁ(z1+2x2+~u+nxn) dzy ... dzy.

An

Déduire. sans calcul, de la question 2, ¢), la limite de la suite (vn(f))nen+-

AEx. 45. — ./exossup/exo-55/texte.tex
Soit X un espace topologique et A un sous-ensemble de X.

1. Montrer que 1’on peut écrire X sous la forme d’une réunion disjointe :
X =AUFr(4)U4.

2. Soit y une application continue de [0; 1] dans X. Justifier que T =~([0; 1]) est connexe.
3. Montrer que si y(0) € A4, et y(1) €A alors [ NFr(A) = @.

AEx. 46. — ./exossup/exo-60/texte.tex
Soit E un espace métrique compact.

1. Montrer que I’ensemble des applications f : E — F telles que

d(f(z), f(y))=d(z, y), pour tout z, y€ E

forme un groupe.

2. A l'aide d’un exemple, montrer que ce groupe n’est pas en général commutatif.
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MAEx. 47. - ./exossup/exo-61/texte.tex
Soit (E, d) un espace métrique compact.

Isométrie d’un espace métrique

On considere une application f: E — E. On dit que f est une isométrie de E dans E si, pour tout couple
(z, y) e ExXE:

d(f(z), f(y))=d(z, y).

Soit f une isométrie de E.
1. Soit & € E. On considére la suite (zp)nep définie par zo =z, xp+1 = f(zy) pour tout n € /GN.
On pose a=d(z, f(F)).

a) Montrer que pour tout n € N et tout p € N* :

d(fEn, z’l’H‘P) 2 Q.

b) Montrer que a =0 et montrer que z € f(E).

Montrer que f: E — FE est une isométrie bijective.
Lorsque F n’est pas compact, donner un exemple d’isométrie non surjective.
Démontrer que ’ensemble G des isométries de E est un groupe pour la composition des applications.

Montrer a l'aide d’un exemple que ce groupe n’est pas forcement commutatif.

A

On munit alors G de la distance de la convergence uniforme :
(f, 9) = max{d(f(x), g(z))}.
zeE

a) Vérifier que les applications (f, g) — fog et f— f~! sont continues de G x G dans G et de G dans G.

b) Soit A une partie dénombrable dense de (FE, d).

Soit (fn)nen une suite de (G, 6) qui converge simplement en tout point de A. Montrer que la suite (fn)nen
converge uniformément vers un élément f € G.

¢) En déduire que le groupe (G, 0) est compact. (On pourra utiliser que EA est compact).

MAEx. 48. - RMS 1977-1978, n°17660 pages 331 et 332. ./exossup/exo-80/texte.tex
Soit f[0;1] — [0; 1], étudier lexistence d’un point fixe dans les hypothéses :

1. f est croissante,
2. f est décroissante,

3. f est continue.
AEx. 49. - D’aprés RMS 1974-1975, n°17228 pages 363 et 364. ./exossup/exo-81/texte.tex

Soit o € R.
On considere les deux ensembles :

+oo

+oo
E,= {(un)neN*, Vn, € Nu,, € R, Z n% |[up| converge} et F, = {(un)neN*, Vn € N*, u, € Q, Z n%|u,| converge

1. Déterminer la structure de E,.

2. Comparer E, et Eg pour a# f3.
+o00o

3. Montrer que 'application Ny : Eq — R, = (tun)nen — Na(u) = Zno‘ |un| est une norme sur E,.
n=1

4. Montrer que pour cette topologie Fq = Fy.
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MAEx. 50. — ./exossup/exo-100/texte.tex
Soit e un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F.

Déterminer F.

—_

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
Déterminer F lorsque E est de dimension finie.

F est-il compact 7

Al

Donner un exemple de sous-espace vectoriel propre et dense dans € ([0; 1], R) des fonctions continues de [0; 1] dans
R, muni de la norme de la convergence uniforme.

MAEx. 51. - ./exossup/exo-140/texte.tex
Soient X et Y deux espaces métriques. Soit f une application continue de M vers Y, ou M sous-espace de X.
Montrer que si f est uniformément continue sur M et, si Y est un espace métrique complet, alors il existe une unique
application g uniformément sur M vers Y prolongeant f.

MAEx. 52. - Sonntag exercice 2.7])(196 242 ./exossup/exo-180/texte.tex
Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit U une partie ouverte de E telle que U = 0, U = F.
On note F' le complémentaire de U dans F.
Pour tout u, v dans U, on pose :

1 1
8(u, v) =d(u, v)+ du F) A B

—_

Montrer que ¢ est une distance sur U.

N

Soit (uy) une suite d’éléments de U. Démontrer que (uy,) est convergente dans lespace (U, ¢) si, et seulement si,
(up) est convergente dans le sous-espace métrique (U, dyxy)-

©w

Démontrer sur un exemple, avec £ =R, que les distances d et dy«y ne sont pas en général équivalentes.

e

Démontrer que P'espace métrique (U, §) est complet.

MAEx. 53. — ./exossup/exo-150/texte.tex
Soit E un espace vectoriel réel.

Ensemble convexe

Une partie C' de E est dite convexe si, pour tout z € C' et tout y € C, le segment [z ; y] est contenu dans C.

1. Montrer que si (C;);cs est convexe, alors ﬂ C; est convexe.
el
2. Soit A une partie de F.

Enveloppe convexe

On désigne par conv(A) lintersection de tous les convexes contenant A.
conv(A) s’appelle ’enveloppe convexe de A.

Montrer que conv(A) est le plus petit convexe contenant A.

3. Démontrer que = € conv(A), si, et seulement si, il existe k € N*, a1 >0, ..., ap =0,a1 €A, ..., a; € A tels que :

k k
Zoq:l et szaiai.
i=1 i=1

& Cela signifie que conv(A) est 'ensemble des barycentres des points de A.

Retour page 1
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MAEx. 54. — ./exossup/exo-151/texte.tex
Soit E un espace vectoriel normé. A est un fermé de FE.
Montrer que A est convexe, si, et seulement si,

r+y

V(z, y) € AX A, ) €A
Est-ce encore vrai lorsque A n’est pas fermé ?
AEx.55. .Jezossup,/ezo-152/texte.tex
L’enveloppe convexe d’un fermé de R" est-elle fermée ?
AEx.56. .Jezossup/ezo-158/texte.tex

Théoréme de Carathéodory

Soit A C R™, montrer que x € conv(A) si, et seulement si, il existe a1 >0, ..., apy1 20,01 €A, ..., ant1 € A

tels que :
n+1 n+1

Zaizl et m:Zaiai.
i=1 i=1

AEx. 57. — ./exossup/exo-154/texte.tex

1. Démontrer que ’enveloppe convexe d’un compact de R"™ est compacte.

2. Montrer que si A est borné dans R", alors conv(A) = conv(A).

MAEx. 58. — Distance de Hammmg ./exossup/exo-155/texte.tex
On considere la fonction

dg :R" xR" — R
(1, .oy Zn), (Y1, ---,Yyn)) —> nombre d’indice i tels que z; = y;

1. Montrer que dy définit une distance sur R™.

2. Pour r € ]0; +00], décrire et représenter graphiquement la boule ouverte dans (RQ, dp) de centre (0 ; 0) et de rayon

T.
n

On considére maintenant dans R” la distance dy, di(z, y) = Z |z — y;], et la distance discréte dgjsce, daisc(x, y) =0
siz =y et dgjsc(z, y) =1si z=y. =

3. Parmi les distances dy, dj, et dgisc, lesquelles sont équivalentes ? et topologiquement équivalentes ?

4. Soit C'={0, 1}" lensemble des n-uplets & coordonnées valant 0 ou 1.
Considérons les sous-espaces métriques (C, dy), (C, dy) et (C, dgisc). Parmi les distances di, dj, et dgisc lesquelles
sont équivalentes sur C'? et topologiquement équivalentes ?

AEx. 59. - ./exossup/exo-130/texte.tex
Soit H espace de Hilbert ¢Z(N*) (K =R ou C), constitué des suites (x5 )pen+ de carré sommable.
On considere F' le sous-espace vectoriel de H défini par :

+o0o
F_{I_(.In)neN*EH; :E7:O et Z;—Z_O}

n=1
1. Montrer que F est un sous-espace fermé de H.
2. Déterminer F=.

AEx. 60. — ./exossup/exo-200/texte.tex
Montrer que dans espace métrique, tout ensemble fermé est réunion dénombrable d’ouverts, et tout ouvert est réunion
dénombrable d’ensembles fermés.

AEx. 61. - ./exossup/exo-201/texte.tex
Soit (E, || ||) un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que toutes les normes sur F sont équivalentes.
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CHAPITRE XI

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES

2% Probléme 13 — Probleme 13
Partie I

Si (X, d) est un espace métrique, on désigne par U (X, d) 'espace des fonctions réelles uniformément continues sur X.
1. Soit (X, d) le complété de (X, d).
Montrer que si f € U(X, d), alors il existe Fe (X, ci) telle que f|X =f.
2. On suppose que toute fonction réelle continue sur X est uniformément continue.
a) Montrer qu’alors X est complet.
(Indication : si () € X est une suite qui converge vers z € X\ X alors il existe f continue sur X telle que
flzn) =n).
b) Soit D I’ensemble des points isolés de X. Montrer que X\ D est compact.
On pourra montrer que si une suite (zy) de X\ D n’a pas de valeurs d’adhérence dans X\ D, alors il existe une
suite (1), > 0 telle que nli)ﬂx_loorn =0et B(xp, rn) N B(xm, ) =2 sinzm.

En choisissant ensuite y, € B(Zn, ), Tn # Yn, o0 construira une fonction continue sur X telle que f(z,) =0
et f(yn) =1.

Partie IT

Soit X un espace métrique et F un espace normé. on désigne par €g(X, E) l'espace normé des fonctions continues
bornées de X dans E. Soit H une partie bornée de ¢5(X, E).

1. Pour x € X, soit e, : H — FE 'application telle que e, (f) = f(x).. Montrer que e, est une application continue
bornée.

2. Montrer que H est équicontinue en a € X si, et seulement si, Papplication © — e, de X dans €g(H, E) est
continue en a.
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2¢ Probleme 14  — Probleme 14, ENSI Option M, Premiére épreuve 1982.
I

(E,|l'I]) désigne un C-espace vectoriel normé; on note BO (z,r) [resp. BF (x,r)] la boule ouverte (resp. fermée) de
centre = et de rayon r.

1. Soit f une forme linéaire sur E. Montrer que f est continue si et seulement s’il existe A > 0 tel que, pour tout
zeE, onalf(z) <Al

2. Lo (E,C) est lespace vectoriel des formes linéaires continues sur E.
Soit f € Lo (E,C).
a ) Montrer que ||f|, =sup{|f(z)|; =€ BF (0,1)} existe et définit une norme sur Lo (E,C).
b ) Montrer que, pour tout z € E, |f ()| < ||f|l, [|z|. En déduire que

[fll, =nf{A>0; VezeFE, |f(z)]<Alz|}.

II

w est le C-espace vectoriel des suites complexes X = (25,),,cn ; P le sous-espace vectoriel de w des suites nulles a partir
d’un certain rang et Cp le sous-espace vectoriel de w des suites qui convergent vers 0.

Pour tout entier naturel n, on note e, 1’élément de w ayant tous ses termes nuls sauf celui d’indice n qui vaut 1
(en =(0,...,0,1,0,...)).

On rappelle qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy converge.

Les familles de nombres qui dépendent de deux indices seront notées avec un indice inférieur et un indice supérieur,
aucune ambiguité n’étant possible avec un exposant.

1. Montrer que [|X| = sup |2,| est une norme sur Cy et que (Co, || ||) est complet. (On notera (X?), . une suite de

ne
Cauchy d’éléments de Cp avec X? = (21 ), -y et on montrera que cette suite converge vers un élément X = (zn),cy

dans ’espace normé (Co, || |).)
p
2. Montrer que si X = (zp),, € Co, la suite (X?), cy de Cp définie par X¥ = anen converge dans (Co, || ||) vers X.

n=0

En déduire que @ est dense dans Cj.
3. Soit U une forme linéaire continue sur Cp; on pose, pour tout n € N, U (e,) = uy et on note, conformément a I,
[Ull, =sup {JU(X)[; [IX] <1}
o
a) Montrer que, pour tout X = (xy,),, € Co, on a U (X) = Zunxn
n=0

b) Montrer que, pour tout N € N, il existe X = (zp),, € @ avec || X|| <1 tel que :
N
UX)= lunl.
n=0

oo
En déduire que Z [un| < [|U], -

n=0

o0
c) Montrer que, pour tout X = (zy,),, € Cp, on a |U (X)| < (Z |un|> X
n=0

oo
En déduire que |U]|, = Z [t |-
n=0

o
4. Réciproquement, soit U = (uy),, € w tel que Z |un| converge.

n=0
o0
a) Montrer que, pour tout X = (z),, € Co, la série Z upTy est absolument convergente et que
n=0
98
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<|Ix| [i |un|]

n=0

0
§ UnTn
n=0

oo
On note alors U (X) = Zunxn
n=0

b) En déduire que application X — U (X) est une forme linéaire continue sur Cj.

On pourra donc identifier toute forme linéaire continue U sur Cp avec la suite (up), cy définie par u, = U (e,) pour
tout n € N.
On désignera indistinctement par U la forme linéaire continue sur Cy et la suite (uy,),, -

5. Soit (UP),en une suite de formes linéaires continues sur Co [UP = (uf)),cn] telles que :

i.  3M >0 tel que, pour tout p € N, ||U?||, < M;
i. VX ed, lim UP(X)=0.
p—00

Montrer que : VX € Cp, lim UP(X)=0.

p—00

ITI

Soit (“ﬁ)(p,n)eNZ une suite double de nombres complexes telle que :

oo
(o) il existe M > 0 tel que, pour tout p € N, Z [ub| < M.

n=0
o0
1. Montrer que, si la suite S = (sp),cy € w est bornée, alors pour tout p € N, la série Zuﬁsn est absolument
n=0

convergente.

On pourra donc associer & chaque suite bornée S = (sp),, oy la suite 7' = (tp)pEN définie par :

oo
tp = Z ub sp,.
n=0

Cette notation sera conservée dans les questions suivantes.

2. On suppose dans cette question que la condition suivante est réalisée :

(B) pour tout n €N, lim ub =0.
p—00

a) Montrer que si 5= (sn),ey € Co alors T'= (tp), . € Co.
[On utilisera les résultats du II, en considérant les formes linéaires continues sur Co définies par UP = (ul),, cp |

b) Montrer que, si, avec («) et (8), la condition suivante est satisfaite :

p—00

o0
() lim Z ub =1
=0

alors, si la suite S = (s5),cn converge vers s, la suite T’ = (tp)peN converge vers .

3. Applications :

n n

. o 1
a) Soit (ay),, une suite réelle; on note, pour n € N, s, = Zak et ty, = 1 Zsk
k=0 k=0
o
On rappelle que la série Zak converge vers s si lim s, =s.
n—oo
k=0
o0
On dira que la série Zak est C-convergente vers t si lim t, =t.
n—o0
k=0
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o0 o0
«. Etudier la convergence et la C-convergence des séries Z cosnb et Z sinn# pour les différentes valeurs de
n=0 n=0
6 €10,2x].
o0
B. Meéme question pour la série Z (=1)"(n+1).
n=0
o0
~v. A Uaide du 2°, montrer que si la série Zan converge vers s, alors elle est C-convergente vers s.
n=0
oo o0
b) Soit (ay), une suite réelle; on considere la série entiere réelle Zan:r" et on note t(z) = Zanx” sa somme
n=0 n=0

n

lorsqu’elle existe, R étant son rayon de convergence et s, = Z af.

k=0
o0
On dira que la série Zan est A-convergente verstsi R>1etsi lim t(x)=t.
=0 z—1lx<l

oo oo
. Etudier la A-convergence des séries Zcosné‘ et Zsinn@ pour 6 € ]0,27].

n=0 n=0

o0
B. Meéme question pour la série Z (—1)"(n+1).

n=0
oo
~v. Montrer que, si R > 1, alors pour |z| <1 la série Z (1 —x)x"sy, est convergente et a pour somme ¢ (x).
n=0
d.  Soit (zp),, une suite réelle de [0, 1] telle que pan;o xp = 1. A Uaide du 2°, en considérant la suite double (Wh) (p.n)
oo
définie par ub = (1 —xp) ,TZ, montrer que si la série Z an, converge vers s, alors elle est A-convergente vers
n=0

S.

€. On considere la suite (ay,),, suivante :

_1)’€
Vk e N =0 et = .
a2k et ok+1 = o 1
- = (-1F 7
Montrer que la série Zoan converge. En déduire, en utilisant la question précédente, que kzo Tt 1 =71
n=| —

4. On suppose dans cette question que la suite double (uﬁ)(p n) satisfait aux conditions :

o0
— (o) 3M >0 tel que, pour tout p € N, Z [ub| < M

n=0
— (B) VYneN, lim uf =0,
p—00
o
I 1 Y
() Jim > up =94
n=0
o0
a) Montrer que la série Zén est absolument convergente.
n=0

b) Montrer, a l'aide du 2°, que si (sn),, converge vers s, alors (tp),, converge vers

t=0s—s <i(5n> —i—i&nsn.
n=0 n=0

Iv
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Soit (E, || ||) un C-espace vectoriel normé complet.
— ¢}
Pour toute partie A de E, on notera A adhérence de A et A 'intérieur de A.
1. On considére (Op,), cn+ une suite d’ouverts de E tels que O, = E (Oy, est dense dans E). On pose :

A= ﬂ On.

neN*

a) Montrer que, pour tout ouvert non vide O de E, on peut construire une suite (Xp)peN* d’éléments de E' et une
suite réelle (Tp)peN* telles que :
i. BF (Xl,Tl)ColﬂO
ii. sip>2, BF (Xp,rp) COpN BO (Xp_1,7p-1)

1
iii. sipeN*, 0<r,<-.
p
b) Montrer que la suite (Xp)peN* ainsi construite est une suite de Cauchy. En déduire que A est dense dans E.
2. Soit (Up),ey« une suite de formes linéaires continues sur £ telles que, pour tout X € F, la suite (Up (X)), est

convergente dans C. On note U (X) = li}m Up(X).
pP—00
On pose M (X) = sup [Up(X)| et,sineN", V,={Xe€E | M(X)>n}.
peN*

a) Montrer que U est une forme linéaire sur E.

b) Montrer que V,, est ouvert et que m Vi = 0.
neN*
¢) Montrer qu'il existe N € N*, Xy € E, r > 0 tels que BF (Xo,7) NV = (. En déduire qu’il existe M > 0 tel que,
pour tout p € N*, [|Up||, < Met que U est continue.

\%
1. Soit (an),cy une suite réelle telle que :
i. ap >0
ii. anp =0 pourn>1
oo
iii.  la série Z an est divergente.
n=0

n o0
. . Qn .
a) Montrer que, si A, = E a, la série E — est divergente.
) " n=0 An

k=0
+oo
b) Soit (un),cn € w telle que, pour toute suite S = (s,),,cy € Co, la série Zunsn converge.
n=0
o0
Montrer, en utilisant la question précédente, que la série Zun est absolument convergente.
n=0

2. Soit (uﬁ)(pm) une suite double de complexes telle que, pour toute suite S = (s,),, € w convergente, on a :

o0
i Vp € N, la série E ub sy, converge
n=0
o0
ii. lim ub sy, existe.
pP—0o0
n=0

Montrer que (u},), , satisfait aux conditions (), (8), (v) de II1.4°.
[On montrera d’abord (8), puis (), puis («) en utilisant IV.]
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3. Déduire des résultats précédents que les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(o] o0

(C1) pour toute série Zyn convergente, la série anyn converge

n=0 n=0
o0
(Ca2) Z |Tr, — Tn41| converge.
n=0

Pour cela, on posera
n ub = (T —ap41) si0O<n<p—1
Sp = Zyk et ub =)
k=0 ub =0sin>p

et on utilisera la question 2°.
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2¢ Probleme 15  e— Probleme 15, ENSAE MP, 2003.
Dans tout le probléme, le corps des scalaires ets R et les espaces vectoriels sont de dimension finie. Si X et Y sont
deux espaces vectoriels normés, on note £(X,Y) 'espace des applications linéaires de X dans Y et on note |||f]|| la
norme subordonnée (ou norme opérateur ou norme triple) usuelle de toute application continue f € £(X,Y’). On note
E* = L(F,R) muni de la norme duale, c’est-a-dire de la norme subordonnée comme précédemment, ot R est muni de
la valeur absolue.
Si X et Y sont deux espaces vectoriels, GL(X,Y") désigne comme d’habitude I’ensemble des isomorphismes de X sur
Y.
On rappelle qu’une isométrie entre deux espaces vectoriels normés (X, ||-|| y) et (Y,]|-]|y-) est une application linéaire f
de X dans Y qui conserve la norme : pour tout z € X, ||f(z)||y, = |z||x. On dit que deux espaces vectoriels normés
de dimension finie sont isométriques s’il existe une isométrie de I'un sur l'autre.
Soit 8 une base d’un espace vectoriel E de dimension n>1; on notera dgt(xl, .., &) le déterminant dans la base 8 de

T1, ..., Tn € E.

Partie I. Espaces l?v et leur dual.

1 1
Dans cette partie, p et g sont deux réels strictement supérieurs a 1 vérifiant — + — = 1. Soit N un entier naturel

s . 7 \ p q
supérieur ou égal a 1.
1 1
1. Soient z et y deux réels positifs. Montrer que zy<—a? + —y<.
p q
2. Soient ay, ..., ay, b1, ..., by des réels. Montrer que :
1 1
N N D N q
> ot ) ()
n=1 n=1 n=1
N N
On pourra d’abord envisager le cas ou Z lan|P = Z |bn]7 = 1.
n=1 n=1
3. En déduire que pour tous réels aq, ..., ay, on a
1
N P N N
(Z'“"'p> :S“p{ > anbi ;qu:l}-
n=1 n=1 n=1
4. Soient ay, ..., an, b1, ..., by des réels. Montrer que pour tout p>1, on a :

N 5 /N 3 /N g
n=1 n=1 n=1

Indication : |ay + bn|P < |an| - |an + bplP ™ + |bnl - |an + 0[P~ et appliquer 2).

On pose ||(a1,...,an)

oo = glaécN|an| et on désigne par I l'espace R™ muni de la norme ||-||,,. Pour p>1, on

INX
N »
définit 1§, comme espace RY muni de la norme [(a1,...,an)l, = <Z |an|p> .
n=1

5. a) Soit p > 1, justifier que lﬁ[ est bien un espace vectoriel normé dont le dual (l?\,yk est isométrique a Z?V.
N
Indication : on pourra considérer I'application 8 de 1% dans (1%,)" définie par 6(b)(a) = Z anby.
n=1
b) Déterminer le dual de I}, et celui de I5¥.

Partie II. Hahn-Banach fini-dimensionnel.

Soit (E,||-]|) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soient F' un sous-espace vectoriel de E, distinct de E, et f
une forme linéaire sur F.
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1. Soit 2o un vecteur de F n’appartenant pas & F. On note F' = F & Ray.

a) Montrer que

sup (f(v) = [l[l£[I- [lv = zol)< inf (|[[f[[[-[lv+zoll = f(v)).
vEEF veEBEF

b) En déduire qu’il existe un réel « tel que pour tout v € F, on ait :
@)+ a<IfIl - lvtzoll et f(v) —a<|If]]-lv—=zol-

On pose pour z =v+txg € F, otv e Fet t eR : f(z) = f(v) +at.
¢) Montrer que f est une forme linéaire continue sur £ dont la restriction & F est f et que ||| f]|| = ||| f |-
2. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue g sur F, dont la restriction & F est f, telle que |||f]| = |||g]]|-
3. Soit x € E. Montrer que ||z|| = sup{|f(z)|;f € E* avec |||f]||=1}.

Partie ITI. Distance de Banach-Mazur. Généralités.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de méme dimension finie. ON définit
d(E,F) = inf {In (||[ul|] - |Hu_1|”),u € GL(E,F)}.
1. a) Montrer que 0<d(E, F).
b) Montrer que d(E,F) =d(F,E).
2. a)
b) En déduire que E et F sont isométriques si et seulement si d(E,F)=0.

Montrer que la borne inférieur est atteinte.

3. Soient E, F et GG trois espaces vectoriels normés de méme dimension finie. Montrer que
d(E,G)<d(E,F)+ f(F,G).
4. a) Soit u € L(E,F). On définit v*(¢) = (ou, pour ¢ € F*. Montrer que u* € L(F*,E*) et que |||ul|| = |||w*|]].
b) En déduire que d(E,F)=d(E*,F").
Partie IV. Distance de Banach-Mazur entre espaces [P.

On note £ =17 (qui est R" muni de la norme |[[-[|,), ot p=1 et F' = I2. On note wy, ensemble des applications de
{1,...,n} dans {-1,1}.

1. Soit m un entier supérieur ou égal a 1. Montrer que pour tous z1, ..., Ty, € F,on a :
m 2 m
_ . 2
27 YD (|| = [l
wewn [[i=1 2 1=1
Soit u : [P — [2 un isomorphisme. On note (ey,...,e,) la base canonique de R" et
n 2
Aw) =Y |I>eli)ule)
pewn |li=1 2
2. a) Montrer que A(u)<n2"||u|||*.
b) Montrer que A(u)>2"n?/? I ‘u_lmig
1 1
3. Montrer que d(I2,12)> S In(n).
p
4. a) Montrer que pour tout p'>p>1 et tout € R", on a : 2l <zl
1 1
b) Montrer que d(I2,12) = 575 In(n).
p
Indication : on pourra considérer 'identité sur R"™.
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¢) Que se passe-t-il pour p=o007?

Partie V. Distance de Banach-Mazur i [}.

Soit n un entier supérieur ou égal & 1 et (E,||-||) un espace vectoriel normé de dimension n. On note Sg la sphere
unité de E.

1. Montrer qu'il existe n vecteurs b1, ..., b, de E de norme 1 et n formes linéaires ¢1, ..., ¢, de norme (opérateur)
égale a 1 telles que pour tous 1<i,j<n, on ait ¢;(bj) =0 sii=j et 0 sinon.
Indication : on pourra considérer I'application : A : Sg X ... x Sg a valeurs dans R qui & un n-uplet de vecteurs
(21,;,on) associe leur déterminant dans une base (; ainsi que 'application, & i fixé et quand A(x1,...,2,) est non
nul, qui & x € E associe
detg(z1,..., 21,2, Zi41,...,Tn)
detg(z1,...,2n)

n
2. On pose pour tout € E : v(z) = Z |oi(x)]. Montrer que v est une norme sur E et qu’en notant Ey espace E
i=1

muni de cette norme, 7 et l,ll sont isométriques.
3. Montrer que d(F,1})<In(n).

Partie VI. Compact de Minkowski.

Soit n un entier supérieur ou égal & 1, on note M, I'’ensemble des normes sur R™. On considére ’ensemble &, des
espaces vectoriels normés (R™,||-]]), ou ||-|| € M.
Pour X et Y dans &, on définit la relation XRY si X et Y sont isométriques.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur &,. Justifier la notation cZ(X,Y) =d(X,Y) (ou X, resp. Y, est la
classe de X, resp. de Y') est cohérente.

On note &, I'ensemble des classes d’équivalence pour cette relation d’équivalence.

On note Bj la boule unité (fermée) de Iespace I} et C(Bj) est I'espace des fonctions continues sur By, & valeurs
réelles, muni de la norme Noo(f) =sup{|f(x)|;x € B1}. On note ®,, ’ensemble des fonctions continues sur By qui
sont la restriction a By d’une norme ||-|| sur R™ vérifiant pour tout x € R", ||z|| <||z||; et ||z, <n|z].

2. a) Montrer que @, est une partie fermée bornée de C(By).

b) Montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z,y € By :
Iz —ylly SES = sup{| f(z) = f(y)]; f € Pn}<e.

On admet dans la suite que ces deux résultats impliquent que @,, est une partie compacte de C'(B;) (Th. d’Ascoli).

3. On considére Papplication 7 de @, dans &, qui & f associe la classe de (R",|-]|), ot
par définition de @,,.

||| est la norme associée & f

a) Montrer que 7 est bien définie et surjectie.

b) Montrer que si (f;);en converge vers f dans @, alors lim d(7(f;),7(f)) = 0.
J—00

4. En déduire que (E:'n,d) est un espace métrique compact.

%% Probléme 16 Base de Schauder d’aprés Claude Wagschal

Dans un espace de Banach E, (||.||;)ier, une suite (z,,) d’éléments de E est appelée base de Schauder si, pour tout
oo

x € E, il existe une unique suite A = (A\y,) de scalaires telle que la série Z AnTn SOit convergente et de somme x.

n=0
oo

On note F V’espace vectoriel des suites A = (\,) telles que la série Z AnTn converge.

n=0
On munit F' de la famille de semi-normes :

[All; = sup Z/\pxp

neN =0 ;
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1. Montrer que les formes linéaires sur F'; A — \; sont continues.

2. Montrer que F' est un espace de Banach.
o0

3. Montrer que l'application T : A — Z AnZp est un isomorphisme de F' sur F, et en déduire des formes linéaires
n=0

z,, € E' telles que

o0
x = Zx%(m)xn pour tout x € E.
n=0

4. Montrer que :

a) la suite (zy,) est totale,

n
b) Pour tout « € E et tout i € I, sup Zx;,(x):vp < 00,

neN p=0 ;

c) le systéme (), (),) est bi-orthogonal, c’est-a-dire

1 sip=gq
2l (zq) = ’
p( 2 0 sip=zgq.

d) Réciproquement, étant donné une suite (z,,) de E et une suite (z},) de E’ vérifiant les conditions a, b et ¢ de la
question précédente, montrer que () est une base de Schauder de E et plus précisément, que

+
x = Z ooz}, (z)r, pour tout x € E.
n=0
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