Math Spé PSI-PSI* PC-PC*

idée DS — Intégrales impropres — corrigé

Pour tout couple d’entiers (n, p) telsque n = p = 1, on pose :
+O x™P g5inP (x) — sin™(x) +o /fsin()\’  [sin(x)\" dx
np = -[0 xnt = fo x )\ «x x

o . n
Pour tout entier n > 1, on pose également J, = [ ((S";(x)) — cos(x)) ‘i—x.

: n
1) Pourtoutn € N*, onnote f,: x — %((S“;ﬁ) — cos(x)) définie sur R3.
1.a)  Montrer que f;, se prolonge en une fonction continue sur R*.

Par opérations sur les fonctions continues, f;,, est continue sur R%.
De plus, en effectuant un DL :

2 " 2
AT AN AR

1/3—n
_ 2 4
_x< 6 x +x9>0(x )>

_3—n L0 O3
- 6 X x—>0(x)

Donc f,,(x) — 0 et par consequent, on peut prolonger f,, par continuité en 0 en posant f,,(0) = 0.
X

1b)  Montrer que x r» S22

xnt1

est intégrable sur [1, +oo.

1
xnt+1

sin™(x)
X1

La fonction x — est continue sur [1, +oo[ et ¢c’estun O ( ) donc elle est intégrable sur ce méme
+o00

intervalle par comparaison indirecte avec une intégrale de Riemann convergente puisque n + 1 > 1.

1.c)  Montrer que I'intégrale | dx est convergente.

+00 cos(x)
1 X

Puisque x = 1 + sin(x) et x — % sont de classe C*, on peut effectuer une intégration par parties, sous
réserve que 2 des 3 termes soient convergents.

Orx e S”;ﬂ possede bien une limite (nulle) en 400 et x — ~
sur [1, +oo[ par comparaison indirecte avec une intégrale de Riemann convergente.

Ainsi, on peut écrire :
+ cos(x sin()]"” 9 sin(x
[ ()d":l ()l o )
1 X 1 1

sin(x)

1 .
est un +000 (x—z) donc elle est intégrable

X x?
Et comme les deux termes de droite sont convergents, on peut en déduire que 1’intégrale de gauche est
convergente.

1.d)  Conclure que I’intégrale J,, est convergente.

. 0 . 1 .
Puisque f, se prolonge en une fonction continue sur R*, [ " f;, est une intégrale convergente.

oo sin™(x)

Par ailleurs, f1+ dx converge d’aprés 1.b) et f:m%(x)dx converge d’aprés 1.c) donc, par somme,

xnt1

) 1+°° fn converge. Enfin, par relation de Chasles, I’intégrale J,, est convergente.

2) En déduire que pour tout couple d’entiers (n, p) tels que n = p > 1, I’intégrale J,, ,, est convergente et
I’exprimer en fonction des intégrales J,, et J,,.

On constate que I’intégrande de I’intégrale J,,,, est tout simplement la fonction f,, — f,, donc, par somme,
Pintegrale [, ,, est convergente et [, ,, = J, — J.
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3) Soit a un réel strictement positif et g un entier supérieur ou égal a 1. Soit g une fonction de classe €4

sur [a, +oo[ telle que les dérivées successives g, g', ..., g“9~V soient toutes bornées sur [a, +oo].
Sans oublier de justifier les convergences des intégrales, montrer que :

q-1
j+°°9(x) v Z g¥ (@ N gD (x) d
g xtt ~q(g—1)..(q —k)ar™* "}, q!x
k) | g®)
Soit grx o> yITl— 2 © Zq “qqu)—f(x) Alors ¢ est définie sur [a, +oo[ et de classe

(q-D-(q-K)xaF —
C* sur cet intervalle, par opérations sur les fonctions de classe C?. De plus, pour tout x € [a, +oo] :

10 (- (q—k—1)!
""("):az< Al OPE o <k+1><x>>

k=0

1 q!
=a< xq+1g(0)(x)+ g(q)(x)>

IO
gpr q'x
Par conséquent, par théoréme fondamental de I’intégration, pour tout réel A > a :
A (@) A
gx)  gPx)\ , B
| (—xq+1+ o)1= | o' dx = 0@ - 0@
Or, toutes les fonctions g,g’,..,g% " sont bornées sur [a,+oo[ donc, en notant |g®| =

sup({|g® (x)|, x € [a, +o[}), on a la majoration :

Il (k)
—k—1)!
|<p(A)ISZ(q ;;! )xllg I,

Aq_k A—>+0o

Par conséquent, on peut faire tendre A vers +oco dans 1’égalité précédente, prouvant ainsi la convergence de

I’intégrale et obtenant la relation :
q-1

lgx) gPW)\ 3 g% (a)
fa <x"“  g'x )dx =o= z q(q—1)..(q —k)ai™*
De plus, 22 = +000(
f+°° g(x)

a x9t1
On obtient donc enfin :

) donc par comparaison |nd|recte avec une intégrale de Riemann convergente,
(x)

q+1

dx est convergente, et donc par somme, f =—="dx est également convergente.

o q (o]
]+ 9() , _ Z g®(a) . J* g(‘”(x) "
. X9t T q(q—1)..(q — k)ai* q'x
Remarque : On aurait pu également effectuer g intégrations par parties successives, mais la démonstration
rigoureuse est encore plus pénible a écrire.

4) Pourn € N*, on note g,,: — sin™(x).

4.a)  Justifier que g, est de classe C® sur R. En déduire que pour tout k € N, g,(l"”) possede un
développement limité a tout ordre en 0.

La fonction sinus est de classe C* sur R donc, par produit, g,, est également de classe C* sur R.
Par théoreme de Taylor-Young, on en déduit en particulier que g,, et toutes ses dérivées possedent des
développements limités a tout ordre en 0.

4.b)  Montrer que Vk € [0,n — 1], g(k)(O) =0 et g(”)(O) =n!
Puisque sin(x) or? In(x) s x™, autrement dit g, (x) = x™ + oo(x").
X— X— X—
Par comparaison avec le développement de Taylor-Young :
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(k)
gn(0) = Z‘gn © 2+ o (x™)

et par unicité des coefficients d’un DL, on en dedult que Vk € [0,n — 1], g(k) (0)=0et g(n)(O) =n!
n!

n—-k
-0 (n—k)! '

4.c)  En déduire que pour tout k € [[0,n], g(k)(x) ~

Soit k € [0,n]. D’apres le résultat précédent, le développement de Taylor-Young de g,(l") alordren —k
en 0 s’écrit :

(k+p) n)
o In ( ) Ay 0L gn 0) n—k
(x) = Z +x20(x =0+ +0+(n—k)!x +xgo(x )

Par conséquent :
(k) ~ n! n—k
n ) -0 (n — k)'
5) Soitn € N*.
5.a) Justifier que pour tout x € R :

(@) = (WE( ) (~1)keln20ix

Pour tout x € R, par formule d’Euler et binome de Newton :
n n

ix _ ,—ix\" 1 o '
gn(x) — <e Zie > _ (Zi)n; (Z) (elx) k( —lx) (Zl)nz ( )(_1)ke(n—2k)1x

5.b) En déduire que pourtout x € R :

ggn)(x) = zinz (Z) (=D*(n - 2k)" cos((n — Zk)x)
k=0
=
1
= onet Z (Z) (—D¥(n = 2k)™ cos((n — 2k)x)

k=0

On peut dériver n fois I’expression obtenue a la question précédente. Ainsi pour tout x € R :
n

B0 = e () - e

= Zinz (k) (_1)k(n _ Zk)ne(n—Zk)ix

k=0
Mais la fonction g,, est a valeurs réelles donc toutes ses dérivées le sont également donc g(") est égale a sa
partie réelle. Par conséquent, pour tout x € R :

n

1 n
gr(ln)(x) = 2_"2 (k) (—D¥(n - 2k)" cos((n — 2k)x)
k=0
On constate alors que les termes de la somme de part et d’autre de g sont les mémes.

Plus précisément, si n est pair alors 3p € N,n = 2p etpour x € R :
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p—1

1
g,(l")(x) S z (Z) (—=D¥(n = 2k)" cos((n — 2k)x) + (Z) (—=1DP(n — 2p)" cos((n — 2p)x)

k=0

+ Y (1) DA — 2007 cos((n — 2K0)

+ (n " k) (=)™ *(2k — n)" cos((2k — n)x)

— 27}_1 z (Z) (—=D¥(n = 2k)" cos((n — 2k)x)

k=0
Si n est impair, il existe un entier p tel que n = 2p + 1. Dans ce cas, pour x € R :

p
g™ (o) = Zi" z (Z) (—=D¥(n = 2K)" cos((n — 2k)x)
=
2p+1
+ z (Z) (—D*(n = 2k)" cos((n — 2k)x)
k=p+1
p
= 2%(2 (Z) (—1D*(n — 2k)" cos((n — 2k)x)
k=0

P
* Z (2 ) Gk = m)" cos((2k - n)x))

k=
P
1
b= z (Z) (—=D¥(n = 2k)" cos((n — 2k)x)

k=
Ainsi, dans tous les cas, pour tout x € R, on a bien :

o

"z
1 n
000 === ¥ () (D*@ - 200" cos((n - 2K)%)
k=0
5.c) Combien vaut :
n—1
. =
- n _1\k _ n
2nTnl Z (1) CD¥G - 28
k=0
D’apres le résultat de la question précédente, celui de la question 4.b) :
n—1
TJ
(n)
2n—1n| Z (k) (_1) (Tl - Zk) - nl =1
k=0

6) A I’aide des questions précédentes, conclure que pour tout entier n € N* :

B =1 oo [ g () dx
Jn = ;E+f0 <—n! - cos(x)>?

Soit n € N*. On veut appliquer le résultat de la question 3) a la fonction g,, et a I’ordre g = n.
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On vérifie donc les hypotheses. On fixe d’abord a > 0.
Jn €st bien de classe C™ sur [a, +oo[ et d’apres I’expression obtenue a la question 5.a), toutes ses derivées
sont bornées sur cet intervalle. Ainsi :

n—1
2 g (%) Z 9 () L g (x) .

dx =
xnrt X —~ nn—1)..(n—k)a¥* ], nlx

a

Par conséquent, puisque [ ey

(0,0 cos(@)) O 9@ (g3 x)  cos(x)
L <x"+1_ X )dx_;n(n—l)...(n—k)a""‘-l_fa nlx  x dx

Puisque I’intégrale J,, converge, on peut faire tendre a vers 0 dans I’intégrale de droite.
" (a) n!
an~k g0 (n—-k)!

dx converge, en soustrayant, on obtient :

Puisque pour tout k € [0,n — 1], g d’aprés 4.¢), on conclut que I’intégrale de droite possede

o /o
également une limite lorsque a tend vers 0, autrement dit I'intégrale [ (gn—m—%&)) dx est

nlx

convergente. En passant a Ia limite lorsque a — 0, on obtient donc :

(n—k-— 1)' n! 9™ (0 _ cos(x)
Z (n k)'+,[ ( nl'x X >dx
) d
= n k f (‘q" ) cos(x))Yx
) d
= ;E-I-fo ( n(x) - cos(x))%

7) Soith € R}. On note F, Pintégrale [~ <2000 g,

7.a)  Montrer que I’intégrale F, est convergente. On pourra utiliser 1.c).

Tout d’abord la fonction ¥p: x = csCr) —anslier)

De plus :

est continue sur R .

1
Y, (x) = ;((1 + xgo(x2)> _ (1 + xgo(x2)>> — xgo(x) — 0

Donc 1, est prolongeable en une fonction continue sur R*. Par conséquent, I’intégrale foll/)b est
convergente.
ve L, +00 cos(x)
Onavu en 1.c) que I’intégrale | N dx est convergente.
Par changement de variable, on en déduit que :

f+°° cos(x) j‘+°° cos(bu)
dx =
b 1 bu

b du) = j‘+°° cos)(cbx) do

dx est également convergente.

X
cos(bx)

Par conséquent, I’intégrale f

Par somme D’intégrale [ 1+001/Jb eSt convergente et par relation de Chasles I’intégrale F), = f0+°° Y, est
convergente.

7.0)  Montrer que :

+00 +00 b b
J cos(x) e — J cos(bx) dy = J cos(x) dx
1 1 1 X

X X

On avu & la question précédente que " Cos(bx) dx = f+°° Cos(x) dx donc, par relation de Chasles :

J ® cos(x) dx—f * cos(bx) . =J cos(x) dx
1 ) "

X X
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7.c)  Montrer de méme que :

. _ bq_
f cos(x) — cos(bx) dx=f 1C—Os(x)dx
. 1

X X

De la méme fagon, puisque x -» —— 05 et prolongeable en une fonction continue sur [0,1], on peut écrire :

fl cos(x) — cos(bx) e = f 1 — cos(bx) e — J 1 — cos(x) dx

X x X
fb 1 — cos(u) du j‘l 1 — cos(x)
S il e L
A u/b b . X
b1 _ cos La —
:f (%) dx—f cos(x) dx
0 X 0 x
b1 — cos
zf L el
) x

7.d)  Conclure que F, = In(b).
Finalement, avec les deux résultats précédents :

F, =f011/)b(x)dx+f1+oolpb(x)dx= fbl_CTOS(x)dx+f Cos(x) f — = In(b)

1

8) En déduire finalement que :
[5]-2
—1Nk(n — n —
Z - Z (3) Dk = 2™ In(n - 2k)
k=0
Il s’agit de synthétiser les 3 précédentes questions.
D’aprés la question 5), pour tout x € R* :

"z
(n) 1
gnnfx) s (2—71' 2. (1) 1t — 20" cos((n - 2k>x)> — cos(x)
k=0
1 ln IJ
= oo Z (k) (—=D¥(n = 2k)™(cos((n — 2k)x) — cos(x))
Par conséquent : =
"z
o (n) o
T fgn - (x) dx -1 n n +t®cos(x) — cos((n — 2k)x)
,[0 ( nl COS(x))? ~ on-1pl ; (k) (=D*(n - 2k) Jo ~ dx
B
= it 2 (1) G = 200"F
- l’l’l 1J
- Z () (CDk( = 2k)" In(n — 2k)

k=0
Mais si n est pair, l"T_lJ = EJ — 1 et si n est impair, l"T_lJ = BJ mais le terme de cette somme obtenu pour

k = lnT_lJ est nul puisque In(n — 2k) = In(1) = 0.
Par conséquent, avec le résultat de la question 6), on peut conclure que :
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[3]-1
Zk - Z (%) ¥~ 2" In(n — 2k)
k=0

9) En déduire une expression simplifiée de J,, = f+°°x sin()=sin*C) 5 sous

la forme a + B In(2) ou

0 x5
a et B sont des rationnels.
D’apres 2) et 8) :
Jaz =J2—Ja
1 1
Z_ _1\0(9 _ M2 .
<1+2 szl( ) (-1)°(2 - 0)?In(2 0))

- <1 + ; + ; + % - ﬁ((g) (=1)°(4 — 0)*In(4 — 0) + (‘1‘) (=1)'(4—2)*In(4 — 2)))

12 26.3

L ~In(2)
123"

1
(2°In(2) = 2°In(2)) + 5 (22 In(2))

sin(x)\"

) )% pour n € N et en déduire

10) Reprendre la méthode précédente pour calculer K,, = f0+°° (1 — (

X

L +00 x2 sin(x)—sin3(x
particulierement K3, = |, %

dx. On pourra admettre que f0+°° Sir;(x) dx = g

sin(x)\™

. . 1 . N
Fixons n € N. On remarque tout d’abord que la fonction k,,: x — = (1 - ( ;" ) ) est continue sur R} et
se prolonge en une fonction continue sur R* car :

x? . " n .
k,(x) =— (1—(1—E+ O(x )>>=g+x90(x)

Ainsi I'intégrale [, ! k,, est convergente.

De plus, puisque Vx € R*, |sin(x)| < |x|, k,,(x) = 0 ( )donc k., est intégrable sur [1, +oo.

Par conséquent, I’intégrale K,, est convergente.
Ensuite, en reprenant le résultat de la question 3) pour la fonction g,, a I’ordre ¢ = n + 1 (puisque toutes
les dérivées de la fonction g,, sont bornées, d’aprés ce qu’on a vu en 5)) on obtient pour tout a > 0 :

n
J+°°gn(x) N 0@ RO
q X2 — (n+ Dlantik " |, (n + Dx

Puisque x +— xiz est intégrable d’aprés Riemann sur [a, +oo[, on en déduit que :
o (1 ga(x) 1 v (-01gd @ 900 (x)
f kn (x)dx :f = e X = | qn+1-k _f I e X
“ a x X a k=0(n+1).a “ (n+1)x

Malheureusement, le développement précédent de g,, n’est pas assez précis pour permettre de conclure a
ce stade.

2
On peut réécrire : sin(x) = x <1 = % + 0 (x4)> donc g,,(x) = x™ <1 — %xz + 00(x4)>.
x—0 X—

Par conséquent, pour tout k € [[0,n], g(k)(x) = (n k)' x"k —g%x“”‘k +x90(x”+4"‘) et
gV (x) = —%(n +2)!x + 00(x3).
xX—
Ainsi :

1 (n—k)'g(k)(a)_1<1_ C(—k)!  nl

o LG+ D™k g _0(n+1)!x( Y

<1 + 0 (a2)>> = ago(a) —0
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On peut donc passer a la limite lorsque a tend vers O et cela prouve en particulier la convergence de

(n+1) (n+1)
08z toogy  (x) (x) _ n(n+2)!
'intégrale |, 0 (miDx dx (qui en fait n’est pas impropre en 0 puisque T oy . )
On a donc finalement :
(n+1)(
x)
K, =— ——dx
" fo (n+D'x

Mais par a un calcul similaire a ce qui a été fait en 5), pour tout x € R :

n+ n AL o ok)ix
= 2%;) (Z) (_1)k(n _ 2k)n+1e(n—2k)ix
= _—32( )( 1D*(n — 2k)™**sin((n — 2k)x)
k=0
. N
_ n L
= kzzo (k) (—1)*(n — 2k)™** sin((n — 2k)x)
Par conséquent :
N
B 1 n g [T7sin((n = 2k)x)
Kn W kzzo (k) (—1)k(n - Zk) L X dx

Or, pour tout réel b > 0 :

X u/b b 2

2 sin(b +t°sin(u) du
Zb:j sin( x)dx=f 1()__7T
0 0

Donc, finalement :
5]
T n
Ko = G iz 2, (o) CDF -2

k=0
Enfin :

=~ =1 (-0~ Qe -2) -5 a-07) -
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