84 METHODES DE COMPACITE [cHAaP. 1]

Alors (6.99) donne
1d,, /
(6.102) 5 gil wn® [ + o un) [P < 0

donc
(6.103)  u, demeure dans un borné de I2(0, T; V) n L°(0, T; H) ,

d’ou le Théoréme suit. |

6.8 Un théoréme d’unicité

Orientation.

Comme on a déja signalé, le probléme de I'unicité est ouvert dans le Théoréme
6.1, lorsque n = 3.

Une question raisonnable est la suivante : on connait I'existence d’une solu-
tion dans L*0, T; V) n L°(0, T; H); quelle propriété supplémentaire de u
entrainerait "unicité ?

On a dans ce sens le

Théoréme 6.9. — On suppose n = 3. Soit u solution du Probléme 6.2, vérifiant
en outre

(6.104) ue L0, T; (L'(Q))")
ou
(6.105) §+§<1, r>n.

Alors la solution u, si elle existe (*), est unique dans la classe
L¥0, T; V) n L®(0, T; H) n L(0, T; (L(Q))") .

Démonstration.

1) Majoration préliminaire.

On se place dans le cas intéressant de (6.105) ol % + ; = 1.
On a

o=

1
(6.106) l b(u, v, W)l < ey Lullway oI w il si 7 +

> =-

(1) L’existence est maintenant un probléme ouvert...
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Mais pour u scalaire

nfr
t oy ain =2

1 2/s
[l u ||Lv(n) [l u ”ﬁ’(n) || u ”1/{"/(--2)(9) car ; = 2
or Hy(Q) = L**~2(Q), donc

2/ /
|| u “Lo(n) e llu ”L;(n) {[u “,;I:',(Q)

et (6.106) donne
(6.107) | b(u, v, w) | < ¢5llullwraps 0 IHTw P 1Ew .

Application :

si u est solution du Probléme 6.2 et vérifie (6.104) alors

6-108) | e 120, T 1) (1),

En effet d’apres (6.107)
| b, w, 0) | = | ~ b, v, u)] < ex (10 11 IT Hegeanye | 175 f w117
Scgllofillu “(Lr(n))n Il u ”"/ 5

or t — Hu(t)l

(e est dans L0, T) et t — || u(t) ||"" est dans L**/(0, T) :

ey || u(®) || est dans L2(0, T), donc

b(u, u,v) = (g, v), geL*0,T; V"),

donc t — H u(t)l

d’ou (6.108). §

2) Démonstration de 'unicité.

Soient u et u* deux solutions du Probléme 6.2, vérifiant (6.104). Soit
w=u—u*0Ona:

(W', v) + va(w, v) + b(w, u, vy + b(u, w, v) — b(w, w,v) = 0
et prenant v = w, les formules étant justihées par (6.108), on a:

1
(6.109) 2

S 1w |2 + v ][ W) | = = bwte), u(), wio)

b(w(®), w(t), u(1)) .
Utilisant une variante de (6.107) on a :

| b(w(®), w(t), u(t)) | < e5 || u(®) ]

wrm ! w(t) lZ/s ” w(t) ” L4nr

(1) Donc u est continuc de [0, T) - H.
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Posant
(6.110) M) = || u(®) |
on a donc
| bOw(e), w(t), (1)) | < c3 M(E)'" | w(e) |27 || w(e) ||+
< v||w®)||* + co M(t) | w(t) |? (on a utilisé (6.105)),

s
(Lr(s)) »

et (6.109) donne
Ld
2 dt
doncw = 0. |

(6.111) [ w(®)|* < ca M@ |w(®)|?, MeL'(0,T) (par(6.104))

Remarque 6.8.

Le Théoréme 6.9 montre ’unicité dans le Théoréme 6.8 si n < 4 ; en effet on
aalorssin< 4:

ue L°(0, T; V) donc u e L*(0, T; ((Q))"), % = 12 - %,
donc ueL‘(O,T;(I_?(Q))"),sz+£=1,etq>ncarn<4.

Sin = 4, on raisonne comme suit (L. TARTAR) : on déduit de (6.109) que

w(t) |2 + v || wa) ||? < | blw(t), w(o), u(n) |
< (par (6.97) 3 [[u() || | wd |I?

et d’aprés la Démonstration du Théoréme 6.8 ona:v — c3 || u(r) || > Oet par
conséquent

ld|
2 dt

L W@+ 0 = e lu@ ) w0 | < 0
montre que

E;’-t|w(t)|2<0, dou w=0.]

6.9 Dépendance en la viscosité

Plagons-nous en dimension d’espace 2. Utilisons, pour un peu simplifier
Pécriture, les variables { x, y } au lieu de { x, x, }.

Supposant 2 simplement connexe, on introduit la fonction de courant,
définie a une constante additive prés, par

o _ oy _

(6.112) T 5=

U .
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Alors  vérifie

(6.113) a—‘?(—Anl/)+vA2¢+R(-/1)=g,
ou
_ O (W Ay D (v,
6.114) R(l//)—ay (ax A://) 3= (6y Anp),
d
(6.115) g = é;fz - %fl .

Si u = 0 sur I', alors dy/0x et dy/dy sont nuls sur I', donc dyfon = 0 et
Y = constante ; on fixe la détermination de i en prenant

Yy =0 sur I.

Les conditions aux limites sont alors

_ o _ ,
(6][6) III-—O, 5’;—-05“[‘[.

On déduit du Théoréme 6.7 que si
geL*(0,T; H Y(Q)), g e L*(0, T; H *(Q)) et y(0) = y,.

Yo donné correspondant a (6.83), alors il existe une solution ¥ et une seule
du probléme (6.113),..., (6.116), avec Y(0) = Y, vérifiant :

(6.117) Y e (0, T; H(Q) n H{R)) n L*(0, T; H(RQ)),
(6.118) Y e LX(0, T; HX(Q)).

Remarque 6.9.

Naturcllement on peut aussi « transformer » le Théoréme 6.2 de fagon a
obtenir une solution ¥ « faible ». J}

Pour chaque v > 0, /a solution du Probléme 6.2 (n = 2) dépend évidemment
de v ; on écrira

(6.119) u=u", Yy=y".

Le probléme du comportement de, par exemple, y*, lorsque v — 0, est essentiel-
lement ouvert.

On va, dans ce nr, étudier le comportement lorsque v — 0 de la solution
d’un probléme analogue a (6.113) (6.116) mais avec d’autres conditions aux
limites. On considére de fagon précise le
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Probléme 6.3 On cherche une fonction Y = ¥’ solution de I’équation
(6.113) avec les conditions aux limites et initiales

(6.120) Yy =0, AYy=0surl,
(6.121) Y(0) = ¢, donné. |

A cause du changement de (6.116) en (6.120), le Probléme 6.3 n’est plus
équivalent au Probléme 6.2 — de sorte que 'on doit reprendre le probléme
de I’existence et unicité de Y solution du Probleme 6.3. Nous allons reprendre
cela rapidement, en insistant seulement sur le résultat « supplémentaire » (par
rapport aux analogues de (6.117) et (6.118)) qui est fourni par (6.126) ci-
dessous :

Théoréme 6.10. — Soient g et Y, donnés avec
(6.122) geL®(Q), 0=Q x]0,TI,
(6.123) o€ HX(Q) N HY(Q), AYyeL™(Q).
Pour chaque v > 0 fixé, il existe une fonction y = ¥ et une seule telle que

(6.124) W e L0, T ; H}(Q) n Hy(Q)),
(6.125) Ay e }(0,T; HyQ)), 5—51(— AY) e X0, T; H™'(Q)),

(6.126) Ay e L*(Q),
et  vérifiant (6.113) (6.120) (6. 121).

En outre, lorsque v — 0, 0n a:

I3}
N imco, r; 1120y - 1oy + “ = Ay’ +
(6.127) } ’ ot L2(0, T3 H-1(2))
+ \/V 1 A 2o, 75 iy + 1| AY” ”Lm(Q) <c.
Démonstration.

1) Existence de y = " vérifiant (6.124) (6.125).
Cela est la partie maintenant standard ; on part de la «base spéciale» w; des
fonctions propres :

—Aw; = A;w;, wjeH(l,(Q) , (donc Aw; =0 sur 1),
et on définit ,, solution « approchée » du probléme par
‘//m(t)e [wl’ (i) wm] >

(6. ]28) S ad—t(_ Al//m’ Wj) + V(Al//,,,, AW}) + ﬁ(‘/’m’ l//m’ Wj) = (g(t)’ WJ') ’

—

<js<m
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ol
(6.129) B(u, v, w) = j,, (g—; (Av) %{- - g—?—c (Av) g—:) dxdy,
avec la condition initiale
(6.130)  Ypu(0) = Yom€ [W1, ey Wl Wom = Yo dans HA(Q) N Ho(Q)
(on ne tient pas compte pour Pinstant de ’hypothése « Ayy € L*(Q) »).
Notant que B(¥,n ¥p» ¥m) = 0, on déduit de (6.128) que

3 dta(wm(r) V() + v || 8@ [[E2a) = (£ (1), ¥()
d’ol I'existence de ¢, dans [0, 7] et
_ /(T 1/2
6130 11000 e+ V5([ 118040 [rnt) <.
Remplacant w; par — 1/4; Aw;dans (6.128) on en déduit :
6.132) ? 5 3 1 A0 [y + va(Ba0), AYo(0) +

+ BWm(®), YD), — AYL(D) = (8(t), — AP, (1)) .

Mais pour w = w;ona:

1 ow 0 2 0w 6 _
B(w, w, — Aw) = 5 JQ [& 5(Aw) 7y (Aw) ]dx dy =

1 ow ow N _
=3 Jr [a—x— cos (n, y) acos (n, x)] (Aw)*dr =20
car la dérivée tangentielle de w sur I est nulle. Donc (6.132) donne facilement
°T 1/2
6.133) || &Y (®) [z + V¥ (J I 8%(0) [[irscn dr) <c.
)

Aux estimations (6. 131) (6.133) il faut ajouter une estimation sur la dérivée
0/01(— AY,). On note que, les ¢ désignant des constantes diverses,

| BWn (0, Y1), 0) | <
0 0
< ellollusan || 800 o (| 52| 4102 )

< (par le Lemme 6.2) ¢ || v || 30y || AWu(t) “,'}fm X

(} (1) H W) )

5x L4(2) L4

< (dapres (6.133)) ¢ [ v [y k(D) (' %amxi’)im o ’ 6—'/%@ L m),
4 a(

ou k,, demeure dans un borné de L*(0, T).
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Mais
H el I‘ el oS¢ I| &0 ||z < ¢
L‘(n) H3()
et donc
6.134) 3 BWm(D), YD), 0) = (Bp(t), v), h,, borné dans L*(0, T ; H™ (),
donc borné dans I*(0, T ; H '(Q)).

On désigne par P,, opérateur de projection dans L*(Q) sur [wy, ..., w,];
alors (6.128) donne
d

3 (— AUm) + VA, + Pohy, = Pog,

d’ou, grace a (6.124), ’'on déduit, en particulier, que

(6.135) %(— AY,,) demeure dans un borné de [*(0, T; H™ (%)) .
Utilisant le Théoréme de compacité 5.1 on en déduit que I’on peut extraire
une suite ¥, de ,, telle que

Y, =¥ dans L*(0, T; H¥(Q) n Hy(Q)) weak-star ,
Ay, - Ay dans L*(0, T; Hy(Q)) faible,
;%(— Ay,) - z%“ Ay) dans 20,7 ; H™'(Q) faible, -

Ay, — Ay dans L*(Q) fort et p. p.

On en déduit I’existence de Y vérifiant les conditions du Théoréme, a I’excep-
tion (pour I'instant) de (6.126).

2) L’estimation (6.126).

Posant
(6.136) - Ay =w
on sait que w vérifie
dw oY dw Oy dw
(6.137) 5 vAw + 3y 3x _ ax 3y =g,
(6.138) o(0) = wo = (— Ayy),
(6.139) we}(0,T; Hy(Q), dw e ’(0, T; H'(®)).

ot

On considére (6.137) (6.138) (6.139) comme une équation parabolique
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linéaire en w, les « coefficients » dy/dx, dy/dy étant dans L*(0, T ; H*(R)) N
L0, T; H'\@)).

Alors (6.126) et (compte tenu de (6.133)) (6.127) résultent de I'inégalité
suivante, que nous allons démontrer :

T
(6.140) [l @ lLocey < Il @o |lpmgy + jo ” g ”Lm(n) de.

La démonstration de (6.140) se fait en trois étapes :

(i) on montre (6.140) pour g et ¥ « réguliers » (de sorte que w est solution
réguliére) ;

(ii) on montre l'unicité de w satisfaisant a (6.137) (6.138) (6.139) ;
(iii) on approche w par des solutions réguliéres.
ETAPE (i).

Soit k un entier positif quelconque. On multiplie les deux membres de
(6.137) par **~! et on intégre :

1 d 2%
Tk jnw dxdy +

ow 0 - dw 0 -
+ vj [— — (@* Y + 2= —(0* 1)]dxdy
6.141) o LOx 0x dy 0Oy
_@ a_a) 2k-1 _ Y ow 2k—1] _
+Jn[6y % ” —6;—67w dxdy =

= j go® tdxdy.
| 2

Mais la troisiéme intégrale dans (6.141) vaut

1 oy dw*™ oy 6(02")
ﬁj‘n(ﬁ x  0x 0y dxdy =0

et comme la deuxiéme intégrale est > 0, on en déduit
‘l d 2k 2k—-1
3% di () < H (1) ”uk(n) y(D) s D) = || w(r) ”le(m

d’ol

d
a wl) < ” g() HL!k(n) ,
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d’ou
t
Y@ < [l 0o [y + JO ” g(0) ||L2k(m do
d’ot (6.140) en faisant tendre k vers inflni ().
ETAPE (ii).
Ce point est standard ; il suffit de vérifier que

W00 W IB 120, T HH(W)

dy 0x  0x Oy
et que
W dw O dw )~
(w'a—‘;—axa—y,w —-0

Cela est justifié si, par exemple, ¥ € L2(0, T; H*(Q)).

ETAPE (iii).

On approche  par des fonctions y; « réguliéres », et précisément
¥; — ¥ dans L*(0, T'; H'(Q)) fort,
¥, — ¥ dans L*(0, T; H*(Q)) weak star .

Soit aussi g; une suite de fonctions réguliéres, g; — g dans L*(Q) weak star,
T T
j ” gt ”L"’(Q) dt < Io ” g(1) ||L°°(!)) dr.
0]

Alors soit w; la solution de

a1 ity ax  ox ay &
6.142)
( wj(o) = Wp,
w;e [}(0, T; Hy(Q)).

Alors d’apres I'étape (i), on a :
T
Il @ Loy < 1] @o [lpo@y + J’ ” g1 ”Lw(n) de
0

d’ol (6.140) suit, si 'on montre que w; - o dans L*(Q) weak star.

(1) On peut aussi utiliser les troncatures.
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Or, d’aprés (6.142), w; demeure dans un borné de L*(0, T'; Hé(f))) M.
On peut donc extraire une suite, encore notée w;, telle que w; - w* dans
L*(0, T; H(l)(Q)) faible — et comme ;- ¢ dans L%*(0, T; H'(Q)) fort,
on en déduit que w* est solution de (6.137) (6.138) (6.139) et donc, par
I'étape (i1), © = w*, d’ou (6.140). ||

30 Unicité.

La démonstration de I'unicité est trés analogue a celle du Théoréme 6.2 :
si ¥y et Y, sont deux solutions, alors, posant § = ¥, — ,, on a:

(6.143) a(0', v) + v(AO, Av) + B(Y1, Y1, 0) — By — 0, 0y — 6,0) =0.

Faisant, ce qui est loisible, v = 6 dans (6.143), on en déduit que

1

©.140) 3 100 [ + v1] A0 [y = — A1, 6,0).
Mais
| B, 0.0 ] < || A0 [|uaca || ¥4 ”m(n)x ax o H 5 u(m

< (par le Lemme 6.2) ¢ || AO() || 250, || 00) || 5o
< v || A0 ||z + €| 0O [[irgcen -

de sorte que (6.144) donne
2 I “ o) ”,,5(,,) c ” o) ”,,O(m , d’olile résultat . J

On est maintenant en mesure d’étudier le comportement de ' lorsque
v — 0. On introduit, pour simplifier I’écriture, ’espace (%)

(6.145) @ = {l//i Y e L°(0, T; H(Q) n Hy(Q)), Ay € L*(Q),

%‘/’t-eﬁ(o, T; H Y(Q)

Théoréme 6.11. — On se place dans les Hypothéses du Théoréme 6.10.
Il existe une fonction f et une seule telle que

(6. 146) ye¥,
(6.147) a*at(“ AY) + R(W) =g (i.e. (6.113) avecv = 0),
(6.148) ¥(©0) = yo -

(1) Prendre le produit scalaire de la 17¢ équation de (6.142) par w;.
(2) Muni de la norme de Banach « du graphe ».
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Lorsque v — 0, si " est la solution fournie par le Théoréme 6.10, on a:

(6.149) Y® —  dans % faible .

Démonstration de I’existence et démonstration de (6.149).

On part de " fournie par le Théoréme 6.10; on connait les estimations
(6.127). Donc utilisant le Théoréme de compacité 5.1, on peut extraire une
suite y* telle que

Y* -y dans % faible,
(6.150) 3

0
n 2 =
Dy* — Dy dans L°(Q)fortetp.p., D =% et Pl

On peut alors passer a la limite dans I’équation
0
5 (= AU+ p AT+ ROY) = g;
on voit ainsi que ¥ satisfait a (6.147).

Démonstration de I'unicité.
1) Estimation préliminaire.
Puisque
Ay e L*(Q) = L™(0, T; L*(Q)) =« L™(0, T; L7(RQ)) Vp fini,
etcomme (AGMON[1], AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [1]) A est un isomorphisme

de
W2P(Q) N HY(Q) - [(Q),

on en déduit que toute solution du probléme a la propriété :
(6.151) Y e L2(0, T; W>P(Q)) Vp fini.
On a en outre, pour presque tout ¢ fixé :

(6.152) ¥ llwaray < ep(Il A lLniay + 11V o), P 05

cette inégalité, due a YoupovicH [!] résulte :

(i) de la résolution du probléme de Dirichlet & I'aide des noyaux de Poisson
permettant 'usage des intégrales singulicres ;

(ii) d’une estimation des normes dans le Théoréme d’interpolation de
MARCINKIEWICZ ; cf. M. COTLAR [1], p. 289.

2) Soient W, ¥, deux solutions du probléme et 0 = ; — ¢,. Alors si
I’on pose 0 = ¥y — Y, ona:

(6.153) a(0', v) + B0, Yy, v) + By, 0,v) — B0, 0,v) = 0.
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Faisant v = 0(t), on en déduit, en posant
(6.154) 2(t) = || 60 ||y = a(6(0, 0)) ,
que

% dztt) = — B(¥.(n), (1), (1)) -

(6.155)

Mais écrivant 0 au lieu de 0(¢), etc. :
[ L (@) ()]0 2 (2 D)) ey -
b1, 6,0) = o Oy |2 0x [\ox ol 1T & dy dx dy
A ) 2R ) e
aQ 0x 2 dy | \ox dy Ox \ox Oy ’
Par intégration par parties, on en déduit que
w5 1E-G)]
S pun 0.0 = - | ZH(Z) - (3) [axay+

(6.156) , )
| AL P
x> ay*/ ox oy

ou

1 oy 90 oy, 60) (60 a0 ) _
J—2J (ay ax  ox By axcosnx+aycosny dar

_l o, 00 6_‘/’_1@)(_@ 98 )
(6x 6x+ 3y 6xcosny+6ycosnx dr.

Mais grad i, et grad 0 sont orthogonaux a I', donc

By ox  ox 8y

et comme par ailleurs la dérivée tangentielle

0 00
—acosny+5;cosnx-—0 sur I,

on en déduit que J = 0.
Donc (6.156) donne

oo ==, S5 () oo

+ J’ (azwl Y, ) 30 80 dx dy

o \ax?  oy?

s



96 METHODES DE COMPACITE [cHAP. 1]
d’ou I’'on déduit, par application de Holder :
(6.157)

| B, 0,0) | < cll v, nwz,,,n(m(L | grad 0 IZ/“_‘)dx)l e, £>0.

Mais d’aprés (6.151),
Y, e L2(0, T :W>P(Q)) Vpfini, i =12,

donc | grad 6 | € L*(Q), donc il existe une constante M telle que :
(6.158) | grad 0(x, 1) | < M
et (6.157) donne, en utilisant (6.152) :

—-&

1
(6.159) | By, 6,0) | < ce-'(Mz"/““))"“(j | grad 0 |2 dx)
o

Utilisant cette inégalité dans (6.155) il vient

dZ(t) -1y ¢2e 1—e
<
- See M* z()' "¢,
d’olt
(6.160) z(t) < M*(ct)'e.

Soit alors 7, fixé, avec ¢ty < 1. On déduit de (6.160), en faisant ¢ — 0, que
z(t) = 0 dans [0, 1,]
et ainsi de suite dans [#g, 2 #,], etc. D’ou le résultat. J

Remarque 6.10.

Il faut noter la méthode de démonstration de Iexistence de Y dans le
Théoréme 6.11 : (i) on introduit 'équation (6.113) avec v > 0, par addition
du terme de viscosité v A%y ; (ii) on résout le probléme avec viscosité ; (iii)
on fait tendre v vers O aprés avoir établi des estimations indépendantes de v.

La méthode précédente est dite « Méthode de Viscosité » (voir les réfé-
rences bibliographiques dans les Commentaires). J

Remarque 6.11.

Dans I'ordre d’idées de la Remarque précédente, on peut démontrer ainsi
Ie Théoréme 6.1 ; on ajoute aux équations de Navicr-Stokes un terme de
Viscosité artificielle (— 1) e A™u; on résout donc

(6.161) S ug+ (= D"e A%, — v Au, + igl u, Dyu, = f— grad p,

divu,=0,
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avec les conditions aux limites :

-1
(6.162) u e T U

et la condition initiale u,(0) = uy.

On démontre Pexistence de u,, solution du probléme précédent, avec
(6.163) u, e (0, T; V (HG(Q)") n L°(0, T; H),

et 'unicité lorsque I'on a

(6.164) ms"

+ 2
a GF

Pour T'unicité, avec des notations analogues & celles du Théoréme 6.2,
on arrive a (¢ est fixé ; on n’écrit plus la dépendance en &)

(6.165) a‘llf wt) > + || w |2 < | bw, u,w) |

ou
Il @ ||, = norme de ¢ dans (H5(Q))" .
Mais
(6.166) , b(w, u, W)l Segllw ”(ZL‘(!)))" [[ully.
Or (on utilise ici P'interpolation, comme dans LioNs-MAGENEs [1] Chap. 1;
on pourra consulter également P. L. BuTZER — H. BERENS [1]) :

(6.167)  L*0, T; H"(Q)) n L*(0, T; L*(Q)) < ¥ ~°2(0, T; H' ~°"™(Q))

et (J. PeeTrE [1])

1

1 (1-0
e

H=OmQ) < 19(Q) "(>0).

Si 'on prend 0 de fagon que (I — 0) m/n = 1/4, alors g, = 4 et on peut
déduire de (6.166) :

[o(w, u, w) [ < e JIwlR ™0 1w P 1l
1/0

1
<SUwiE+ e lwlllulli.

(1) Donc, lorsque 7 croit, en « augmentant la viscosité artificielle », on arrive a I'unicité ;
si =2 (6.164) donne m > 1; on peut donc prendre m = 1, i. e. la viscosité (réelle) — vAu
suffir ; c’est le Théoréme 6.2.
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Donc (6.165) donne
d
(6.168) 3 | O < es | w) P || w@ 12"
Mais prenant dans (6.167) 6, avec (1 — 8,)m = 1, on a:

(6.169) ue L0, T; H'\(Q))

et cela donne, avec (6.168), le résuitat désiré, si 1/0 < 2 m, ce qui est compa-
tible avec (1 — 0) m/n = 1/4 si 'on a (6.164). |

On montre ensuite que

u, —» u dans I*(0, T; V) faible et L°(0, T ; H) weak star

.17
(6.170) lorsque ¢ > 0. J

7. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES (CAS STATIONNAIRE)

7.1 Le probléeme homogéne

Le probléme stationnaire correspondant au probléme d’évolution étudié au
nro précédent consiste & chercher u = {uy, ..., u, } et p vérifiant

(7.1) —vAu+ Y u D;ju=f— grad p dans Q,
i=1

1.2) divu=0,

(7.3) u=0surrl.

Avec les notations du nre 6 on peut formuler (de fagon « faible ») le probléeme
précédent sous la forme du

Probléme 7.1. Soit f donné dans ¥'. Trouver ue V (défini en (6.10),
(6.11)) solution de

(7.4 va(u, vy + b(u, u,v) = (f,v) Yoe Vn (L(RQ)) ("),

ou les notations sont définies en (6.14) (6.15) ; le probléme a un sens d’apres
le Lemme 6.1. ||

On va démontrer le

Théoréme 7.1. — Pour tout f donné dans V', il existe u dans V solution de
(7.4).

Démonstration.

1° On introduit 'espace

UGK %
0x;

(1.5) W={v eL"“(Q)},

M i.e.VoeV si n<4.
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que Pon munit de la norme

n |
lIvllv+.Zl[

ihj=

;.
dx

J HLn/2()

On observe que:
i) W=V si n<4,;
(i) ve W=ve (LY(RQ)) daprés le Théoréme de SOBOLEV.

99

On choisit ensuite une « base » wy, ..., W, ... de W et on considere le pro-

bléme approché suivant : on cherche u, € [wy, ..., w,], vérifiant
(7.6) va(u,, w;) + b(Uy, tn, w)) = (f,w), 1 <j< m.
On note que

(7.7) YAty ) + Dty Upey Uy) = VAt ) =V || 4 ||

de sorte que ’on peut appliquer le Lemme 4.3, comme dans la Démonstration
du Théoréme 4.3. Donc il existe u,, solution de (7.6) et grace a (7.7) on en

déduit que
v “ Up ”2 < ”f”V’ ” u, ” s
donc
1
(7.8) | g ] < - 11y -

2° On peut alors extraire une suite u, telle que
7.9) u, — u dans V faible ,
(7.10) u, — udans H fort et p. p.

Par ailleurs les u,,,; u,,; demeurent dans un borné de L¥($2) (:—I =
¢ fini quelconque si n = 2) et on peut donc supposer que

(7.11) u

i Uy j

- x;; dans LY*(Q) faible, Vi, j .

Utilisant le Lemme 1.3, on en déduit que

(7.12) Xij = Ui Uj.
Prenons alors j fixé, u > j et montrons que

(7.13) buy, u,, w;) = b(u, u, w)) .
En effet,

b(uy, ujp w)) = — b(u,, wj, u,)

ow
-y Jn uuiafuuk dx;

ik=1

[S 1N

N —

,ou
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ow .,
U, Uy — u,u; dans L‘”z(Q) faible d’aprés (7.11) (7.12) et a}:’»’eL"/z(Q),
k
1
d’oll le résultat puisque —= =
pPuRate i /2) )

Donc on a (7.13) et par conséquent
va(u, w;) + blu, u, w;) = (f, w;)
et cela Vj, donc par passage 2 la limite ona (7.4) Voe W, puis Yoe V' n (LY(Q)). I

Remarque 7.1 Le cas « Q non borné »

Le Probléme analogue a 7.1 pour Q non borné nécessite quelques modifi-
cations dans le choix des espaces (').

On introduit

A~ 1/2
(7.14) 2'(Q) = complété de 2(Q) pour(j | grad ¢ |? dx) ;
]

7k () s’identifie & un sous-espace de 2'(2) sin =23 etsin=2 lorsque

0Q est de capacité > 0 (cf. DeNy-Lions [1] et I'étude des espaces Z™(Q)
dans HSRMANDER-LIONS [1]).

Supposons # = 3 pour un peu simplifier. Alors

(7.15) 2Y(Q) = {v

veX(Q), —elI*(Q), — = 3=~

On introduit ensuite
(7.16) V={v|ve@ @)y, divo=0};

¥V coincide (cf. Remarque 6.4 qui s’adapte facilement) avec [I'adhérence
de ¥ dans Pespace des v € (L))" tels que

v

5 (@Y.

On a alors le

Théoréme 7.2. — Pour fe (/V)’, il existe ue V vérifiant

(7.4 bis) va(u, v) + bu,u;v) = (f,v) YweVn (L"(Q))

(1) Cest plus simple dans le cas d'évolution ou les résultats du n™ 6 s’étendent au cas
« £ non borné » sans changement notable.
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Démonstration.
On opére par la méthode « standard » ; on considere
Qr=02n{x | |x| < R}.

On résout (7.4) dans Qp; il existe donc (avec des notations évidentes)
ug € V(Qy) tel que

vag, (g, v) + bQR(uR’ ug, ) = (f, U)na
(7.17)
Vo e V(2g) n (LY(RR))" .
En outre on peut supposer que

(7 18) Il Up “V(QR) < constante .
On introduit

ur = prolongement de u & Q par 0 hors de Qg ; d’aprés (7.18) ug demeure
dans un borné de V.

Cette fois I'injection de V dans H r'est pas compacte, mais on peut extraire
une suite telle que

(ﬁR)i - U; dans L%ocalfort ’
Le. (tig); = u; dans L*(0) fort, V0 < Q, 60 borné.
On peut alors passer a la limite ; on prend d’abord ve ¥ ; on déduit (7.4 bis)

Vve ¥ puis par densité, Yoe V' n (ry. 1

7.2 Le probléme non homogéne

On se donne un vecteur § ayant les propriétés suivantes (¢ = { Y1, ..., ¥, }) ¢
0
(7.19) Vi HXQ), ——§ieL(Q), yiel™(Q).
i

(Noter que si n < 3, la premiére condition (7.19) entraine les deux autres.)
On introduit ensuite

(7.20) F=roty(").
I1 résulte de (7.19) que

(7.21) Fe(L(Q) n (H(Q)).

(1) Ici «rot » est en fait un systéme différentiel homogéne du premier ordre 2 coefficients
constants tel que div (rot ) = 0.
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On cherche un vecteur U = { Uy, ..., U, } tel que

(7.22) —VvAU + Y U;D;U = f — grad p dans Q,
i=1

(7.23) divU =0,

(7.24) U- Fe(H)Q) . 1

Remarque 17.2.
La condition (7.24) signifie que
(7.24 bis) U =F, sur I'i=1,..,n.

Les conditions aux limites sont dites « non homogénes ». |

On va montrer le

Théoréme 7.3. — On suppose f = {fi,....[, } donné avec f; e H™'(Q) Vi
et F donné par (71.20) avec (7.19). I existe alors un vecteur U (H'(Q))" et
une distribution p € 9'(Q) vérifiant (7.22) (7.23) (7.24).

Démonstration.
1o Soit G un vecteur ayant les propriétés suivantes :

1oy Oy . _
(1.25) gi(I; ifr))zn (@), divG =0,
On pose
(1 26) w=U—G.
Remarque 7.3.

On peut prendre, a priori, G = F; on va voir qu’en fait il est essentiel de ne
pas prendre G = F (3 la différence du cas linéaire) : toute la difficulté du
probléme va consister 4 choisir G. ||

Donc U = u + G et portant dans (7.22) on trouve :

(1.27) —vAu+ Y wuyDju+ Y u;D,G+ Y G, Dju=f—gradp,
i=1 i=1 i=1

ou

(7.28) f=f+vAG-Y G, D,;G;
i=1

on note que

(7.29) fe(H Y(@).
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Par ailleurs :
divu=20

et (7.24) équivaut a ue V.
On est donc ramené a trouver u € V tel que

{ va(u, v) + b(u, u, v) + b(u, G, v) + b(G, u, v) = (f,v)

(7.30) YoeVn (B(Q).

20 La méthode de démonstration du Théoréme 7.1 montre qu’on aura

existence de u solution de (7.30) si I’on peut choisir G de sorte que

{va(v,v) + b(v, v,v) + b(v, G,v) + B(G,v,v) =X = allv]?, «>0
YoeV n (L"(Q)"

Or
X = va(v, v) + b(v, G,v) = v|| v]|* + b(v, G, v)

et donc le Théoréme résultera du

Lemme 7.1. — Quel que soit § > 0, on peut choisir G vérifiant (7.25) de
fagon que

(7.31) | b(v, G, v) | < Bllv]*.
30 Avant de démontrer le Lemme 7.1 vérifions deux autres Lemmes.
Lemme 7.2. — On pose
p(x) = distancede xa I .

Pour tout ¢ > 0 (assez petit), il existe une fonction 8, € CYQ) telle que

(7.32) 0, = 1 dans un voisinage (variable avec ¢) de I',
(7.33) B.(x) =0 si p(x) > &(e), 5(e) = exp(— 1/e),

0 € .
(7.39) ] a_x,‘ 0,(x) ‘ < M si p(x) < 6(e), Vk.

Démonstration (E. HopF [2]).
On définit d’abord la fonction 4 — £,(1) pour 4 > 0 par
1 si A< 8@)?,
_ 5(e) 2
(7.35) () =<elog = pour o) < 1<),
0 pour A > (),
puis I'on définit y, par

(7.36) 1) = &(p(x)) .
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Comme I' est réguliere, y, vérifie (7.32) (7.33) (7.34) et on obtient 0,
par régularisation de y,. [

Lemme 7.3. — I/ existe une constante c, telle que

1
(7.37) I Ev I ey < e llvlluyey Vo Hy(Q).

Démonstration.

Par usage d’une partition de I'unité et cartes locales, tout résulte finalement
de I'inégalité :

© 2 ©
@39 [Tlew| ax<2 [ o 2dax, pea(io op)
o | X 0

ce qui est immédiat (1/x @(x) = 1/x J ¢'(y) dy puis usage de I'inégalité de
Hardy). | °

4° Démonstration du Lemme 7.1.

On introduit, avec les notations du Lemme 7.2 :
(7.39) G =rot(0,¥);

on a bien (7.25) et on va montrer qu’on peut choisir ¢ de fagon que (7.31) ait
lieu.
Des propriétés de 6, il résulte que

a4 6] <]+ i@])  vos o <50,
ou
n 1/2
| Dy () | =( > | b wj(x)lz) ,
=1

et G;=0 si p(x)> Ge).
Comme on a supposé que i/, € L*(2), on déduit de (7.40) que

(7.41) iG,(x)lscs(ﬁﬂbw(x)l) V), p(x) < 8(e) -

On a par conséquent

v 1/n
(7.42) |19 Gjllpaqa) < c3 (s [ > "LZ(Q)) + (J v? | Dy | dx) .

p<d(e)
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Introduisons

1/n
(7.43 oo =] royras
p<d(e)
(o(e) - 0 si e — 0 grice a I'hypothése « 3/x; ¥; € LY(RQ)»);

on déduit de (7.42) et du Lemme 7.3 :

0: Gjlliaoy < caellv]l + c3 1l 0 llLuey ),

3

| -
N —
|
)=

et donc
(7.44) [l v; G [l < ‘—'5(8 + (P(S)) [loll.

On va en déduire aisément (7.31) ; en effet
l b(v, G, v) l <cllvll 1'21 10 Gj llLagey
J=

< (par (7.44)) cs [ v [I*(e + 0()) - 1
Remarque 7.4.

On résoudra par des considérations analogues les problémes non homogenes
dans le cas des équations d’évolution (n™ 6). |

Remarque 7.5.
Si ve (H'(Q))" avec divv = 0, alors, v; | r e HY*(I') et
j divvdx =0= ) j vicosn;dIr=0.
2 j=1Jr

Réciproquement, si gy, ..., g, sont donnés dans HY/%(I'), avec

Y j gjcosn;dI =0
j=tdr

alors il existe v e (H'(Q))", divo =0, v; = g; sur I. Cf. CATTABRIGA [1]]L.

Remarque 7.6.

Si n < 3, on a lunicité de la solution lorsque || f]|,- est «suffisamment
petit » ; en effet soient u et u* deux solutions ; si w = u — u*, ona:

(7.45) va(w, v) + b(w, u, v) + b(u, w, v) — b(w, w,v) = 0.

Sous la seule hypothése « fe V'»,u,u* sont dans V sans propriété de régu-
larité supplémentaire et donc aussi pour w; il n’est alors loisible de faire
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v = w dans (7.45) que si n < 3 (puisque alors la forme tri-linéaire u, v, w —
b(u, v, w) est continue sur V); faisant donc v = w dans (7.45) on trouve
vilwl? = = b(w, u, w)

donc
viiwl> <cllull IIwl?

et comme
vilwll? = (f,w) < 1S v llully

on a finalement
4 2
V=SS ) IwlP< 0
et donc w = 0 si

(7.46) v >cllflly,

ce qu’on peut interpréter comme « || f'||,. assez petit» ou « v assez grand » ! ||

8. UN EXEMPLE D’EQUATION PARABOLIQUE FORTEMENT
NON LINEAIRE
8.1 Position du probléme

On considére dans ce numéro le probléme suivant : on cherche une fonc-
tion u vérifiant

%-".i(
o & 0x

7o
0x;

du

8.1) é}j

):f dans Q=@ x|0,T[,

ou pest donné > 2, avec la condition aux limites :

8.2) u=0sur X

et la condition initiale

(8.3) u(x,0) = uy(x), x€ Q.
Remarque 8.1.

On donnera au Chapitre 2, n™ 1, une solution de ce probléme en utilisant
la « méthode de monotonie », solution plus simple que celle que nous allons
présenter. Mais la méthode ci-aprés (due & I. M. Visik [1]) contient plusieurs
idées qu’il nous semble utile de mettre en lumiere. ||

Remarque 8.2.

On choisit ici ’équation (8.1) comme « équation modeéle », pour dégager
I’essentiel, sans complications techniques inutiles. Mais la méthode s’étend a
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des équations beaucoup plus générales (cf. VISIK, loc. cit. et le Chapitre 2).
En particulier le fait que I'équation soit du deuxiéme ordre ne joue aucun role
essentiel. |

Remarque 8.3.
Les non-linéarités apparaissent ici dans des termes de la forme

P=2 5%y

| 24
oxz2’

| 0x;

pour passer a la limite dans ces termes, lorsqu’on utilise la méthode de compacité,
il faudra donc obtenir des estimations a priori « plus fortes » que celles obtenues
pour les équations de Navier-Stokes (n™ 6) — le probléme étant ensuite
d’utiliser ces estimations. ||

8.2 [Estimations a priori. Généralités

8.2.1 Notations.

On utilise les espaces :
W) ={v| vel’(Q),D;jve L(Q),i=1,..,n},

espace de Banach pour la norme
n

(8.4 1o lwioeey = 1l 0 llLecoy + Z Il Divllieays
i=1

WP(Q) = adhérence de 2(Q) dans W 1*P(Q), ou encore :
(8.5 WoP(@) = {v | veW"(Q), v=0sur I'};

W~ 1P(Q) = dual de WaP(Q);

on a:
feW " @Qef=fo+ Y Dfi,
(8.6) =t
» 1 1
anfl’ "-sanL (Q) , — + - =1.
p P
On posera :
o 0 (log |t a<p)
&7 o =-3 5 (|5 7).

L’opérateur ¢ — A(p) applique W!?(Q) dans W~17(Q).

LiONs. — Problémes aux limites non linéaires 5
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Pour ¢,y € Wo'P(2),0na:

(8.8) (A(), ¥) = alo, V),
ou
n P2 a(p a‘/,
8.9) apw) = % | |22 722 2
On posera dans ce numéro,
(8.10) lgl =18l -

8.2.2 Estimations (1).

Multipliant (8. 1) par u on obtient

8.1 5 o | u(t) [* + a(u(t), u®) = (f(0), u(®)).
Si donc I’on suppose que
(8.12) {feL"'(o,T; W ThP(Q)
ug e I2(Q),

on en déduit, en remarquant que, d’apreés I'inégalité de Poincaré,

(8.13) (ae, )7 = || v

est une norme équivalente a || v|lw1 oy sUr WoP(Q), que

100 P+ [ u@ | do < 3 1wl + [ 1@ lu-sal| @] do.
d’ot

®.14) |u@® | + jo || u@@) || do < |uo |* + ¢ jo 1£@) |[#-1.50 do .

8.2.3 Estimations (II).

On peut maintenant, formellement (les hypothéses précises seront faites plus
loin), dériver (8.1) en 7 et multiplier par u’ ; il vient :

ou
0x;

p—2
‘;s‘c) “dx = (f, u).

(8.15) (W@ u®)—-(p-1 .; ,,?36?,(

Le terme « non linéaire » dans (8.15) s’écrit

: ou |72 (6u’) 2 4p - 1)
—n 3 | 2 (%) ax = M D
¢ )i; ol 0x; Ox; p’

SARES

du

(r—2)/2 au) ) 2
5)—‘; = dx

6x;
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SRy W I 1 (.

=%|u'(0) >+ Jo(f’, w') do .

d’oll
du

(r—2)/2 2
(@—)) dx do =
0x;

ox;

(8.16)

1l est clair (et d’ailleurs, on montrera...) que I'on peut déduire de (8.16)
(avec des hypothéses convenables sur f et u,) des estimations a priori sur u’ et,

w5 (5(35)) o
surtout, sur ot aXi , Ou

(8.17) BGY = 1217727 2

Pour appliquer la méthode de compacité, il faut encore une estimation sur
0 Ou
les — —1 .
€ 0x; (B (axi)) I

8.2.4 Estimations (III).

Une idée naturelle est de multiplier par (— Au) les deux membres de (8.1)
(cf. nr 1.7 pour une idée analogue). Mais il apparait alors une difficulté : les

intégrations par parties dans J. A(u) (Au) dx font apparaitre des intégrales
Q2
de surface non nulles. |

On utilise alors les deux observations suivantes :

(i) dans la méthode de compacité, il faut arriver & une convergence presque
partout (cf. Lemme 1.3), et pour cela des estimations intérieures a Q suffisent;

(ii) on peut supprimer les intégrales de surface en multipliant par une fonction
égale & Au a Pintérieur et dégénérant sur I'. ||

On est ainsi conduit 4 introduire une fonction s ayant les propriétés suivantes
(on suppose 2 borné de frontiere C*) :

veDQ), Y(x)>0 si xeQ,

(8.18) oy

Yy=0sur I' et an=Osur1’(1).

(1) L'utilité de cette derniére condition apparaitra plus loin.
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Si Pon multiplie alors les deux membres de (8.1) par (— ¢ Au), le terme
non linéaire donne

J' A(u)(—.//Au)dx=4(L:_1)x
Q p

<L Sl (5

3 [ aw s

(p=2)/2 2
ou %‘)) dx +

(8.19)

Ou

: 6u6(
+

ou 0 P2 6u> 61//
o 0x; 0x;

0x;

i,j=1

Les deux derniers termes sont « d’ordre inférieur » de sorte que ’on pourra
ainsi obtenir des estimations sur

Vi (0(5))

8.3 [Utilisation des estimations

Si w(x, t) est une fonction définie dans Q, on pose

(8.20) SBW="£((7‘ )?,v) Y Aw + Iw,

(oﬁ A > 0 sera choisi (assez grand) ultérieurement.

On montrera plus loin (au nr 8.3) le

Lemme 8.1. — I/ existe une « base » de fonctions w ... w,, assez réguliéres
dans Q telles que { Bw; } soit une « base » de I'espace L*(0, T ; WoP Q).

On va alors utiliser la méthode de Faedo-Galerkin de la fagon suivante :

on cherche u,, € [wy, ..., w,], telle que

(8.21) ¢ 1 T
[I (up + A(u,), Bw;)dt = J'O (f,Bw)dt, 1<j<m.]|
0

Remarque 1 .4.

Noter que ’on traite un probléme d’évolution comme un probléme stationnaire.
On retrouvera plus loin (aux Chap. 2 et 3) d’autres procédés «d’approximation»
d’une équation d’évolution par une équation stationnaire (cf. en particulier
la régularisation elliptique). ||
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Remarque 8.5.

Puisque les Bw; forment une « base » de L?(0, T'; W’ (2)), on voit bien que,
si dans (8.21), u,, — u, u vérifiera a la limite ’équation (8.1). |

Remarque 8.6.

Comme on verra au nf 6, la « multiplication par Bu » permet de retrouver
essentiellement, en une seule étape, les trois types d’estimations obtenues au
nre §.2.

On pourrait songer a un procédé différent pour utiliser les estimations (I)
et (I1) ; on introduit : p € €(Q), p(x) > 0 dans Q, p(x) = distance de x & I
si x assez prés de I”, puis 'opérateur A, défini par .

50 ( 60)
Ayp = — p=—]).
° i;l 0x; p 0x;
Les estimations (III) du 8.2 s’obtiennent encore en multipliant par A u.

Comme on sait (M. S. BAOUENDI-C. GouLaouic [l ]) qu’il existe une suite
de valeurs propres et fonctions propres de A, :

Aw;=Aiw;, 2;>0, w; \/p ELZ(Q)

et telles que w; soit réguliére dans Q, on pourrait essayer d’utiliser Faedo-
Galerkin de la maniére usuelle, en prenant les w; comme « base spéciale » ;
mais alors w; n’est pas nul sur I' et ce procédé conduirait a la solution du probléme
(8.1), (8.3) avec une condition aux limites du type Neumann :

P=2 du
x;

(au lieu de la condition de Dirichlet (8.2)). |

ou
ox;

(8.22) Z

cos(n,x;) =0

8.4 Enoncé du Théoréme
Théoréme 8.1. — On suppose que
of 6f
8.23) [f, cVW5-eLAQ), @ =2 x]0, TL,
f(x,00=0,
ot Y est donné avec (8.18).

On suppose également que (*)

(8.24) Uy = 0.

(1) Pour un peu simplifier — ce n’est nullement essentiel. Cf. d’ailleurs Chapitre 2, n™ 1.
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1l existe alors une fonction u et une seule ayant les propriétés suivantes :

(8.25) ueL?(0,T; WyP(Q),
(8.26) u' e L*(Q),
(p—2)/2
(8.27) N (‘ Ou j—;‘) cL¥Q), Vij,
(p=2)/2
(8.28) JT - (! g)’: %) e L¥XQ), Vi,

et u satisfaisant a (8.1) (8.2) et (8.3) (avec u, = 0). |1

Plan de la démonstration :

(1) démonstration du Lemme 8.1 (n° 8.5),
(ii) résolution de (8.21) et estimations, puis passage a la limite (n™ 8.6),
(iii) démonstration de 'unicité (nr 8.7). ||

8.5 Démonstration du Lemme 8.1
On part de la suite de fonctions g, sur [0, T]telles que
d dgk) _
(8.29) { &t ((T Dgp) = Faes
2.0) = 0, g.(t) borné lorsque t - T,

les valeurs propres g, étant > 0 et les fonctions propres g, étant normalisées :
T
| aiyar=
0

Soit ensuite

&, m=1,2,..,une « base » de fonctions de W, "*(Q) ,
avec &, € D(Q) (par exemple) (il suffit que &, soit assez réguliére) .

(8.30)
On définit alors v,,, comme /a solution de

(831) _l/IAvkm+(A+uk)vkm=£ms vkm=0 sur I”‘
On verra que

Lemme 8.2. — Pour A > 0 assez grand, le probléme (8.31) admet une solution
unique réguliére dans Q.

Admettant provisoirement ce résultat, on note que

(8.32) B(v, ® &) = B(vkm(x) gk(t)) =(, ®g,
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de sorte que les B(v,,, ® g) forment une «base» de espace L?(0, T'; Wo'*(R)).
On pourra donc prendre, par indexation convenable,

(8.33) Wi = U ® 8k

ce qui démontre le Lemme 8. 1, sous réserve de la

Démonstration du Lemme 8 .2.

On va montrer plus précisément que, pour u assez grand, si f est donné dans
H§(R), il existe u unique vérifiant

(8.34) {“EH'G(Q), JUDuelQ), |a|=k+1,

— Y Au+ pu=f.

Pour démontrer (8.34) on utilise encore une fois la méthode de Faedo-
Galerkin, et encore avec une base spéciale. On introduit les fonctions propres :

(8.35) (- l)k Ak(Pi =X o, (P.'EH(’;(Q) .

On part de u,, € [¢y, ..., @], solution de

6u 0p; . du,, Oy
(8.36) Z ax ax’d x + Zj o ¢;dx + p(u,, 0) = (f, ¢))
I<j<m;

la solution u,, existe ; en effet, on déduit de (8.36) que

6u 2 i o ou, _ .
(8'37) Z X; dx+ﬂ|um' +.-;1 né;i axi Up —'(f’um)’
mais
" W 1 o, ( j ou,, |? )”2
u,,, dx | <¢c —=] dx U
X Jn ax J¥ Vo AP ox; [itn]

car < constante .

‘ \/_ 6x
Donc le premier membre de (8.37) est

SIK

um

02
dx+(u-—-§1—)|u,,,|2.
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On en déduit donc I’existence de u,, solution de (8.36) sil’on prend u > cf/2.
On va maintenant montrer que I’on peut choisir u assez grand pour avoir les
estimations supplémentaires :

(8.38) | % |1k < constante,

(8.39) j Y(D**' u,)? dx < constante ,
2

ou I'on dénote par D" u une dérivation quelconque d’ordre r. Naturellement
(8.38) et (8.39) entrainent le résultat.

Grace a (8.35) on peut remplacer dans (8.36) ¢; par (— 1)* A*g; et 'on en
déduit que

(8.40) (_ ¥ Au, (— l)k Akum) +ullu, ”?lk(n) <if [ irsecay Nt iy -

Mais
X = (= ¥ Auy, (— 1)* Aru,,)

= — Y (DY Au,), D* u,)

= — (X DD Dun) — (DY) (Duy)), D* u,,)

= Z (D"(://Du,,,), D**lu) + Z (DYDY Du,), D* u,) M.
Posons :

Wt 112 = ¥ jn WD ) dx .

Alors

X = lllun [ + z(”—"’ D, Do) + 5 (019D, D) + Y

J
Yl <cllu, “Hk(n) [t ”Hk-l(n) .
Mais comme an/\/E € L®(£2), on en déduit
X 2Nt 11* = ex ll th NI th Wiy = €3 11 e gy = 311 00 1117 =

-3 Z+e)llu, ”%1"(9) .

(1) Noter que — (D**1(yDum), D* um) = (D*yDum), D¥*1 um) car D¥(yDum) = O sur I’
car y = Osur I, 0y/on = Osur I"et um € H5(2) N H*+2(Q) .
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Alors (8.40) donne
2
I u H° + (= ‘l‘cz —c3) il uy ”Hk(n) ff ”nk(n) Iy, ”Hk(m s

d’ou résultent (8.38) et (8.39).

8.6 Démonstration de I’existence dans le Théoréme 8.1

8.6.1 Existence d’une « solution approchée ».

On va d’abord démontrer qu’il existe u,, vérifiant (8.21).
Par utilisation du Lemme 4.3, I'existence de u,, résulte de l’inégalité fonda-
mentale :

| D, u,, |” dx dt

||M=

(8.41

3],
f-f -0(5 (s(52))) aver
¢ 5 v (p(5) aeen

¢ > 0, f(A) définien (8.17).
En effet, comme on le vérifie sans peine, on a, sous les hypothéses faites sur f;

[ (T T

g J. (up + A(u,,), Bu,,)dt > ¢ J | ul, |* de +
0 0

i

T T n au 2 1/2
(8.42) f (f, Bu,,) dt c*(I lu:,,lzdt+J (Z . )dxdt) ,
0 0 o \iS1 | 0x;
de sorte que I'on a, en particulier,
T
I (u:,l + A(u,) — f, Bum) dt >0
0
T n
pour (J' lup1*dt + Y | | Dyu,l? dx dt) assez grand .
0 i=170Q

8.6.2 Démonstration de (8.41).

Ona:

T
(8.43) J (u:,, + A(u,,), Bum) dt =J; + - + Jg,
]
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avec
P (T
[:(um, — ¥ Au,)dt,

=lj:(um,u ),
(T
j: (A(u,), — ¥ Au,)dt,
Jo = zj:(A(um), ) dt.
Ona:
(8.44)

T T
Jy = Jo | Un(t) |2 dr — jo (T - . 1) d l () l2 %j Ium(t)lz di.
Ensuite :

n T n T
Jy=3 j J YD, u,, Dyu, dxdt + Y J j D, y(D, u,,) u,, dx dt
i=1 0 i=1JoJa

[}

j: jn% g; ('/’ ‘Z:; (D; um)z)dx dr + i joﬂjn D, y(D; u,) u’, dx dt

et donc
T ) 1/2 n 1/2
J, = - c(j | () |? dt) (j Y (Dyu,)* dx dt)
V] Qi=1

donc (les ¢ désignant des constantes diverses)

T
(8.45) Jzz—ﬂ |u:,,|2dt-cj Z(D u,) dxdt.
0 i=1

Ensuite

(8.46) Js

A\
o
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et
T ]
L=[a-y (— (A, )i )
o ot
" aa ou,, P’zau)azm
‘,Z;j T=9% % (6x, ax,) 3x 00 x4
d’ou
4p—-1) & J (a ( ou,, |Pm 22 au,,))2
8.47) J,=_—2_ " T - | =(|== —m)| dxdr.
( ) ¢ p? .'; Q( ) at \| 0x; 0x; *

Estimons maintenant Js. On a (*)

T
Js= ) L (A(u,), — DyD;u,) + Dy yD;u,)dt

202

Elom

+ Z j A(u,,) (D; ) (D; u,) dx dt ,

ou,,
3x

p—2 El
a%:) DD, u,) dx dt +

d’ou
i ou,, |*7* %u,,
_"]zl(p—l)JQlII 5;7 aXia dx dt +
L5 e
+ Dju,dxdr
l.;zl Q \/l// 0x; 0x;
+ Z j A(u,,
i=1
d’ou

10 3 [l ) e

i

"Ci,,ix jQ\/Eé%< (‘;’;)) D;u, dxdt,

(1) Noter ici I'analogie avec le calcul du 8.1, Estimations (II).
(2) Noter ici I'analogie avec le calcul du 8.2, Estimations (IIT).
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d’ou
n Fl aum 2 n 2
(8.48) Js=c Y v Bl== dxdt—c| Y (Dju,)*dxde.
LiE o \0x; \TAOx; 0/=1
Enfin
n 14
(8.49) Js=1Y j G |” 4 dt .
i=1 79| 0X;

Donc de (8.44) ... (8.49) résulte, avec (8.43), que

T

—
(s}

(U + A(u,), Bu,,) dt

(8.50) {+2 Z j
Q

i=1

j|u(t)|dz+

i [ of§ )

ou,, |°

0x;

n

0 ou i ou, |?
+ I (—( (—"’))) dx dt — I —| dxdt.
Ve X ) v PlE xdt—c 3 | 1o | &
Or
J’ Qu_ dx dt < U dx dt
ol ox; S¢ ax,

et (8.50) donne alors le résultat (8.41) si I’on choisit
A>cee.
8.6.3 Estimations sur u,,. Passage a la limite

On déduit de (8.41) que, lorsque m — oo

\ p (resp. u,) demeure dans un borné de  L(0, T; W, 2(£2))
8.51)
( (resp. de I*(Q)),

(5.52) NG —( (6u )) N 3x; ( (gu ))demeurent Vi, j,

dans un borné de I2(Q) .

Il résulte de ce que u,, demeure dans un borné de L?(0, T ; Wy'"(R2)) que
ou,, |P7? [ »
(8.53) F Ix demeure dans un borné de L7(Q) .

i

Soit O un ouvert quelconque tel que @ = Q ; il résulte de (8.52) que, Ve > 0,

(8.54) ﬁ(g—i’ﬂ) demeure dans un borné de  H'(0 x]0, T — ¢[)
i
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Comme l'injection de
HY (0 x10, T — ¢[) » L*(0 x]0, T — &)

est compacte, on voit que I’on peut extraire de u,, une suite u,, telle que :

(5.5 [u,, —u dans I(0, T; Wy'"(Q)) faible ,
’ u, > u' dans [*(Q) faible,

(8.56) ( ) converge p. p.dans  Q ('),

(8.57) NG % (/3( ))-—» x; dans I*(Q) faible,
— 0 6u,,, o 2 .

(8.58) Jv 3 (ﬁ(ax‘-)) 0;; dans L*(Q) faible,

p—2
(8.59) ‘;‘; % ¢ dans [P (Q)faible.
i i

Mais comme A — f(A) est monotone, il résulte de (8.56) que du,,/0x; converge
p. p. Alors, d’apres le Lemme 1.3, on a

== 5 (o()
‘/'/’ax ( (614))’ b=

Alors A(u,,) — A(u) dans L7 (0, T; W~ 17(Q)) et donc (8.21) donne :

p=2 3_u
ox;

ou
0x;

T T
(8.60) J’o (u' + A@), Bw;)dt = Jl) (f,Bw), Vj.

Comme { Bw; } est une « base» de L?(0, T'; Wo'"(€2)), on déduit de (8.60)
que u satisfait a (8.1).
Cela démontre I’existence dans le Théoréme 8. 1.

8.7 Démonstration de Punicité dans le Théoréme 8.1

Il'y a relativement a I'unicité un résultat plus fort que celui énoncé dans le
Théoréme 8.1 (?) : il y a au plus une solution de (8.1) vérifiant la seule condi-
tion (8.15).

(1) Puisquc dans (8.54) (@ et & sont quelconques (procédé diagonal).
(2) On verra au Chapitre 2 des énoncés plus systématiques dans ce sens.
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En effet, si u vérifie (8.1) et (8.25), alors
(8.61) W =f— AW eL”(0, T; W™ ()
d’oli résulte :
ue L*(0, T; L*(Q))

(et méme : ¢ — u(z) est continue de [0, T] — LZ(Q)).
Soient alors u et us deux solutions ;siw = u — us,0na:

(8.62) w4+ A@w) — Au*) =0.
Mais comme on le vérifie sans peine
(8.63) (A(w) — A@),u —v) =20 (V)
et donc (8.62) donne
1d
5qlvoF <o
douw = 0. |
Remarque 8.6 Cas stationnaire.

On peut étudier, par le méme genre de méthode (cf. 1. M. Visik [2]), les
problémes stationnaires pour I'opérateur 4. On verra au Chapitre 2 comment
on peut utiliser la monotonie de 4. i

9. PROBLEMES DE TRANSMISSION ET PROBLEMES COUPLES

9.1.1 Un probléme de transmission parabolique-hyperbolique

Des problémes du type de celui considéré ci-aprés interviennent en Biologie ;
cf. H. CoHEN et S. I. RuBiNOow [1].
On considére deux ouverts 2,, 2, de R", bornés, comme indiqués Figure 1.

)
Q2

FiG. 1.

(1) Cest la propriété de monotonie de I'opérateur 4 dont un usage systématique sera fait
au Chapitre 2.
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La normale n (*) 3 T'y est orientée vers l'extérieur [de Q, (donc lintérieur
de Q,).
On cherche des vecteurs :

u = {uy, ..., u, } défini dans Q; x10, T[= Q,,
w = {wy,..,w, } défini dans 2, x]10, T[= Q,,

et la fonction scalaire p, satisfaisant aux équations suivantes :

9.1 %l?l—vAu+ZuiDiu=j—gradp dans Q,,
i=1
9.2 divu =0 dans Q,,
2
(9.3) T _Aw=g dans Q,,
or*

avec les conditions de transmission sur I'y x 10, T[= Z:

9.4) u=6_w sur X,

©.5) Sv%l:f—pcosn.-—%(.;uicosni)xui:% sur X,

ainsi que les conditions sur X, = I'; x]0, T7[:
9.6) w=20 sur X,

et les conditions initiales :

©.7) { u(0) = u, sur Q,,

w(0) = wo, Ww(0) =w; sur Q.|

Transformation de la formulation du probléme.
On introduit

9.8) ¢ =w.
Alors (9.3) devient :

t
9.9) <D'—A(j <Dda)=g+Awo.
0

(1) Que I'on ne saurait confondre avec la dimension.
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On introduit ensuite les notations suivantes :

(9‘10) (,f’g).ﬂ‘= Q fgdx’ i = 192)
_ * 5uk 6vk _
6.11) ag(u,v) = Mzﬂ o 3%, 5%, dx, 1=12,
(9.12) bo,(u, v, w) = ¥ J. u(D;v;) w; dx ,
iLhj=1 v 2
9.13) Vi={v|veH Q) dive =0},
9.14) V,={v|ve(H(Q)),v=0sur I, }.

On va alors vérifier que I’on peut formuler le probléme posé sous la forme
suivante :

Probléme 9.1.

On cherche u, @, avec

(9.15) ue L*0, T; Vy) n L2(0, T; (LA(R2)"),
(9.16) ®e L0, T, (IX(Q))"), j; @ doe L°0,T;V,),

[ (W, 0)q, + (P, @), + vag,(u,v) + ag (P, ) + bg,(u, u, v)
9.17) —%Lil -[r. uju;v;cosndly =

= (.ll: v)ﬂl + (gs (P)ﬂz + a!);(WOs (0) s VU € v, @ € V2 ’

avec

(9.18) v=¢sur I'y,
et avec

9.19) u(0) = u,,
(9.20) ®0) = w,

et

(9.21) u= ¢ sur 2. |

Vérifions par exemple que si {u, @} est solution du Probleme 9.1, alors

t

{u,w},w=J0¢(a)da+wo,

vérifient (dans un sens faible) les conditions (9.1) ... (9.7).
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Tout d’abord prenant dans (9.17) v & support compact dans 2, et ¢ =0
(puis v = 0 et ¢ a support compact dans £,) on trouve que v et ¢ satisfont
a(9.1)et(9.9).
Le point essentiel est alors de vérifier que (9.5) a lieu.
Si ’on multiplie (9.1) par v et (9.9) par o, il vient (*)

t
(u,’ v)ﬂl + vaﬂx(u’ v) + bﬂl(u’ u, U) + ((p'a (P)n, + aﬂ; (j @ da’ (P) +
/]

du 0 "" )) _
+J.rl(—v%+pn+-a;(o¢da vdly =
0w

= (f, V)q, + (& @a, + an,(Wo, ®) — J. ‘gn—(l’ dr,
Iy

et tenant compte de (9.17), il vient
9.22)

e g ([ edr o) w35, wewsn) o
j‘n[ V5E+pn+—%(j’o¢da+wo +§_- j=1ujcosn, ujvdlr, =0.

Commedivv = 0,ona:

(9.23) j vondl, =0
ry .

et réciproquement, si v, € (HY*(I',))" avec (9.23), il existe ve V; avec v = v,
sur Iy (cf. Remarque 7.5). Donc (9.22) équivaut a

du o (" 1{<
©.24) —-va—n+pn+5;(j0¢>da+wo)+E(jglujcosnj)u—ln

AeR,

et changeant p en p — A (ce qui est loisible), on trouve la condition (9.5)
t
(car j D(6) do + wy = w). |
0
On va donner maintenant I’essentiel de la démonstration du

Théoréme 9.1. — Il existe { u, P } solution du Probléme 9.1.
Démonstration.

1) On applique la méthode de Faedo-Galerkin, comme au nT™ 6, avec une
« base spéciale », comme au nr 6.3.

(1) Tenant compte de ce que v= ¢ sur I'y .
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On définit
9.25) W,={w]| we(H}Q)", =0, UQ,, divw =0 sur Q };

on désigne par (u, v), le produit scalaire dans W, ; on choisit alors (comme
en (6.43)) s = n/2 et on désigne par w; les fonctions propres :

(9.26) (w;, Vw, = Aj(w;, v)=,ljj w;vdx, Vve W,.
2

On applique alors Faedo-Galerkin a (9.17), avec la « base »
9.27) {v@;},v;=w;sur Q,@; =w; sur Q,.
Soit { u,,, ®,, } la solution « approchée » d’ordre m correspondante.
2) On note que
bm(u,u,u)—% y uyuju;cosn;dry =0,

ij=1
de sorte que ’on vérifie sans peine que
u,, demeure dans un borné de (0, T'; V;) n L*(0, T'; (L*(2,))"),
@,, demeure dans un borné de L*(0, T; (I*(2,))") ,

(9.28)
!

( J &®,, do demeure dans un borné de L*(0, T ; V) .

< Jo

3) On vérifie enfin, comme au n™ 6.4, que
(9.29) { u,,, @,, } demeure dans un borné de L*(0, T ; W)

4) On utilise alors le Théoréme de compacité 5.1 dans les conditions sui-
vantes : on 'applique 2 la suite { u,,, @,, }, dans I’espace

L*0,T; V, x (L¥(2,))"), donc p, =2,

By =V, x (L*(2,))", dont on estime la dérivée en ¢ avec (9.29), donc :
P, = 2, B, = W ; on choisit ensuite (})
. 1—¢ n nd n
(930) B = (Hdiv (Ql)) X (H (QZ)) >
0<e<i.

On sait (cf. LioNs-MAGENES [1], Théoréme 16.1, Chap. 1) que Iinjection de
HY(R,) » H'™*(Q,) est compacte, et de méme P'injection de L*(Q,) - H ™ %(R2,)
est compacte. Donc on peut appliquer le Théoréme 5. 1.

On peut donc extraire u, telle que

(9.31) u, - u dans L*(0, T; (H'~%(Qy))") fort (*).

™ (Hdli:z(gl))" ={v|veH"(Qu)" divv=0}.
(2) Le méme raisonnement est évidemment possible dans le cadre du n™ 6 mais est alors

inutile.
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Alors, puisque ¢ < 4, application

v - |,
est continue de H!%(Q,) » L*(I",) (*) et donc
(9.32) u,lr, = ulp, dans L2(0, T'; IX(I'y)) fort.

On peut grace A (9.31) (resp. (9.32)) passer & la limite dans les termes

bo,(ty, Uy, v}) (resp. Y Jr U, U,; 0; COS M, dl"l)

et on obtient ainsi I'existence d’une solution { u, @ } du Probléme. ||
Le probléme de Iunicité de la solution est ouvert, sauf danslecasn = 2:

Théoréme 9.2. — Si "on suppose n = 2, le Probléme 9.1 admet une solution
unique.

Démonstration.

Soient { u, @ } et { u,, P, } deux solutions.

On pose :
X=U— Uy, VY=9¢-9¢,,
1 n
(9.33) yu,v,w) =35 Y J uyv;wycos nydry .
2i,j=l I ’
Ona:

1
', V)a, + (¥, @)a, + vag (x. v) + ag, (I ¥ do, w) +
0

9.34
-39) + bo (it 7, 0) + bay(t 1 0) — oy 10 ) —

=y, % v) = Y06 u, 0) + ¥, -v) =0,

etcelaVoe V| x V,,v = ¢ sur I';.

A cause des termes « hyperboliques », on ne peut prendre ¢ = ¥(¢) dans
(9.34) et comme il faut que v = ¢ sur I'y, on doit utiliser une méthode techni-
quement plus compliquée.

Soit s € ]0, 7] ; on introduit :

0,,(t) = fonction continue dans [0, T], linéaire par morceaux ,

039 | 2 | |
0,)=1sit<s——, 0,()=0sit>s——,
m m

p, suite régularisante de fonctions € 2(R,) , p,(t) = p,(— 1),
(9.36) 11 +o
p, & support dans [— ;,—'J, J p()dt=1.

(1) En fait de H!=5(Q,) > HY™ ().
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On introduit, pour n > 2 m,

v() = (O X) * P * Py) Om »

(9.37) (1) = (0 ) % Pu * 1) O »

(o0 * désigne le produit de convolution en ¢ et o on a implicitement prolongé
x et ¥ par 0 hors de [0, T7).

Puisque y = ¥ sur X,, on a également v(t) = ¢(¢) sur X, et on peut alors
prendre v = v(t), ¢ = ¢(¢) dans (9.34), et intégrer de 0 & 7. Il vient :
(9.38) Com + dum + Cam + fam + Zam + Gam + Gam = 0

ou

T
Com = j (XI’ (0m X) * Py * pn)m 9", dt >

N ©

.
i
I

J’ (Y’, 6, ¥)*p, * p”)n2 8, dt,

[}

T
enm =V I aﬂ,(17 (On X) * pn * pn) 0’" dt >
0

b
3
I

T T
J ag, (j ¥da, (0, V) * p, * p") 0,dt,
0 0
T T
Bom = J ba,(u, % (0, 1) * pu* p,) 0, dt — j V(s %, (O %) * s * Ps) 0, dt,
0 0
T T
£ = | bt 0 % pu ) 6t = [ 3t (00 % pu ) 0 1,
o
T T
Gom = L ba, (x> X O X) * Py * py) 0, dt — JO Y06 1 O 1) * o * p,) 0, dt.

On va faire tendre n vers I'infini. On note que

T
Cam = J ((Om X)’ - o:n X (Om X)*/’,, *,0,,)9, dt

o
T

T
[ (@ # e O 901 = [ 020 00 % % e
o

Il

T
= - J 0ri(xs O ) * P * Py)a, dt
o
et donc

T
(9.39) Com = Cpy = —[ O On | x |5, dt lorsque n — oo .
0
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De méme

T
9.40) d,—d, = —I 0, 0, | ¥ 13, dt.
0
Il est évident que
T
9.41) Cym = € = V J 62 ag,(x, ¥) dt .
0
Pour calculer f,,,, posons :
t
J‘ ¥do = F(1);
()

alors

T
S = | a0, F, @, F) e pyep)
)

T T
| an(@ e ps @ F) o) di = [ a0, F 0P w0 e )
1] o
T
= [ an(0n F, OB ey p)
(V]
d’olt
T
©0.4) S b= = [ 0,0 anF Y.
V]

Reste a considérer les expressions g,‘;m. Admettons un instant le

Lemme 9.1. — Sive H'(Q) (2 < R?), ' = frontiérede Q,ona:

v |re L3I
et
(9.43) I olr esry < C 1o iy 1l v 1120y -

Il en résulte :

si ve (0, T; H(Q)) n L°(0, T; L}(Q)), alors
vlre (0, T; LX(IN)) .

(9.44)
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Conséquence : u, y € L3(0, T'; L3(I'y)) et par conséquent on peut faire tendre
n vers infini dans gt :

T

Bom = jo [ba,(u, %o ) = Y(u, 1, )] 0%dt = 0,
T

gh = jo [ba,G6 4, x) — v(x u, x)] 0% dt = gZ,

T
8am — j (ba, Gt % ) — vt 1 V] 07 dt = 0.
0
On en déduit, avec (9.39) ... (9.42) et (9.39) que

(9.45) cp+d, +e, +f,+g2=0.

On fait maintenant m — 0. On note que, d’aprés un théoréme de Lebesgue,
T 1
- J 0, 0,1 x |3, dt - 5 | x(s) |3, pour presque tout s.
V]
On obtient donc :

%(| x) |3, + 1 E(s) |5, + ag,(F(s), F(s))) + vj ag, (x> 1) dt +
(9.46) s 0
+ L [ba, (> u, X) = ¥(x> 4, x)]dt =0, p.p.ens.

Pour simplifier I’écriture, désignons par |f| la norme dans (L*(2,))" et
[| £1| 1a norme dans ¥, ; on note que ag, (£, f) = || f11*> = | f|*; on déduit donc
de (9.46) que

|)((s)|2 + 2VJ‘ ”x(t)“zdt<2vj |x(t),2dt+
0 0
9.47)
+ jo [bQ,(X5 u, X) - ‘)’(X, u, X)] dr | .
Mais (cf. n7° 6.2):
| bn.(X, u, ) . = | bn,(X, X “)I <cllx ||3/2 [x]1lu ||(u(n.))2

9.48) {

2 2 4
SV x1®+ el x P 1 ullizany
et d’aprés le Lemme 9.1, 0ona:

9.49) { [v06 w0 ] < es 112 1 PP gy <

2 3
Syl x I + eal 2 11w 3Lserye -
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Portant (9.48) (9.49) dans (9.47) il vient :

[ x> +2v L || 2@ ||* dr < 2vjo || x| dr + jo M) | x(9)|*'de,
ou
(9.50) M(t) = 2v + ¢ || u(® ||¢zaane + ca || 4@ [esrine »
donc M(t)e L}(0, T)et

10 [P < | M@0 F dr, popes
1]

d’ou y =0.
Mais alors (9.46) donne ¥ = 0.
On a donc démontré le Théoréme sous réserve de la

Démonstration du Lemme 9.1.

L’application v — v|, envoie H¥3(Q) - HY*3~VXI) = HYS(I) (cf.
LioNs-MAGENEs, Chap. 1) et d’aprés J. Peetre [1], HYS(I') < L¥I') (I'
étant de dimension 1) ; onadonc:

I vl ||L3(r) <clv ||H2/=(n) <Gl ||§1/13(n) Il v ||}./2?n) N |

Remarque 9.1.

Les conditions (9.5) font apparaitre des non-linéarités dans les conditions
aux limites. Les remarques fondamentales pour le traitement de tels problémes
sont du type des suivantes :

(i) ’application « trace » v — v|, est COMPACTE de
H(Q,) » L*(') si 0 > %;

(ii) on a des estimations sur la trace du type de (9.43). |

9.2 Equations couplées

Donnons briévement deux exemples d’équations couplées.

Exemple 9.1 (cf. P. S. CHERNYAKOV [1]).

On cherche le vecteur u et les fonctions scalaires p et w, vérifiant

9.51) %l:——vAu+ZuiDiu+§w=f—gradp,
i=1

(9.52) divu=0,

(9.53) o _ Aw + u.gradw =0,

ot



130 METHODES DE COMPACITE [cHAP. 1]

avec des conditions aux limites :

(9.54) u=0, w= sur X

et les conditions initiales

(9.55) u(0) = uy, w(0) =w, donnés,

ou dans (9.51) £ est un vecteur donné de R".
Les méthodes utilisées au n™ 6 pour les équations de Navier-Stokes s’adap-
tent sans peine ; on notera en effet que

I (u.grad w) wdx = -1 I (divu) wrdx =0.
2 2 2

On obtient ainsi existence d’une solution { u, w },
ue L*(0, T; V) (V défini comme au n™ 6), ue L*(0, T; (L*(RQ))"),
we L0, T'; Ho(2)) n L2(0, T'; L)) .
On peut démontrer Punicité lorsque n = 2. ||

L’exemple précédent correspond a un couplage « parabolique-parabolique »,
et il ne s’agit alors que d’une variante immédiate des équations de Navier-
Stokes. Voici un exemple correspondant a un couplage « parabolique-hyper-
bolique (1).

Exemple 9.2.

On cherche le vecteur u et les fonctions p et w, vérifiant

(9.56) %—vAu+ZuiDiu+éw=f—gradp,
i=1
(9.57) divu=0,
2
(9.58) %?—Aw+|w|”w+u.grad%y=g *,
t t

avec les conditions aux limites (9.54) et les conditions initiales
(9.59) u) = uy, w0) =wy, w(0) = w,

Noter — on a fait ce qu’il fallait pour ¢ga ! — qu’en multipliant (9.58) par w’,
le terme

j (u.grad w)w dx = — % j (divw) W) dx =0.
) )

(1) Nous ignorons si I’exemple ci-aprés correspond & une situation physique.
(2) On peut naturellement multiplier les exemples en « couplant convenablement » deux &
deux les situations étudiées dans les nrs précédents...
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Combinant les méthodes des n™ 1 et 6 on montre lexistence d’une solu-
tion { u, w } (et p € 2'(Q)) qui vérifie

9.60) ue (0, T; V)~ L°(0, T; (IZ(Q)"),
(9.61) we L*(0,T; Hy(Q), weL”(0,T;Q),
(9.62) we L0, T; *3(Q)).

On peut aussi montrer lunicité lorsque n = 2 (p quelconque). |

10. EQUATION NON LINEAIRE DU TYPE SCHREDINGER

10.1 Position du probléme

On prend dans ce n™ des fonctions a valeurs complexes.
On cherche u solution de

(10.1) U —iAu+ |ulPu=yf dansQ,

p>0donné, i = \/— 1, f donnée dans Q, avec les conditions aux limites
et initiales :

(10.2) u=0 sur z,
(10.3) u(x,0) = ug(x), xeQ.

On va montrer bri¢vement comment les méthodes du n™ 1 s’adaptent 2 cette
situation. ||

10.2 Théoréme d’existence et unicité

On va montrer le

Théoréme 10.1. — On suppose que

(10.4) fe’(0,T; HY(Q), f eI}Q),
(10.5) ug € Hy(Q) n L2**1)Q).

Alors il existe une fonction u et une seule, vérifiant (10.1) (10.3).
(10.6) ue L*(0,T; Hy(Q)nIX(Q), p=p+2
(10.7) u' e L°(0, T; [(Q)).

Démonstration.

1) On choisit une « base spéciale » dans la méthode de Faedo-Galerkin: on
prend les fonctions propres

(10.8) —Aw; = A;wy, j=1,.,w;e Hy(Q).
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La solution « approchée » u,, est donc solution de

(Uun(®), ;) + ia(uy(2), w;) + (| un(®) |? (), w;) =

(10.9)
=(f(,w;), 1<j<m
ou
- 3o oy
ato. ) = 3. j % %ax,
G = faax,
2
avec

(10.10) 1, (0) = ug,, € (Wi, oo Wil » Uom = Uy dans HYQ) n L2PT1Y(Q) .

2) Multipliant (10.9) par —g—,,_,,m (si u,(1) = ix gim(t) wj) et sommant en j,
i=
il vient
(10.11)  (up(0), u(®D) + 1a(U(D), () + (| (1) |° 2, (D), (1)) = (f (1), u,(1))
d’ol en prenant la partie réelle des deux membres de (10.11) :

1d

(10.12) 3 3 | un(t) | + jﬂ[ (1) [P dx = (f(1), u,(1))

(oix [ f? = L | f(x) |2dx).

On en déduit que :
(10.13)  u,, demeure dans un ensemble borné de L*(0, T'; L*(Q2)) et de L7(Q).

3) Gréce 4 (10.8) on peut remplacer dans (10.9) w; par Aw;, et donc écrire
(10.9) sous la forme

(10.14)  a(un(n), w;) + i(Au, (1), Aw;) + (| un(0) [P u(0), — Aw;) = a(f (1), w;)

(car fsatisfait a (10.4)).
On déduit de (10.14) que

a(up(t), un(D)) + 1| An(O) |2 + (| () 1° un(t), — Au,(0)) =

(10.15)
= a(f (1), uu(0) .
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Pour utiliser (10.15) calculons (Re = « partie réelle ») :
2Re(Jv]fv, — Av) =
—2Rez J (lvl”v)——dx

ov

dx+2ReZ j Elop™
i=1 Q2
i
X (”a_x,) (vv)dx

2 n _
dx +p Y J‘ Ivl”'z(—a—(vv)) dx
i=1 Ja 0x;

-2y

i

=25 | 1or
i=1 2
et donc, en particulier (')

(10.16) Re (| (1) 1° n(1), — Au(1)) = 0

et donc prenant la partie réelle de (10.15) il vient

3 g; a(u(1), un()) < Re a(f (1), u,(2)

d’oti 'on déduit que
(10.17) u,, demeure dans un borné de L*(0, T ; Hy(Q)) .
4) Reste a obtenir une estimation sur uy,.

On vérifie d’abord que | un(0) | constante (2).

Puis on dérive (10.9) en 7. Par le méme genre de calcul que pour établir
(10.16) on vérifie que

(10.18) Re (5 1 4a) P s 0). ) > 0

d’ol I'on déduit que
(10.19) u,, demeure dans un borné de L°(0, T; *(R2)) .

5) On passe alors a la limite sans difficulté, avec les méthodes des n™s précé-
dents.

6) L’unicité est immédiate : il suffit de noter que

(10.20) Re(lulfu—|vlPv,u—v)>0 Vu,vel?Q). |

(}) On pourrait ici obtenir des estimations supplémentaires.
(2) On utilise ici I’hypothése « uo € L2(P+D() 5.
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11. EQUATIONS NON LINEAIRES SUR DES VARIETES SANS
OU AVEC BORD

11.1 Position des problémes

Soit toujours un ouvert Q de R”, borné, de frontiére I' et
Q=0x10,T[,Z=Tx10,T][.

Probléme 11.1.

On cherche une fonction w = w(x, t) définie dans Q, et vérifiant

0? o2
11.1 Aw =0 (A=——+~--+—) ') dans Q.
(1L.1) o2 ox @) (0]
avec
ow Ow R
(11.2) a—t+a—n+|w|w—fsur2,

(ol p > 0 donné, f donné sur X, §/0n = dérivée normale a I' dirigée vers I'exté-
rieur de Q), et avec la condition initiale :

(11.3) w(x, 0) = wo(x),xel. |
Remarque 11.1.

I n’intervient de dérivation en  que dans (11.2). i

Remarque 11.2.

On montrera dans la suite (n™ 11.2) comment le Probleme 11.1 se formule
en un probléme non linéaire d’évolution sur la variété I'. ||

Formulons deux problemes de méme type, mais cette fois « hyperboliques »
(le Probleéme 11.1 étant, comme on verra, parabolique) :

Probléme 11.2.

On cherche encore w satisfaisant & (11.1), avec cette fois

w  ow
(11.4) — + — + | w|"w=fsur X
o> on vl 4

et les conditions initiales :

(11.5) w(x, 0) = wy(x), %(x, 0)=w(x), xerl.l

(1) Il n’y a donc pas de dérivées en t dans 'opérateur différentiel.
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Probléme 11.3.
On cherche w satisfaisant a (11.1) avec

9w 6_w
ot on

P
a—w=fsur2,
ot

ow

(11.6) =

et les conditions (11.5).

11.2 Formulation sur la variété I’

11.2.1 Opérateur .
Pour ¢ € H/*(I') désignons par & la solution de
A® = 0 dans Q,

(11.7)
@ =¢ sur [;

135

® e H'(Q) et on peut (cf. LIONs-MAGENEs [1]) définir a®/on e H™V*(I);

on définit alors :
(11.8) Ao =, e L(H'*(); HYXD).

On désigne par (¢, Y), les intégrales et produits scalaires sur I'.
Ona:

pour 4 > 0 quelconque, il existe a > 0 tel que

(11.9) { R R 12
(o, o)r + Al @ lliary = 2l @ gy Yoe H (D).

En effet

J (—AP)Pdx =0 = — (.Mqo,qo),--{-J | grad @ |* dx
2 2

et donc

(0,00 + 410 llin = | 1gadofax+ 4] otars
2 r

2
Zo|® ”Hi(m = ol ?r ||f:'/2(r)~ |

11.2.2 Formulation sur T.

Si I’on pose dans I'un quelconque des Problémes du nre 11.1

(11.10) w(D)|r = u(?)
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alors g—: (1) = u(t) et donc le Probléme 11.1 devient le suivant :
on cherche une fonction u(z) telle que

(11.11) —g—l:+du+|u|”u=fsur2=1"x]0,T[,

(11.12) u(0) = w, donné sur I' .

De méme le Probléme 11.2 devient le suivant : on cherche une fonction u(t)
telle que

d*u

(11.13) a—2+.du+lu|"u=fsur2,
t

(11.14) u(0) = wy,w'(0) =w, sur I,

et le Probléme 11.3 devient le probléme analogue, avec (11.13) remplacée par :

du

ot

L

? Ou
at =/

2
(11.15) ‘;—’2‘ + u +
t

Remarque 11.3 1l s’agit maintenant de problémes sur la variété I', &/ étant
d’ailleurs un opérateur pseudo-différentiel sur I'. |

11.3 Résultats

On a d’abord les trois résultats suivants :

Théoréme 11.1. — On suppose f donnée dans L*(0, T ; H™"*(I')) et w, donné
dans L*(TI').

1l existe une fonction u et une seule telle que

(11.16) ue L*0, T; HYX(I)) n L=(0, T; L*(IN) n L***(2),

et vérifiant (11.11) (11.12).
Théoréme 11.2. — On suppose f donné dans L*(Z), wo € HY*(I'), w, € LX(I").
11 existe une fonction u telle que

(11.17) ue L*(0, T; HY*(I)) n L*(0, T; L**¥(I')),

(11.18) u' e L*(0, T; L ()

et vérifiant (11.13) (11.14).

Théoréme 11.3. — On suppose que
(11.19) feL¥0, T; HY*(I), f' e LX),
(11.20) wo € H\(I'),
(11.21) wy € HVX(I) n L¥* (),
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Alors il existe une fonction u et une seule solution de (11.15) avec (11.14) €

(11.22) ue L*(0, T; H'(I)),
(11.23) W e L0, T; HYX(I),
(11.24) W' e L(0, T; LXI)). I

Nous allons seulement donner I’essentiel de la Démonstration du Théorem
11.1. Une autre démonstration du Théoréme 11.1 résultera de I'usage de Iz
méthode de monotonie, étudiée au Chapitre 2 (on trouvera d’ailleurs au Chap. .
nro 4 une situation plus générale).

Démonstration du Théoréme 11.1.
1) On choisit d’abord s de fagon que
(11.25) HIMc LMD, p=p+2, et s=>4.

11 suffit de prendre s de fagon que % - n—i_l < 11; ets > 1.)
On choisit alors la base spéciale w; définie par

(11.26) (Wps Ousry = AfWy, Oy Yoe HY(T).
2) On définit la solution approchée u,, par

U, (1) € [Wiy voey Wnl

(11.27) { (n(®s wi)r + (L), w))r + (| 4O ° t(t), W) =
=(f®),w)r, 1 <j<m,
(11.28) u,(0) = wo,, € [wy, ..., w,,] = w, dans L¥(I'),

On en déduit aussitot I’existence de u,, dans [0, T] avec les estimations :

u,, € borné de [°(X),

(11.29) { u, € borné de LZ(O’ T; H1/2(1-)) ~ L“’(O, T;Lz(r)) .

3) On obtient maintenant une estimation sur u,, grice au fait que la base
{ w; } est « spéciale ». On désigne par P,, 'opérateur de projection de

LAT) = [Wys ey Wl
alors

(11.30) Up = = P, olu, — Pl up|°u,) + P,f,

P, est borné de H (') » H™%I'), donc de H™Y*(I') » H™*(I') et de
LP(I'y » H™%(I') (car on a (11.25)). Comme &u,, (resp. |u,|° u,) demeure
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dans un borné de L*(0, T; H ™ Y*(I")) (resp. L?(0, T'; L*(I'))), on déduit de
(11.30) que

(11.31) u,, demeure dans un borné de L”(0, T ; H™(I")).

On utilise alors le Théoréme 5.1 avec :

Po=2, Bo=H'YD),
H™(I), B=LYI)

pi=p, B
(Pinjection de H'*(I') - L*(I) est compacte).
On en déduit que 'on peut extraire une suite u, telle que
u, — u dans L?(Z) faible et dans L*(0, T; H'/*(I')) faible
etaussi L=(0, T'; L*(I')) weak star, et dans L*(Z) fort et p. p.
On passe alors a la limite par le procédé habituel.
4) L’unicité est immédiate. |
Remarque 11 .4.

On a un résultat de régularité en les « variables d’espace » sur I'.
Si fe L*(0, T; H'/*(Q)) dans le Probléme 11.1, alors la solution u vérifie

(11.32) ue L*(0, T; HY*(I)) n L*(0, T; H'(I).

On note pour cela que (pour des fonctions assez réguliéres) :
(11.33) (u, |ul?u) = 0.

En effet, en utilisant la définition de &/u, on introduit @ solution de

— AP =0, Q=u;

alors
" 0d 0
(-0, |01PD)=0=— (Lu,|ul’u) + ) — —(®°P)dx
=1 Ja 0x; 0x;
donc

S " ,(0P\?
(11.34) (u, | ul’u)r = (p + 1),; Ll(bl (a_x,) dx,

d’ou (11.33) en particulier.
SiI'on choisit alors dans (11.27) les w; de fagon que

(11.35) dwy = Ayw
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(ce qui est différent, en général, des w; définis par (11.26)), on obtient
(s Stt)p + || () |2y + (|t | s S 1) = (f, St1)
d’ol I’on déduit, grace a (11.33), que u,, demeure dans un borné de
L>(0, T; H'*(IN) n L*(0, T; H'(I)).

On n’a plus (en général) d’estimation sur ), (*), mais on peut passer 2 la
limite par la méthode de monotonie (Chap. 2). ||

Remargue 11.5.

Par le méme genre de méthode qu'au Théoréme 1.2 on montrera que si p
vérifie

(11.36) p <

1 .
T3 (p quelconque sin = 2),
il y a unicité de la solution dans le Théoréme 11.2 (%).

Le point essentiel pour la démonstration est le suivant : si v et v sont deux

solutionsetsiw =u — v, ® = (Jul’u — | v|°v) il‘]—_v’ ona:
| (Pw, W)y l < H w'(1) ”,_;(r) || w(t) ||,_.,‘(,-) “ D) ||ty
LI L “ ryr,. 1.
a2 2n-— p (A < L), ety

donc

, (dJW, W')r l <c ” W'(f) ”Lz“-) ” W(l) ”"1/1”-) X

([, 1urrer) " (], 1orrar) ]

et comme pr = 2 p(n — 1) < ¢, d’apreés (11.36), on en déduit que

[ (@w, W) | < c|| WO |eam || WO |l - T

11.4 Cas avec bord

Un opérateur « de méme nature » que 'opérateur défini en (11.8) est le
suivant :

n—1 1
(11.37) oAu = Z J’ ——1——ai(x,,...,x,-_,,rf,xﬁl,...,.\',,_,)df A

P R P AT

(') On peut obtenir une estimation sur une dérivée fractionnaire en t de um (comme au
n™ 6.5) si p n’est « pas trop grand ».

(2) Si(11.36) n’a pas lieu, le probléme de I'unicité dans le Théoréme 11.2 est ouvert.

(*) On prend n — 1 au lieu de n et I" au lieu de £2 pour préciser I'analogie avec les considé-
rations précédentes.

Lions. — Problémes aux lintites non linéaires 6
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(les intégrales sont les valeurs principales) pour u définie dans
r=]-1,1r"4

L’opérateur o est un opérateur elliptique d’ordre 1. On aura des résultats
analogues aux précédents, relatifs & I'’équation

g-l:+.du+lul"u=f, etc. ,

pourvu de remplacer H'/3(I') par Hoh (I (cf. Lions-MAGENES [1], Théo-
réme 11.7, Chap. 1). |

12. EQUATIONS D’EVOLUTION NON LINEAIRE DEGENEREES

12.1 Position du probléme (cf. aussi Chap. 2, nr 3).

On cherche une fonction u telle que

du Z 0 _, 0u
2. = -5y = P 2——)= .
(12.1) Fr i; ax‘('“' o f, xeQ, t>0

ou p est donné > 2, avec les conditions aux limites et initiales :
(12.2) u=0sur2,
(12.3) u(x,0) = up(x), xe Q.

Remarque 12.1.

Des problémes du type précédent interviennent dans de nombreuses appli-
cations : théorie de la chaleur, diffusion des gaz, etc. L’équation (12.1) dégé-
nere pour u = 0, d’ou la terminologie adoptée pour ce numéro. ||

Estimation a priori.

Si Pon multiplie les deux membres de (12.1) par u et qu'on intégre par
parties, on obtient

| a

(12.4) [u@) > + Mu@®)” = (/(), u(®)

L
2

a

t

ou I'on a posé

n 2 1/p
(12.5) M(v)=(._zl Jnlvl”—z(%) dx) .

La fonction v — M(v) n’est pas une norme, et par conséquent 'usage des
estimations a priori correspondant & (12.4) nécessite quelques développements,
dont le principal est une généralisation du Théoréme de compacité 5.1.
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Remarque 12.2.

Naturellement, on prend I'équation (12.1) comme « modéle ». La méthode
ci-aprés s’applique & de nombreuses autres situations. Nous renvoyons a
Dusinskn [1] [2].

12.2  Un résultat supplémentaire de compacité

Les données dans le Théoréme 5.1 sont :

(i) les espaces de Banach B, = B < By, 'injection B, — B étant compacte ;
(i) 'espace des v e LP(0, T; B,) tels que dv/dt e LP1(0, T ; B,).

Dans la situation présente, on remplace I'espace de Banach B, par un
ensemble S, muni d’une fonction v - M(v) de S — R4, avec

(12.6) S < Bc B, M(v) =2 0sur S, M(Av) = | 1| M(v),
(12.7)  Pensemble { v | ve S, M(v) < 1} est relativement compact dans B .

On considere ensuite I’ensemble & (qui « remplace » les ensembles bornés
de I'espace défini au (ii)) :

F={v i v localement sommable sur JO, T[ a valeurs dans By,
T
(12.8) J. M@@®)rdr < Cy,
0
v' e borné de L7'(0, T; By) } .

On a alors le résultat suivant (DUBINsKII [2]) :

Théoréme 12.1. — On suppose que (12.6) (12.7) ont lieu, et que dans F
défini en (12.8), on a:1 < p; < o0, i =0,1. Alors F < L0, T;B)et ¥
est relativement compact dans L?(0, T ; B).

Remarque 12.3.

Prenant S = B, et M(v) = || v ||p, le Théoréme 12.1 redonne le Théoréme
5.1. 11 nous a paru utile de séparer les deux résultats ; on notera d’ailleurs que
la méthode suivie dans ce numéro est sur un point différente de celle du nre 5,

Démonstration du Théoréme 12.1.

Admettons un instant le Lemme suivant (variante du Lemme 5.1):

Lemme 12.1.

Sous 'hypothése (12.7), Vn > 0, il existe c, telle que
(12.9) lu — vl < n[M@) + M()] + C,llu —v]|ls,, Yu, veS.

Soit alors une suite u, de &#. On veut montrer que 1’on peut en extraire une
suite de Cauchy dans LPo(0, T'; B). Grace a (12.9) il suffit de montrer que
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I’on peut en extraire une suite de Cauchy dans L?o(0, T'; B,). En effet, on
déduit de (12.9) que Vn il existe ¢, telle que

T T
JHuﬁAo~umMmdt<nLﬂMm”4mm+A«meﬂM+
0

T
ey | a0 w501,
0
d’ot le résultat.
On va en fait démontrer davantage, a savoir :

(12.10) on peut extraire une suite u, telle que u, — u dans C°([0, T1; B,).

En effet :

1) pour presque tout ¢ (disons pour t ¢ Z, mesure (Z) = 0), on peut extraire
une sous-suite (dépendant de t) telle que

(12.11) M@ (1) < K, < o
(par I’absurde ; sinon il existe un ensemble £ de mesure > 0 tel que
M(u, (D)) — o0 VieE

et alors
T
J M(u () dt = j M(u, (1)) dt >
0 E

ce qui contredit (12.8));

2) d’apres (12.7) et (12.11) (et 'homogénéité de M(v)) on peut donc pour
chaque t ¢ Z extraire une sous-suite (dépendant de ¢) telle que

(12.12) u,(t) = u(t) dans B, fort ;

3) soit {1, 1, ...} une suite dense dans [0, 7], ;¢ Z; d'aprées (12.12)
et le procédé diagonal, on peut extraire une suite u, telle que

(12.13) u,(t;) — u(1,) dans B, fort, Vi;
4) mais Vre [0, T] :

<

H u,(t) — u, (1) HB, = ’ J.iu;(a) do

By
, t , tp
<t =1 U llu;,(o)llg;da) <clt -]
t /

ce qui joint & (12.13) et a la densité de la suite f; montre que u, converge
uniformément dans B, sur [0, T], d’ou le résultat (12.10).
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On a donc démontré le Théoréme, sous réserve de la

Vérification du Lemme 12.1.

Le raisonnement est analogue a celui du Lemme S5.1. Si (12.9) n’est pas
vrai, il existe n, et deux suites u, v, € S telles que

” “n - vn ”B > WO[M(“n) + M(U,,)] +n ” U, — vn ”B, .
Introduisons :

~ u, ~ Un
O M@y + M@y T Ms,) + Mo

Alors
(12.14) ity =y llg = no + n |l i, — 0, lg,
(12.15) M@)<1, M@)<I

D’aprés (12.15) et 'hypothése (12.7), on peut extraire deux suites i, D,
telles que
(12.16) i, > u, v, v dans B fort.

Mais (12.14) donne

~ ~ (4
lu, — v, lls, < m

et donc u = v. Donc #, — , — 0 dans B fort, ce qui contredit (12.14). ||

Exemple d’application du Théoréme 12.1.
Pour appliquer le Théoréme 12.1 on utilisera la

Proposition 12.1. — Soit

(12.17) S={v]||v|"??veHyQ)}

et soit M(v) donné par (12.5). Alors (12.7) a lieu avec

(12.18) B=1L2) (M.
Démonstration.

Notons tout d’abord que

(12.19) M(v)=(:2)l/ (Z": J. (a\( |"'“”’zu))2dx)”p.

Posons : f(v) = | v [P"2"2 p, Si v, est une suite de S, B(v,) demeure dans

(1) Ce que I'on peut d’ailleurs améliorer ; cf. la Démonstration.
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un borné de Hy(R) donc de LY(RQ), ‘1] = % - ’—11 (ou ¢ fini quelconque si n = 2),

donc v, demeure dans un borné de LP¥%(Q) et comme [Iinjection de
Hé(Q) — L*(Q) est compacte, on peut extraire une suite v, telle que

(12.20) v, = v dans L*?(Q) faible ,
(12.21) B(v,) — x dans L¥() fort et p. p.
1l résulte de la monotonie de 4 — B(4) et de (12.21) que
v, = B0 P.p.s

donc (Lemme 1.3) v, —» B~ '(x) dans L"¥*(Q) faible et 87 '(y) = v. Donc
v, — v dans LP%(Q) faible et p. p. Ce qui entraine que v, — v dans L()
fort ¥s < pq/2 (donc en particulier pour s = p) ; en effet, d’aprés le théoréme
d’Egorov, Ve > 0 il existe E = £, avec mesure (E) < ¢, tel que v, — v uni-
formément dans (E ; alors

jn|v“~v|‘dx=IGE|vﬂ—~v|‘dx+jElvu~v|‘de

e
< J [v, — v dx +(j | v, — vl""/zdx) 70, 0=,
CE E
d’ou le résultat. |

12.3 Résolution du probleme
On est maintenant en mesure de montrer le

Théoréme 12.2. — Soit f donné dans L?'(Q), ! + L, =1 et uy donné dans

L*(Q). Il existe alors une fonction u et une seule telle que

(12.22) ue (0, T; (Q),
(12.23) [u |22y e 20, T; Hy(Q)),
(12.24) u' e (0, 7; W7 (Q),

et u vérifiant (12.1) (12.3).

Démonstration de Pexistence.

1) On va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin avec une base spéciale.
On choisit r de fagon que

bt
0x; 0x;

(12.25) @ € Hy(Q) = e I/(Q).
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On prendra
—(P=2)\" .
(12.26) r—( 5 )p+2,
en effet, on a alors
% (P_—_z)':
_T 2
axox, < Ho 2 79

et donc on a (12.25) d’aprés J. PeeTRE [1].
On prend alors pour w; les fonctions propres :

(12-27) (WJ’ v)”a(n) = A](Wj, v) Vv € HB(Q)
et on définit u,(¢) par :
[ u (D elwyy . Wl ,
’ ‘ P2 —_—
(12.28) (um(t)r wj) + 1;1 In I Up ' Dl Up, Dl Wj dx (f(t)’ wj) >
I<j<sm,

u,(0) = ug,, — uy dans I*(Q).

2) On déduit de (12.28) que

1d 1, 4 5 Au 1P=D12 5, )2 dx =
(229 5 L0+ 5 5 [ 00177 u)f 8 =10, 0,0)
d’otr :
(12.30) u,, demeure dans un borné de L*(0, T'; L*(2)),

(12.31) | u, |*~3/2y_ demeure dans un borné de I}(0, T'; Hy(Q)) .

3) Estimation sur upy,.

La forme
v Y |u]”"? D;uD; vdx = a(u, v)
i=1 2
s’écrit
(12.32) a(u, v) = (g(u), U) > ” g(u) ”Il-’(ﬂ) <cflu ||{v_(117);
en effet

= — 1 p-2
a(u,v) = =D Jnlul u Av dx,
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donc

l a(u, U)l < (p—ll—) ” [u 'p—2 u ”LP'(D) [l Av || Locay <

< (d’aprés (12~25)) cllu ”{;(;2) [lv ”na(n)

d’ou (12.32).
Alors (12.28) s’écrit

(12.33) (up(®) — glu, () — f(),w)) =0, 1<j<m,
ou
” g(u, (1) “u-r(m <c ” Up(t) ”Z;(;z)

et ou, par conséquent, d’aprés (12.31) (ce point n’est pas optimal mais suffit
pour la suite) :

(12.34) g(u,,(N) demeure dans un borné de I’ (0, T; H™"(Q)) .

Soit P, le projecteur orthogonal (dans L*(Q)) sur [wy, ..., W,] ; P, est borné
dans Z(H(RQ); Ho(Q)) et L(H"(Q); H™"(Q2)) et donc (12.33) qui s'écrit :
u, = P,(g(u,) + f)) et (12.34) entrainent que
(12.35) u,, demeure dans un borné de L”'(0, T; H™"(Q)) .

4) On peut maintenant appliquer le Théoreme 12.1 avec S donné par
T
(12.17)et M(v)par (12.5) (de sorte que(12.31)équivautéj M(u, (1)) drsc) ,

0
avec B, = H"(Q) et p, = p’ et enfin avec B = LP(Q) (ce qui est loisible
d’apreés la Proposition 12.1). Donc on peut extraire une suite u, telle que

(12.36) u, — u dans L*(0, T'; L*(Q)) faible,
(12.37) u, — u dans L?(0, T'; L?(Q)) fort et p. p.
(12.38) Bu,) =l u, |""?*u, - x dans L*(0, T; Hy()) faible .

Grace a(12.34)ona y = | u [?~2/2 y et on voit alors par les procédés habi-
tuels que u est solution du probléeme.

Par ailleurs, de (12.23) résulte que

0

ou
0x;

(I u II'—Z ll) = ([7 _ ])(I u I(b—Z)/Z ax)l u I(I'—Z)/Z ELP'(Q)

et donc

, 1 - ’ 7=1,p
w=f = oo Al ) e O, T (@)
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Démonstration de 'unicité. (P. A. RAVIART [2]).

Soient u, et u, deux solutions, w = u; — u,.Ona:

w o= ;A(I uy |p—2u1 = |u, lp—z"z) =0

(r—1

et prenant le produit scalaire par (— A)™' w et vérifiant que les produits sca
laires ont un sens :

, 1 - _
(12.39) (W,W)"-lm) + FT)(I u, |? 2“1 —|uy|? zuz,ul - u2) =0,
(Oh 5, g)n-l(m =(f, (- A)—l g)) .
Comme (monotonie de A — | A|P72 1) :
(| iy lp—z uy — |u, |p‘2 Up,uy — uy) 20,
on déduit de (12.39) que
d 2
at H w(t) ”71-!(0) <0
doncw = 0. ]

Remarque 12 .4.

On verra une autre démonstration de ce Théoréme (dans un cadre un peu
plus général) au Chapitre 2, nv° 3.2. ||

13. PROBLEMES

13.1 Peut-on dans le Théoréme 1.2 supprimer la condition (1.49) ?

13.2 A-t-on un résultat analogue au Théoréme 2.2 pour les équations du type

u _f’_(
ot i=1 (7xi

p—2g~:)_ ul+a = 0«)

ou
0x;

(Sans le terme — u!*%, ces équations sont étudiées au n 8 et au Chap. 2).

13.3 A-t-on pour I’équation (par exemple)
W= Au+ WY =f

des résultats analogues a ceux indiqués brievement a la Remarque 1.6
relatifs & 'équation v” — Au + u® = f?

13.4 Y a-t-il unicité dans le Théoréme 4.1 ?
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13.5

13.6
13.7

13.8

13.9

13.10

13.11

METHODES DE COMPACITE [CHAP. 1]

Si I’on considére un systéme du type Cauchy-Kowaleska « attaché » au
systeme (4.2) (4.3), de la forme

4 2
uy +ay Auy — [u,u] =1,
e uy + ey uy + ay A%uy + [u,u ] =0, >0, ¢ +6 >0,

ce systtme (ol l’on rajoute des conditions initiales sur u,) est-il bien
posé et la solution de ce systéme (si elle existe !) est-elle une approxi-
mation des systémes (4.2) (4.3) ? Pour des résultats positifs de ce genre,
cf. Chapitre 4, n° 4.

Y a-t-il unicité dans le Théoréme 6.1 ?

Si dans la méthode du n™ 6.4 on prend pour w; une « base » quelconque
(et non la base spéciale utilisée), la méthode de Faedo-Galerkin est-elle
néanmoins convergente ? (Un probléme analogue se pose chaque fois
qu’on a utilisé une « base spéciale »).

Que se passe-t-il dans la situation du n™ 6.9 lorsque v — 0 sans changer
les conditions aux limites ?

Les problémes « rétrogrades » (i. e. aprés inversion du sens du temps)
sont généralement « mal posés» (ou du moins on pense qu'ils sont
«mal posés »). Peut-on :

(i) montrer qu’ils sont mal posés ;

(ii) obtenir une propriété remplagant I’unicité rétrograde du cas para-
bolique linéaire ?

(Comme le probléme précédent, ce probléme se pose pour tous les
exemples considérés dans ce Chapitre et également ceux des Chapitres
suivants). On considére un probléme non linéaire écrit symboliquement :

W+ () =0

avec u(0) = u,. Lorsque u, parcourt ’espace des données initiales que
peut-on dire de 'ensemble parcouru par w(T) ?

Peut-on étudier la nature (par ex. ’entropie métrique) des ensembles de
conditions initiales pour lesquels un probléme donné est « bien posé » ?

14. COMMENTAIRES

Comme il est indiqué dans le texte, I’équation (1.1) intervient en Mécanique
Quantique Relativiste. Outre les indications bibliographiques du texte, signalons le
travail de JORGENs [1] olu cet A. établit, pour le probléme de Cauchy, un théoréme
d’existence et d’unicité plus fort que le Théoréme 1.2, aprés avoir transformé le
probléme en une équation intégrale équivalente (utilisant la solution élémentaire de
I'opérateur des ondes) et les travaux de I. SEGAL [1][2] [3], BRODsKY [1], STRAUSS [2] [4].
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Signalons aussi le travail BROWDER [2]. Le Théoréme 1.3 est d & SATHER [1] [2],
auquel nous renvoyons pour des propriétés supplémentaires de régularité.

La méthode d’approximation par des équations différentielles, utilisée dans tout
ce Chapitre, a été introduite, dans les problémes d’évolution hyperboliques linéaires
par S. Faepo [1], dans les problémes d’évolution paraboliques linéaires par J. W.
GREEN [1] et dans les probléemes non linéaires, ou la méthode joue un réle absolument
fondamental, par E. Hopr [1] & propos des équations de Navier-Stokes (cf. n™ 6).
Cette méthode (jointe a une discrétisation en la variable de temps) est utilisée dans les
applications numériques (cf. DouGLAs-DUPONT [1], B. WENDROFF [1]).

Les résultats du n™ 1.8 semblent nouveaux. Un résultat analogue au Théoréme 1.6
mais avec plus d’hypothéses de régularité sur f, uo, ur a été donné par SATHER [1]
(Théoréme 5.1). La méthode suivie dans la démonstration du Théoré¢me 1.6 est celle
de Lions-StrAUSs [1], Lemma 2.1, adaptation d’une méthode donnée dans LioNs-
PropiI [1] pour les équations de Navier-Stokes.

Le Théoréme 2.1 est dit & SATTINGER [2] (cf. aussi cet A. [1], et pour le résultat
de non existence KeLLER [1]) (pour I’exposé du Théoréme 2.1 nous avons utilisé une
remarque de Funta, communication personnelle).

Le Théoréme 2.2 est dt a Fusra (cf. 11, [2]) ou I’on trouvera des résultats supplé-
mentaires ; cet A. montre la non-existence de solutions usuelles ; nous avons un peu
étendu le résultat au cas de solutions faibles.

On trouvera un autre résultat de non-existence pour équations paraboliques non
linéaires (et utilisant encore la convexité) dans KApPLAN [1], § 6.

Pour des résultats de non existence dans des équations hyperboliques non linéaires,
cf. N. J. ZaBusky [2], P. D. Lax [2], R. C. Mac Camy — V. J. MizeL [1].

Les résultats du nr® 3 sont dus & LioNs-STRAUSS [1], ou I’on trouvera des résultats
complémentaires (cf. aussi dans cette direction, M1zoHATA-YAMAGUTI [1] [2], ARIMA-
Hasegawa [1]).

A des détails techniques prés, les résultats du n™ 4.1 sont dus a Morozov [1],
Vorovic [1]. Le cas stationnaire (nr* 4.3, 4.4), dont on ne présente dans le texte que
les rudiments, a donné lieu & de nombreux travaux. Les équations considérées (équa-
tions de VoN KARMAN), étudiées en particulier dans les travaux de M. S. BERGER [3]
[4] [5], BerGEr-FisE [1], FirE [1], conduisent au probléme de valeurs propres pour
opérateurs non linéaires (consulter BERGER [1] [2] et une étude générale dans F. BRow-
DER [1] [7]) ; on utilise alors les techniques des variétés de dimension infinie (nous
renvoyons & PALAIS [l]) et la théorie de LIUSTERNIK-SCHNIRELMAN (cf. BROWDER [1]
[7], PaLaArs, loc. cit., J. SCHWARTZ [1]) cf. aussi BAZLEY-ZWAHLEN [1]. On trouvera
d’autres résultats de régularité que le Théoréme 4.4 dans KNIGHTLY [2]. Signalons
également les équations de nature parabolique

uy + ay Ay — [uy, w2l = f1,
uy + ax Az + [u, ] = f2,

d’étude plus simple que le syst¢me du texte, et pour lesquelles nous renvoyons a
Dusinsky [4].

L’étude des problémes aux limites non linéaires dépend du domaine, et cela est 1ié
4 la théorie des valeurs propres pour les problémes non linéaires et a la théorie de la
stabilité. Cf. I. M. GELFAND [1], H. FuJita [3] ; pour le cas des équations différentiel-
les ordinaires (non linéaires), cf. BAILEY et WALTMAN [1], BAILEY, SHAMPINE et
WartMan [1], H. B. KeLLER [1], LasoTA-OpIAL [1], L. F. SHAMPINE [1].

Les résultats du n™ 5 sont loin d’étre optimaux, mais ils suffisent pour notre objet.
Des théorémes plus complets, dus a J. P. AusiN [1] utilisent des résultats de compacité
de Lions-PeeTRE [1]). Le Théoréme 5.2 a été donné dans Lions [14], 17¢ éd. Chapitre 4.
La méthode d’estimation donnée au nr© 5.3 a été introduite, 4 propos des équations
de Navier-Stokes dans LroNs [3], et utilisée sur cet exemple, dans L1oNs-STRAUSS [1]
(ou I’on trouvera aussi I’étude du cas ou £ n’est pas borné). Il faut signaler ici les
résultats de compacité dans L! de De Giorat [3], FLEMING [6], utilisant CEsAR1 [6],
résultats essentiels dans la théorie des systémes hyperboliques de lois de conservation.
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Les nros 6 et 7 qui traitent des Equations de Navier-Stokes, n’ont nullement pour
objet de présenter un érar complet de la situation ; on a tiché de dégager seulement
quelques résultats significatifs ; d’autres résultats, pour des « modé¢les » différents
seront donnés au Chapitre 2, et d’autres résultats encore, relevant d’autres méthodes,
seront donnés aux Chapitres 3 et 4. Les résultats de base de la théorie sont d{is aux
travaux classiques de LERAY [1] [2] [3]. Un exposé général de la question est donné
dans LADYZENSKAYA [1]; nous avons suivi ici une voie peu différente, donnant sur
certains points des résultats meilleurs. Le Théoréme 6.1 est essentiellement di a
Horr [1]; nous donnons une démonstration semble-t-il plus simple et plus générale,
suivant une méthode donnée dans Lions [3] (méthode du n™ 6.4) ; la méthode donnée
au nr™ 6.4 utilisant les dérivées fractionnaires est due a I’A.; cf. Lions [1] [2]. Le
Théoréme 6.2 est dia ProbretI’A. ; cf. Lions-Probi [1]; cf. une autre situation (reve-
nant 4 un cas bidimensionnel avec singularité) dans LADYZENSKAYA [4]. Le Théo-
réme 6.7 est di & LADYZENSKAYA [1]. Le Théoréme 6.8 est dit a G. Probr [1] et
J. SERRIN [1], ol I’on trouvera d’autres résultats. De nombreux résultats d’existence
locale en ¢ de solutions fortes ont été établis ; cf. H. FunitaA — T. KaTo [1], H. Funra
— K. Masupa [1], S. Ito [1] M. SHINBROT — S. KANIEL [1], S. KANIEL — M. SHIN-
BROT [l], P. E. SoBoLEvsK1I [1]. Des propriétés de régularité ont été établies par Foias
et Propi [1], MasupA [1], C. KAHANE [1], SERRIN [2]. Voir aussi I’exposition de
Si1BAGAKI — RIKIMARU [1].

La démonstration de l'unicité dans le Théoréme 6.11 est due & YoupovicH [2].
L’existence de solutions « classiques » des équations d’Euler (cas v = 0) a été démon-
trée par T. KaTo [1].

La démonstration de (6.140) est donnée pour la commodité du lecteur. Une autre
possibilité est d’utiliser les opérations de troncature (cf. Théoréme 7.1, Chap. 3, § 7
de LADYZENSKAYA-OURALTSEVA-SOLONNIKOV [1]; on utilise de fagon essenticlle le
Théoréme 6.1, Chap. 2, § 6 de cet ouvrage).

Pour I’étude du probléme de Cauchy et ’extension aux équations de Navier-Stokes
du Théoréme de Tychonoff relatif & I’équation de la chaleur (sur le comportement a
Pinfini en x) cf. P. MUSTATA [1].

Pour d’autres aspects concernant les équations de Navier-Stokes, toujours dans le
cas d’évolution, et utilisant le semi-groupe non linéaire (et éventuellement multivoque,
si n = 3) : uo - solution a Pinstant 7 (avec f = 0), cf. C. Foias — G. Prob! [2]}
(ces travaux étant liés a la turbulence).

Un probléme analogue a celui de faire v -0 (n™ 6.9) se rencontre souvent dans
d’autres situations ; cf. en particulier O. A. OLEINIK [1], ..., [4] ; dans les travaux [1]
[2] [3] cet A. utilise la « méthode de viscosité » — cf. Remarque 6.10, n™ 6.9 — pour
démontrer I'existence d’une solution — d’un type particulier — des équations hyper-
boliques non linéaires du premier ordre. Pour des résultats complémentaires dans cette
direction, on consultera GLimm [1], GLiMMm-Lax [1], E. D. Conway et E. HopF [1],
E. D. Conway et D. SmiTH [1], E. D. ConwaAY et J. A. SMOLLER [1] [2}, J. L. JoHN-
soN [11,J. L. JouNsoN et J. A. SMOLLER [1] [2]. Pour des résultats locaux pour des
systémes hyperboliques généraux, cf.J. LERAY [7], L. GARDING [1]. On peut aussi
utiliser des méthodes du Calcul des variations ; outre certains des travaux précé-
dents, cf. 'usage de la théorie du contrdle stochastique dans W. FrLeming [1] [5]
et de la théorie des jeux dans Kruikov [1].

11 y a naturellement beaucoup d’équations de I’hydrodynamique qui relévent de
techniques analogues. Signalons en particulier les équations de la magnétohydrody-
namique, pour I’étude desquelles nous renvoyons a DYER et EDMUNDS [1], LADYZENS-
KAYA et SOLONNIKOV {1], SoLonNIKov [1], E. SANCHEZ-PALENCIA [1] [2] (et la biblio-
graphie de ces travaux ; on référe ici au cas d’évolution et au cas stationnaire).

L’étude du cas stationnaire des équations de Navier-Stokes est faite de fagon trés
sommaire au n™ 7. Pour I’étude de solutions « fortes » (i. e. dans des espaces plus
petits que V), nous renvoyons en particulier 3 R. FInN [1], ..., [5], R. FINN —
D. R. SmitH [1], H. Funra [4], S. KANIEL [1].
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@

Pour I'unicité, on trouvera des résultats beaucoup plus élaborés que ceux de la
Remarque 7.6 dans L. E. PAYNE [1].

Pour I’étude de diverses questions de stabilité, référons & BRAMBLE et PAYNE [1],
PAavYnE {3], J. SERrIN [6], P. H. RaBiNowiTZ [2], W. VELTE [I] [2] et P'exposé de
R. Temam [S].

Comme il est indiqué dans le texte, les résultats du nre 8 sont dis a I. M. Visik [1]
[2]. On obtiendra de nouveau ces résultats, par des méthodes plus simples, au
Chapitre 2 ; mais la méthode de Visik contient plusieurs idées qu’il nous a semblé
utile d’expliciter, ces idées pouvant étre utiles ailleurs.

Les équations étudiées au n 9. 1 se rencontrent en biologie (CoHEN et S. I. RusiNnow
[l]? ; en fait, dans ce travail, au lieu de I'’équation (9.3) on a I’équation générale de
Pélasticité — mais cela n’ajoute pas de difficultés autres que techniques. Pour 'unicité,
on a adapté une idée de Lions-Propi [1].

Nous donnons au n™ 9.2 deux exemples simples de problémes couplés (le deuxiéme
étant probablement artificiel). De nombreux problémes couplés plus difficiles se
rencontrent dans les applications ; signalons les équations couplées de Maxwell-
Dirac (L. Gross [1]) et de trés nombreux problémes de météorologie (cf. en particulier
G. 1. MARCHUK [1]). On trouvera I’étude du cas stationnaire correspondant a 'Exemple
9.1 dunre 9.2 dans A. G. ZARUBIN [1].

On donnera une autre méthode de résolution des équations de Schroedinger non
linéaires (étudiées au n™ 10) au Chapitre 3, n™ 2.5, De nombreux autres résultats
relatifs aux équations de Schreedinger sont donnés dans Pozzi [1].

Les problémes linéaires du type de ceux considérés au n 11 interviennent en
hydrodynamique et ont été étudiés dans A. FRIEDMAN-M. SHINBROT [1] R. M. GARI-
pov [1], Lions-MAGEeNEs [1], vol. 2 (Signalons a propos des équations non linéaires sur
une variété le travail de DURIc [1] relatif aux équations de Navier-Stokes sur une sur-
face de Rieman).

Les Théorémes 12.1 et 12.2 sont diis a DuBiNskii [2] ; on trouvera dans DUBINSKII
[1] ’étude du cas stationnaire correspondant ; cf. également des résultats de régularité
(pour le deuxiéme ordre) dans OURALTSEVA [1]. L’unicité dans le Théoréme 12.2
est due 4 P. A. RAVIART [2]. Une autre méthode de résolution sera donnée au Cha-
pitre 2, n™ 3.2. Des problémes dégénérés de ce type ont été étudiés par OLEINIK,
KALAsHNIKOV — Czou Jul — LiN [1] et par ARONsON [1]. Le probié¢me :

u—31AW) =0,
(14.1) u=0 sur X,

u(0) = up, up = 0

pourra se traiter ainsi ; on commence par résoudre le probléme :

~ 3~ duy _ ~ _
(14.2) 11——~Zifa;((lu|ai)—0, u=0 surZX u0) = u

puis, par application du principe du maximum « faible », on montre que

u>0, doncque u= u est solution de (14.1).

(Le probléme (14.1) intervient également dans les applications ; cf. BAKLANOVSKAYA
et Harpova [1]).
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Un autre exemple de probléme pouvant étre résolu par les méthodes de ce Chapitre
est le suivant (J. M. GREENBERG [1], GREENBERG, Mac CAMY et MizeL [1]) :

02y ou\a2u ? d2u
_677_ (Tx‘)a—x—z— a—t—a-x—z—o, 0<x<l1, [>0, ().>0),

u0,t) =u(l,t) =0,
u(x, 0) = uo(x) = x, %‘; (x,0) = ui(x),

E fonction continue > 0.
(Pour les intégrales d’énergie multiplier par du/ds, 92u/dx2, 82u/d12; aprés multi-
plication par du/dt, observer que

du\ 02u du du\ 0u
- LE(a“x) axz or ¥ = L o(35) a7 O

mn
ou o(y) = j E(&) d¢&; on pourra utiliser 1a base des fonctions propres de — dz/dx2

1
avec les conditions de Dirichlet en 0 et 1 (). Cf. aussi C. M. DAFERMOS [1].

Tous les résultats de ce chapitre ont été établis dans des espaces de Sobolev construits
sur L7(Q). On peut avoir aussi a utiliser des espaces de Sobolev construits sur les
espaces d’Orlicz. Nous renvoyons a I. M. Visik [3], M. S. BERGER [6], F. BROWDER [8],
Dusinskir [6]. Cf. aussi I'étude de O’NEIL [1] sur les espaces d’ORrLICZ.

On rencontre aussi dans des applications des équations a « coefficients retardés »
(phénoménes d’hystérésis) ; nous renvoyons & M. ArRTtoLA [1] ou I'on trouvera en
particulier I’étude de variantes d’équations étudiées par LEVIN et NoHEL [1]; voir en
particulier les estimations utilisant les fonctions de LyApuNov (signalons a ce propos
les travaux de Szeco (cf. Bibliographie) sur la « construction numérique » des fonc-
tions de LyaPuNoOV).

Nous n’avons pas développé, malgré ses liens avec la compacité, la théorie de
LERAY et SCHAUDER ; cf. LERAY et SCHAUDER [1], BROWDER [7], BROWDER et PETRYS-
MYN [1] [2] [3], J. CronNiN [1] [2], J. T. ScuwaRrTzZ [2] et cf. des applications dans
J. LeEray [6] [8], G. MIRANDA [1], L. NIRENBERG [3], E. RoTHE [1]. On pourra
consulter aussi BERGER et BERGER [1].

(1) GREENBERG [1] utilise la méthode des différences finies.
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ORIENTATION

1) La lecture de ce Chapitre (2 I'exception du n™ 5) suppose connus a
minimum les n™s 1, 3 et le début du nro 8 du Chapitre 1.

2) L’essentiel de la méthode de monotonie (*) est donné, pour les équation:
au n™s ] et au début du n™ 2. La théorie des opérateurs pseudo-monotone
(nre 2.4) est indispensable pour la lecture des inéquations variationnelle
(nro 8 et 9).

3) On peut lire indépendamment du reste du Chapitre le n™ 2 (en laissan
éventuellement de coté les n™8 2. 5et 2.6) et le n™ 8.

4) Les exemples des n™s 3 et 4 sont importants pour la bonne compréhensio:
de la portée de la méthode de monotonie.

5) Le nro 5 peut éventuellement étre passé ; il suppose connu le Chapitre |
n™ 6; on y expose sur des exemples (de variantes d’équations de NAVIER
SToKES) comment utiliser @ /a fois les méthodes de monotonie et de compacité

1. EQUATIONS PARABOLIQUES MONOTONES

1.1 Exemple. Le cas p > 2

On reprend ici 'exemple traité au Chapitre 1, n° 8.
11 s’agit de trouver une fonction

u = u(x,t), xeQ ouvert borné de R", r €10, 77,

solution de

ou X (loulr? 611)
(a-n 37—5-(\5— o) =7
ol p est donné > 2 (%), avec les conditions
(1.2) u=0 sur Y =T x]0,TT,
(1.3) u(x, 0) = uy(x), up donnée .

Avec les notations introduites en (8.5) (8.6), Chapitre 1, nous allons démon-
trer le résultat suivant, en insistant sur la méthode (de monotonie) que nous allons
utiliser (puis généraliser) :

(1) A ne pas confondre avec les méthodes utilisant la propriété, pour certains opérateurs
particuliers, de conserver une structure d’ordre.

(?) Lecasp = 2correspond a I'équation classique (linéaire) de la chaleur. Lecas | < p < 2
donne lieu & quelques petites complications techniques, étudiées au nf° 1.5.2 ci-apres.
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Théoréme 1.1. — On donne f et u, avec les hypothéses

1.4 fe'(0, T; W7 (Q), 1 + l =1,
p p

(1.5) use L¥(Q).

Il existe alors une fonction u et une seule telle que
(1.6) uel?(0, T; Wy "(Q))
et vérifiant (1. 1) et (1.3).

Remarque 1.1.

Posons

. __vy 9
(17 TOEED) 6x,~(

6x,-

p—2 a(p)
0x; )

On vérifie sans peine que A applique W P(Q) dans W~ 1P (Q) et que si u
vérifie (1.6) alors A(u) e L?(0, T; W~17(Q)).
[1 résulte alors de (1.6) et de ’équation (1.1) que

1.8) u = % e (0, T; W17 (Q).

I résulte de (1.8) que, en particulier, u est (aprés modification éventuelle
sur un ensemble de mesure nulle) continue de [0, T1 - W™ 1P (Q), de sorte
que (1.3) a un sens. |

Remarque 1.2.

On peut en fait préciser la Remarque précédente : soit ¥ un espace de Banach
réflexif contenu dans un espace de Hilbert H, ¥ = H avec injection continue,
V étant dense dans H ; identifiant H a son dual et V' désignant le dual de V,
on peut alors identifier H & un sous-espace de ¥V, de sorte que

VecHcV.

Si on donne alors une fonction u € L*(0, T; V) telle que u' € L7 (0, T; V"),
la fonction u est (aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle)
continue de [0, T] — H et I'application u — u(0) est surjective sur H. {1

Remarque | .3.

La propriété (1.2) est « contenue » dans ’appartenance (p. p.) de u(z) a

Wo (@) . I
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1.2 Démonstration de Pexistence

1.2.1 Propriétés axiomatiques de A.

On va dégager les propriétés de base (') de P'opérateur 4 défini en (1.7)
qui interviennent dans la méthode de monotonie :

(i) posons ¥ = W,*(2) ; alors A applique ¥ dans V(= W~1?(Q)), trans-
forme les bornés de ¥V en bornés de V' (%) et a la propriété de continuité suivante :

Yu,v,weV , lafonction
A= (A(u + iv), w)
est continuede R - R..

(1.9)

La vérification de (1.9) est immédiate. Cette propriété intervenant souvent
dans la suite, on introduit la

Définition 1.1. — Tout opérateur 4 de ¥V — V' ayant la propriété (1.9) est
dit hémicontinu.
(iiy Popérateur A vérifie :

Yu,veV, ona:

(1.10) (AQw) — A@),u —v) > 0.

On pose la

Définition 1.2. — Tout opérateur 4 de ¥V dans V' ayant la propriété (1.10)
est dit monotone.
La démonstration de (1.10) est immédiate a partir de la définition de A

par (1.7). [

On peut rattacher les propriétés (1.9) (1.10) de 4 & une propriété plus
générale.

Introduisons la fonctionnelle sur V':

1 2 J’
1.11 J(v) = - D;vi|Pdx, D;=-—.
(1.11) =23 | 1Dl i

Cette fonctionnelle est différentiable au sens de Gateaux (*) en tout ueV,
i.e. il existe une application linéaire continue v — J'(u)v de ¥ — R telle que

(1.12) Iim %(J(u + Av) — J(w)) = J'(u).v
1-0

(1) Qui seront généralisées dans la suite.
(2) On dit alors que 'opérateur A4 est borné. On a, plus précisément :

|| A@) |4 < c ||u|[p~t. (Rappelons que || ||, resp. || |, est la norme dans ¥, resp. V.
(3 Il y a en fait davantage dans ce cas particulier.
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et comme on le vérifie sans peine
(1.13) J'(W) = A@Ww) .

La propriété (1. 10) résulte alors de la (")

Proposition 1.1. — Si v — J(v) est une fonctionnelle différentiable au sens

de Gateaux sur V et convexe, I'application u — J'(u) de V — V' est monotone et
hémicontinue.

Démonstration.
D’apres la convexité,

J( = 0)u+ 00) < (1 —0)Ju) + 0J(v) VOeo, I[,

donc

15(](“ + 0@ — u) — JW) < J) = J@),
d’olr
(1.14) T .0 — 1) < J©) = Ju).

Echangeant le role de v et v et ajoutant on trouve
')y = J®).w—~0v)=0.1
N\
Remarque 1.4.

On a une propriété réciproque : si J est différentiable au sens de Gateaux et
si u — J'(u) est monotone hémicontinue de V' — V', alors J est convexe. |

[.2.2 Démonstration de I’existence.

On utilise la méthode de Faedo-Galerkin. Soit w, ... w, ... une «base»
de V; on introduit u,(t) «solution approchée » du probléeme de la fagon
suivante :

u,(t) € [wy, ..., w,] (= espace engendré par wy, ..., w,)),

(urln(’)s Wj) + (A(“m(t))9 WJ) = (f(t), Wj) s 1 < J S m,

(1.15) Up(0) = Uy € [W1, ooy W], Uom = Uy dans L(Q).

Cela définit u,(r) dans un intervalle [0, ¢,], ¢,, > 0. Mais on note que

(1.16) (A@), u) z allull’, «>0.

(1) 1l est clair en effet que J(v) définie en (1.11) est convexe.
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Alors on déduit de (1.15) que (*)

1 t t
A7) 5 2 "do < || tm
17 5 un0] +aJ0|lum(a)ll a<J—0“f(o)” || un(o) || do +

+ '}IuOmIZ

d’ou I'on déduit que 7,, = Tet que

(1.18) u, demeure dans un borné de L*(0, T; L*(R)) n L?(0, T'; V).
On peut donc extraire une sous-suite u,, telle que

(1.19) u, —u dans L*(0,T;L}Q) faibleétoile,

(1.20) u, —u dans o, T;V) faible ,

(1.21) u,(T) — ¢ dans LXQ) faible,

(1.22) A(u,) -y  dans  LI(0,T; V') faible

(car || A@w) |l < c|lu]”"") et donc A(u,) () demeure dans un borné de
L7, T; V).

Introduisons ,(t), A(u,(r))", ..., prolongement & R de u, (1), A(u,(1)), ...
par 0 hors de [0, T7; alors (1.15) donne

(1.23) { (ad—t (1), wj) + A(u, (D™, w;) = (SO, w;) + (uom w)) 8(t — 0) —
— (un(T), w)) 5t — T).

On peut maintenant passer a la limite dans (1.23) avec m = y et j fixé, d’ou
’on déduit :

d . - ~
(a u, Wj) + (19 Wj) = (f’ wj) + (“o, wj) 50 - 0) - (65 Wj) 5(' - T) Vj

et par conséquent

~

du

(1.24) <

Fr=f+u ot —0)—¢Edt—T).

(1) Ou | |désigne la norme dans L2(£).

(2) 1l faut également vérifier que A4 transforme les fonctions mesurables » de [0, T] - Ven
des fonctions mesurables de [0, T] - V. Tous les espaces sont supposés séparables et il suffit
donc de montrer que ¢ — (A(w(t)), w) est mesurable Ywe V. Or on verra (note (1) de la
Définition 2.1 ci-aprés; p. 179) que (sous des hypothéses d’ailleurs plus générales) A est
continu de V fort dans V' faible, d’ol le résultat. Plus généralement, H. BrRezis a démontré
que tout opérateur continu d’un Banach F quelconque dans un deuxiéme Banach quelconque
G muni de la topologie faible, transforme les fonctions mesurables & valeurs dans F dans
des fonctions mesurables 4 valeurs dans G.
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Restreignant (1.24) a ]0, T[, on en déduit que

(1.25) uw+x=f,

d’olt u' € L¥(0, T; V'), donc u(0) et u(T) ont un sens et comparant & (1.24)

on en déduit que u(0) = uy et u(T) = &.

On aura donc démontré Iexistence d’une solution si ’on montre (c’est le
point crucial de la démonstration) que

(1.26) X = Au).
De la propriété (1.10) résulte que

(1.27)
T
X, = j (A, () — A1), u, (D — v())dt >0 VoeI’(0,T; V).
()
Or de (1.15) résulte que
T T 1 , 1 ,
jo (A(wy), u,)dt = jo (f,u,)dt + 3 | ug, 17 — 3 I u,(T) ‘
et donc
Xy = r(f )dt+llu 12 —l|u(T)|2 - ST(A(u) v)dr —
n 0 > Uy 2 [ 2 u R ul s
T
- j (A@w), u, — v) dt
()
d’ott (comme lim inf | u,(T) |* = | «(T) |?):

. T 1 , 1 , (T
hmsupX‘,SJo(f,u)dt+§|u0| ~3 u(T)| —Eo(x,v)dt—
(1.28) r
- j (A@®), u — v) dr .
0

Mais de (1.25) on déduit, par des intégrations par parties que
T 1 5 1 5 T
(fde+ 51w P =5 uM]? = | quwd,
V] (V]

ce qui, joint a (1.27) (1.28), donne

T
(1.29) jo (x — A@),u — v)dt > 0.
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On utilise maintenant I"hémicontinuité pour montrer que (1.29) entraine
(1.26):onprendv = u — Aw, A > 0, we LP(0, T'; V) quelconque ; alors (1.29)
donne

T
lj- (x—A(u—).w),w)dt)O
0
donc

T
(1.30) j (x — A(u — 2w), w)dt > 0;

[}

faisant A — 0 dans (1.30) (*) on en déduit que
T
j (x — A(m),w)dr >0  ¥w
0

donc
r=Aw. 1

Remargue 1.5.

11 faut insister sur le passage a la limite ci-dessus qui a pu, grdce a la monotonie
et I’hémicontinuité, tre effectué avec le minimum d’estimations a priori.

(Comparer au Chap. 1, n™ 8, ol le passage a la limite par la méthode de
compacité a nécessité 'obtention d’estimations a priori supplémentaires). |

Remarque 1.6.

On peut assez facilement obtenir une estimation a priori sur u,, en prenant
pour w; une base spéciale (cf. Chap. 1, n™ 6.3) ; on choisit d’abord S tel que

Hy(Q) = W' (@)

(1.31) ( S—1_1 1)
1. €. = =-——].
n 2 p

On vérifie alors (par la méme technique qu’au Chap. 1, n™ 6.3) que, si I'on
choisit pour { w; } une base de Hy(<2) formée des fonctions propres

(1.32) (W;, U)ng(n) = lj(Wj, v) YveHy(Q),
ona:
(1.33) u,,  demeure dans un bornéde  IF'(0, T; H™5(Q)).
Mais, comme on a vu au Chapitre 1, n'o 8, cette estimation supplémentaire

est insuffisante pour 'application de la méthode de compacité.

(1) Cest loisible d’aprés le Théoréme de Lebesgue.
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On peut noter que si ’on choisit la base spéciale ci-dessus il est inutile de
passer par (1.23) (1.24) ; il est alors immédiat que u(0) = u, et u(T) = ¢&.
Remarque 1.7.

Le fait que la méthode de Faedo-Galerkin converge avec une base quelconque
est important pour les applications, car les « bases spéciales » sont, dans la
pratique, hors d’atteinte en général. ||

1.3 Démonstration de Punicité

Soient u, et u, deux solutions du probléme. Alors w = u; — u, vérifie

w' + A(ul) - A(“Z) = 0, W(O) = 0,

', w) + (A(ul) — Auy), uy — uz) =0
et grace a la monotonie :

’
w =

1
-z-(%lw(t)[zso,

dot w=0.]

1.4 Un résultat général

Nous avons souligné dans les démonstrations précédentes les hypothéses
qui sont intervenues. Nous avons donc implicitement démontré le résultat
suivant :

Théoréme 1.2. — Soient V, H comme dans la situation de la Remarque 1.2
V étant séparable (*). Soit A un opérateur (non linéaire) de V — V' ayant les
propriétés suivantes :

(1.34) A est hémicontinude V — V', et || AW) ||« < cllv|I”™Y, (®)
(1.35) A est monotonede V — V',
(1.36) (A@),v)=allv||’a>0, YoveV(l <p < o).

Soient f et uy, donnés avec

(1.37) fel(0,T;V"), u,eH.

(" Hypothése d’ailleurs inutile. Il suffit, dans le cas non séparable, de raisonner sur I'or-
donné filtrant croissant des sous-espaces de dimension finie de V.
(2) Cf. note (?) de la page 159.



1. EQUATIONS PARABOLIQUES MONOTONES 163

1l existe alors une fonction u et une seule telle que

(138) UGLP(O, T; V)’
(1.39) w4 Aw) =f,
(1.40) u@) =u, ('). 1

Dans les applications (comme on verra dans les Exemples 1.5.1 et 1.5.2
ci-dessous), I'hypothése (1.36) peut étre trop forte. Il est utile d’introduire la
variante suivante : on se donne sur ¥ une semi-norme [v] telle que

(1.41) ilexisteA> Oetf > Otelsque[v] + Ajv| = f]lv]] YoeV (3,
et on suppose que
(1.42) (A(),v) = av), 1 <p < .

On aalors le

Théoréme 1.2 bis. — Les hypothéses sont celles du Théoréme 1.2 mais
avec (1.36) remplacé par (1.42) (1.41). Alors les conclusions du Théoréme 1.2
sont encore valables.

11 suffit, pour la démonstration, de modifier un peu (1.17) (1.18). On arrive
maintenant a

t
(1.43) %l un () > + aj‘ [u ()] do <
0

I 1
< 3 luonl® + | [15@ [l [|uato) || 0o
0
Mais d’apreés (1.41) le deuxiéme membre de (1.43) est majoré par

Sont + ([ s fFae) ™ x

(s <] rsora) )

<ec + gj [4n(0)]? do +
0

e3{f, e lo) T [([orar) ™ 4]

< + ;J [Un(@)] do +
0

+ ¢y [(J-; l u,(0) l" da) v + l]

(1) Noter que (1.38) (1.39) = u'€ LP(0, T; ¥') et donc (1.40) a un sens (cf. Remar-
que 1.2).
(2) | |désignelanormedans H, || ||dans V.
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et donc (1.43) donne
t t 2/p
(1.44) |u, | + j [Un(0)]P do < c5 + c5 (j | un(0) |7 do)
() 0
On déduit de (1.44) que

| um®|? < €5 + cs(j; | unlo) |7 do) w

et donc
t
n® P < cs + e | unto)|"do,
0
d’ol
(1.45) | ()| < €5,

ce qui joint & (1.44) donne :
jto [4m(0)) do < cq
et grice a (1.41) on a donc
j; || u,(0) ||" do < constante .

On achéve comme a la démonstration du Théoréme 1.1. |

Remarque 1.8.

On verra plus loin des extensions des Théorémes 1.2 et 1.2 bis précédents
couvrant, en particulier, des cas ot A4 dépend de t (*). |

1.5 Applications des résultats généraux

1.5.1 Opérateur (1.1) avec les conditions aux limites du type « Neumann ».

On prend 4 donné par

(1.46) (AQ),v) =Y L| D;ul”"? D;uD;vdx = a(u,v), p>2(%

i=1

(*) On vérifiera d’ailleurs sans peine que les Théorémes 1.2 et 1.2 bis s’étendent, avec la
méme demonstration, au cas olt A dépend mesurablement de ¢ avec les hypothéses analogues
2 (1.36) ou (1.42) « uniformes en ¢ ».

(?) Lecas | < p < 2correspond au cas ol I’on n’a pas nécessairement

Wir(2) <€ H= L(%).
Cf. 1.5.2 ci-aprés et Chapitre 3, n™ 1.
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pour u,ve V = WUP(Q); prenant H = L*(Q), on vérifie que I’on est dans le
cas (1.41) (1.42), avec

[v] =(i L}|D,v|”dx)”p .

i=1
On peut donc appliquer le Théoréme 1.2 bis.
On choisit fe L* (0, T'; V') de la fagon suivante :

(1.47) (f®,v) = L,f"(x’ £) v(x) dx + jr glx, Ho(x)dr,

ol

(1.48) foe (0, T; (@) = L(Q)
et
(1.49) gel”(0, T; wPr(I));

dans (1.49) on utilise espace (cf. par exemple LiIoNs-MAGENEs [3] pour ces
espaces)

(1.50) w=YPP (1) = dual de WPP(I),

ou

(1.51)  WYPP(I") = espace parcouru par v|, lorsque v parcourt W?(Q) .
L’équation (1.39) équivaut a

(1.52) @ @®) + a(u(®),v) = (f(t),v) YveV

et on a donc Pexistence et lunicité d’une fonction u dans L*(0, T ; W'P(Q))
telle que I’on ait (1.1) (avec fy au lieu de f), (1.3) et
ou P72 du

ax, a—xicos (n,x)=g sur Z.

(1.53) Y
i=1
La condition (1.53) est du type de Neumann. }

Remarque 1.9.

Il faut en fait justifier (1.53) ce qui peut étre fait par des méthodes analogues
a celles utilisées dans Lions-MAGENEs [1] (). |

Remarque 1.10.

Dans le probléme traité au n™ 1.1 on peut remplacer la condition « homo-
géne » (1.2) par

(1.54) u=g sur X,

(1) Cf. aussi nr° 4 ci-apres.
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ol g est donnée sur X de fagon qu’il existe w vérifiant (*)
(1.55) { we (0, T; WP(Q)), wel'(0,T; W '"(Q),
wlr=g.
Si 'on introduit alors = u — w, tout revient a chercher ¥ solution de
U+ AW+ w) =S —w = fi(e O, T; W h(Q),
(1.56) Y el’(0,T; WP (Q),
Y(0) = up — w(0) e Q) ().

Les raisonnements utilisés pour la démonstration du Théoréme 1.1 s’adap-
tent 4 cette situation (3). |

Remarque 1 .11.

On résoudra de fagon analogue le cas ou I'on a une condition de Dirichlet
sur 'y xJ0, 7] et du type Neumann (i. e. du type (1.53)) sur I', x]0, 77,
=r,url,.|
1.5.2 Lecasdel’Exemple 1.1 avecl < p < 2.

On considére le probléme du n™ |.1 mais avec | < p < 2. Alors on n’a
pas nécessairement Wé"’(Q) < L*Q) (inclusion n'est vraie que si
I/p — 1/n < §) et on est alors conduit a introduire

(1.57) V=W n XQ), H=IXQ)
(etalors V' = W™ 'P(Q) + [X(Q)).
On pose :
(] = ll vllwgreny, semi-normesurV,

et A étant donné par (1.7) on a (1.41) (1.42). Donc le Théoréme 1.2 bis est
applicable, ce qui montre que les conclusions du Théoréme 1.1 sont valables
également dans le cas | <p < 2.}

1.5.3  Opérateurs d’ordre > 2.

Considérons un exemple simple d’opérateur non linéaire d’ordre 4. On intro-
duit de fagon générale :

(1.58) wmr Q) ={v | D*veL’Q), || < m)}
(1) Cf. P. Grisvarp [1] [2] pour des conditions explicites sur g pour qu’il en soit ainsi.

(2) On montre que w(0) € L2(2).
(3) Noter que lc « nouvel opérateur 4 » dans (1.56) dépend de t (a cause de w).



1. EQUATIONS PARABOLIQUES MONOTONES HOFET 167

espace de Banach pour la norme

Z Il D*v ||u(n)

lal<m
et

(1.59) Wg"P(Q) = adhérence de 2(Q) dans W™P(Q).
Pour u, v € W'*(2), on pose

(1.60) a(u, v) = j | Au |P™% Au Av dx,
2

ce qui définit 'opérateur A de V = W3'(Q) » V':
(1.61) A(u) = A(l Au |P7% Au).

Cet opérateur est égal a J'(u) si
J(u) = ! j | Au |P dx
PJa

et on peut donc appliquer le Théoréme 1.2. On a donc lexistence et Iunicité
de ue LP(0, T3 W5P(Q)) tel que

(1.62) STM + A(l Au|""? Au) = f,

etavec (1.3). |

Remarque 1.12.

On peut également considérer des systémes d’opérateurs monotones. |

1.6 Résultats de régularité

Naturellement, lorsque la méthode de monotonie est applicable, toute
estimation a priori supplémentaire donne un résultat de régularité ; voici un
exemple (comparer au Chap. I, n™ 8):

Théordme 1.3. — On se place dans les hypothéses du Théoréme 1.1 avec en
outre

(1.63)  [.fel(Q), fOel(Q), ugeWo (@), Alug) e LXQ).
Alors la solution u donnée par le Théoréme 1.1 satisfait en outre a
(1.64) u'e L2(0, T: L¥(Q)),

(1.65) | Dyu |P~22 Du' e [2(Q) Vi.
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Démonstration.

On part de (1.15) (*) que P’on dérive en t ; on suppose que A(u,,) demeure dans
un borné de L*(2) et on applique & u,, les estimations analogues 2 celles du
nr 8.2.3, Chapitre 1. On en déduit que uy, (resp. | D;u,, | *~? D;u,) demeure
dans un borné de L*(0, T'; L*(Q)) (resp. de L*(Q)) et puisque on sait (d’aprés
la démonstration du Théoréme 1.1) que u,, — u dans L?(0, T ; W'»(Q)) faible,
on en déduit (1.64) et (1.65) (%). I

1.7 Somme d’opérateurs monotones

Soit H un espace de Hilbert sur R (pour simplifier (%)), V; (i = 1, ..., q) des
espaces de Banach réflexifs, avec V; = H, V; dense dans H.
Soit || ||; la norme sur V;. On pose

e

q
(1.66) V=NV, ||v|l=._21||vlls~

i=1

On suppose V dense dans H et séparable.
Ona:

VeHcV', VicHcV.

Soient A; des opérateurs non linéaires de V; —» V| tels que
(1.67)  A; est hémicontinu bornéde ¥, — V7, || Av) [[s; < cll v I,
(1.68) A; estmonotonede V,—> V/,
(1.69)  (Ayv),v) = o |||, &, >0, YoeV(uV), 1 <p; < o0.

On pose
q
(1.70) A(v) = _Zl Av).

On démontre alors, comme pour le Théoréme 1.2 (i.e. comme pour le
Théoréme 1.1) le résultat suivant :

Théoréme 1.4. — On suppose que (1.67) (1.68) (1.69) ont lieu. Soient f et ug
donnés avec ug € H et

q
(1.71) fe YIFO,T; V), 1 + =1,
i=1

1
=
Di i
(') Avec une «basen wj convenable.
(3 Utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires, on peut obtenir des résultats
plus précis (H. BRezIs).
(3) Dans les cas complexes, remplacer (1.10) par

Re (A®W) — A®v),u—1v) > 0.
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1 existe une fonction u et une seule telle que

(1.72) ueﬁ 70, T;V), uel®0,T;H),
i=1

(1.73) u' + Aw) =f,

(1.74) u(0) = u, . I

Remargue 1.13.

On a la méme variante qu’au Théoréme 1.2 bis : si [ ]; est une s
sur V, telle que, pour 4; convenable,

(1.75) [v); + A;|v| soit équivalente ¢ || ||;,
etsi,aulieude(1.69) ona:

(1.76) (A), v) = o[v]7,

on a alors la méme conclusion qu’au Théoréme 1.4. ||

Exemple 1.7.1.
On considére 'opérateur 4 donné par

LR
am Ap=-¥ (ax‘ ax‘), I <p <o

ax,

On introduit les espaces

(1.78) Weai(Q) = { v

ve IM'(Q), ;;?f € I(Q) } ;

Wi;"‘(()) est un espace de Banach pour la norme

av

v + 5
” ”LP'(Q) ax;

LPi(9)

On définit ensuite

(1.79) V; = adhérence de 2(Q) dans W2 P(Q),
ov
].80 v = || 37— >
( ) o] 0x; Lpics)
a dv |Fi7? 30)
(1.81) Av) = —6_)q( = )

(1.82) V= ﬁ V (donc g =n).
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On a alors A(v) = Z A,(v) et 'on est dans les conditions d’application

du Théoréme 1.4 (en falt de la Remarque 1.13).
On obtient donc I'existence et I'unicité de u vérifiant

du n i ou pi=2 6u)
(1.83) a—iﬂa_x,.(a—x,. o) =0
uweL*(0,T; L’(Q)) GL"‘(Q)
(1.84) u=0 sur 2,
u(x, 0) = uy(x), er ]
Exemple 1.7.2.
Prenons
(1.85) V="{v]|vew" (Q),v,el)} ();

pour u, v € V, posons
n

(1.86)  a(u,v) = ). S | D;u|?~2 D;uD;vdx +
2

+[3§ [u "2 uodr, f>0.
,

On applique alors le Théoreme 1.4 et 1a Remarque 1.13 dans les conditions
suivantes :

(Ay(u), v) = ay(u,v) = ¥ j | D;u|”"2 D;ub;vdx,
i 2

i=1

(A, (), v) = ay(u, v) = Bf |u|*"*uvdrl,
-
n t/p
wo=($ [ 1poray)
i1 Ja

(o], =(L|vl"dl‘)”q.

(%) La condition « v|p-€ L") » résulte de « v € W1+P(Q) » si, et seulement si,

1 l—-l/p

p n—1 \q‘
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On pourra prendre f (satisfaisant 2 (1.71)) par:

(f,v) = L}fovdx+ [rgvdf,

(1.87)
foe V(@) ge L") ().
Alors on obtient I'existence et I'unicité de u vérifiant
du & 0 ou |P7? 0u)
(188) E—,el a—x:( 5-' 23?, —fo dans Q,
"l oulPT? du a-2 .

(1.89) .2‘1 o, —a;cos(n,xi)+c|u| u=g sur X,
(1.90) u(x,0) = up(x), xe.J

Remarque 1.14.

Tous les espaces sur  ou I' introduits ci-dessus sont séparables. ||

2. PROBLEMES STATIONNAIRES

2.1 Premier résultat général

Théoréme 2.1. — Soit V un espace de Banach réflexif séparable (*). Soit A
un opérateur de V — V' ayant les propriétés :

2.1 A est borné hémicontinu (cf. n™ 1.2.1),
(2.2) A est monotone,

A
2.3) ( ”(‘;)’”“) Stw  si |oflow.

Alors A est surjectifde V — V' i.e. pour fe V', il existe u € V tel que

(2.9 Aw) = f.

Démonstration.

1) Soit w, ... w,, ... une « base » de V' ; on cherche u,, € [wy, ..., w,), vérifiant
(2.5) (@), w)) = (fiwp), 1<j<m.

L’existence de u,, suit du Lemme 4.3, Chapitre 1, en notant que

() (A, tn) = (f, tn) = (A, 1) = ¢l ]|
et donc, d’apres (2.3), (A(u,,), u,) — |l u, || = 0 pour || u, || = p, p assez
grand ;

(ii) la fonction v — (A(v), v) est continue sur [wy, ..., w,,] ).

() On peut plus généralement prendre g € L?'(0, T'; W—""'(r)) + LY(Z).

(2) Dans le cas non séparable, considérer, au lieu des espaces [wi, ..., wm), 'ordonné
filtrant croissant des sous-espaces de dimension finie.

(3 Les hypothéses (2.1) (2.2) entrainent que A est continu de Vfort - V' faible. Cf.
propriété plus générale dans (2), Définition 2.1, n™ 2.4.

LioNs. — Problemes aux limites non linéaires 7
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Par ailleurs (2.5) donne
(Gt ) = (fy ) < 1S Ml [l e ]
ce qui, grice a (2.3) montre que
|l < C.

Comme A est borné, il en résulte que || A(u,) ||, < C.

2) On peut donc extraire une suite u, telle que

(2.6) { u,—u dans V faible,

A(u,) - x dans V' faible .
Passant a la limite dans (2. 5) (pour m = u, j fixé) on voit que
6w =w) Y,
et donc
2.7 x=1/r.

Par ailleurs, d’aprés (2.5), (A(x,), u,) = (f, u,) = (f, 4) et donc, d'aprés
2.7):

(2.8) (A, u,) = (¢, u) .
On va voir que (2.6) (2.8) et les hypothéses (2.1) (2.2) entrainent que
2.9 x = A@w)

ce qui, joint & (2.7), montre le Théoréme.
3) On part de
(2.10) (A(u,) — A@),u, —v) =0 Yoel.
Utilisant (2.6) (2.8) on peut passer a la limite dans (2.10), d’ou
.11 (x — Aw),u —v) >0 VveV.

On raisonne alors comme a la fin de la démonstration du Théoréme 1.1
pour I’existence.

Onprend v=u— 2w, A>0, weV;(2.11)donne
Mx— Alw = w), w) = 0,
donc
(x — A@w = Aw), w) > 0,
etfaisant A - 0: (x — A(w), w) =0 VweV,dou(2.9). 1
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Remarque?2.1.

On peut « axiomatiser » la Démonstration précédente (et cela sera utile dans
la suite). L’opérateur A est dit avoir la Propriété (M) si

2.12) «wu, »u dans Vfaible, A(u,) > x dans V' faibleet
lim sup(A4(u,), u,) < (x, W) » = x = A(u).

Le Théoréme 2.1 est valable si I’on remplace (2.2) par (2.12) (en effet (2.9)
résulte maintenant de (2.8) par définition). |

2.2 Un Théoréme d’unicité. Applications de dualité

Naturellement I'équation (2.5) admet une solution unique si
(2.13) (A@W@) — A@),u —v) >0 VYu,veV,u+v.

Voici dans ce sens un résultat plus raffiné ;

Théoréme 2.2. — On se place dans les hypothéses du Théoréme 2.1 et on
suppose en outre que :

2.14) la norme || v || est strictement convexe sur la sphére unité de V ,
(2.15) A@w) = A@) = |lull = || v]l.
Alors I’équation (2.4) admet une solution unique.

Démonstration :
1) Vérifions d’abord ceci (*) :

u vérifie (2.4) si et seulement si

(2.16) (AW) = fiv—u) =0 VveV.
En effet si (2.4) a lieu alors

(A@w) = fivo — u) = (A@W) = fiv — u) + (A@v) = A@),v — 1) =
= (A() — A(w), v — u) = 0.

Réciproquement si 'on a (2.16) alors prenantv = u + Aw, 1 > 0, we V, on a
(apreés division par 1) :

(A + 2w) = f,w) =0
et faisant A — 0 on en déduit que (A(w) — £, w) > 0 Vwe V,d'ol (2.4).

(1) Remarque qui jouera un rdle essentiel dans I'étude des inéquations, cf. nr° 8.9.
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2) L’ensemble des solutions de A(u) = fest fermé et convexe.
Soit E Pensemble des solutions et, Yv € V, soit S, I'ensemble des u € V' tels
que (A(v) — f,v — u) = 0; d’aprés (2.18) :

E=NS,

veV
et comme S, est un demi-espace fermé de V, le résultat suit.

3) Si (2.15) a lieu, ’ensemble E des solutions de (2.4) est contenu dans la
sphére || u||l = p, p convenable ; comme E est d’'aprés 2) fermé convexe et
comme on a supposé la norme v — || v || strictement convexe, il en résulte que
Eest réduit a un point. j

Les méthodes précédentes sont voisines de celles utilisées dans I'étude des
applications de dualité et c’est pourquoi nous allons brievement étudier ces
applications de dualité (*).

Soit F un espace de Banach sur R, de norme || || et soit || ||, la norme
duale sur le Banach (dual) F’, et soit ( , ) le produit scalaire entre Fet F'.

Soit r — &(r) une fonction continue monotone strictement croissante
deR, > R,,®0)=0,P(r) > 0 si r— 0.

Une application J de F — F' est dite « application de dualité » relative a &
si les conditions suivantes ont lieu :

2.17) (V@) u)
(2.18) [ JG) ||

Naturellement cette notion dépend de la norme choisie sur F. |

[|7G) ||« Hull VueF,

&(]] u ll) VueF.

Exemples.
1/p
) S F= 1@, |lull = (J | u l”dx) = 1t llry s €)= P71,
2
alors J) = |ul""%u.
{ n t/p -
2) St F=WeP(Q),||ull = (Z [l Dy u ||'l:v(m) s D(r)y=1r""",
i=1

P=2 u

a)

Avant de montrer qu’il existe toujours des opérateurs de dualité, vérifions
des propriétés simples de J, résultant de (2.17) (2.18).

Ou
0x;

G
alors J(u) = — —(
() z; 0x;

(1) Qui seront trés utiles plus loin.
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Proposition 2.1. — Toute application de dualité est monotone.
Démonstration.
D’aprés (2.17)on a:
(2.19) (J@) = Jw),u — v) = || J@) ||« 1«1l + |[J@) [[« 1 01| =
— (J(), v) = (J(v), u).
Utilisons ensuite (2.18) ; posons : || u || = a, || v|| = b; alors (2.19) donne :
(2.20) (J@) = J@), u = v) = (D(a) — V(b)) (a — b)

d’ou le résultat. J

Proposition 2.2. — Si F est strictement convexe, J est strictement monotone.
Démonstration.

Il faut montrer que si (J(u) — J(v), u — v) = O alors u = .

Il résulte déja de (2.20) que [ u || = || v ||.

Notons que si ge F', g #0, || gllx = sup (g, v)etsi F est strictement
lell=1

convexe le sup. est atteint en un point unique de la sphére unité ; en effet le
sup. est atteint sur un ensemble convexe de la sphére unité.

On en déduit que u = v. Eneffet, si u 5 v(!), alors

v
* oy
il = 1l v]]) et donc

u
[Pl

u v

1960 s = (s60, 0 ) > (s, 120,

donc

(J@), v) < (J), u),
et de méme

(J(v), u) < (J(v), v)
et alors

0= (J(u) — J), u —v) > (), u) + (J@©), v) — (J@), u) = (J@), v) =0,
ce qui est absurde. ||

Montrons maintenant I’existence :

Proposition 2.3. — I/ existe toujours une application de dualité relative @ ®.
Cette application est définie de facon unique si F' est strictement convexe.

Démonstration.

1) Soit S la sphére unité de F. Pour v € S il existe, d’aprés le Théoréme de
HAHN-BANACH, un élément u* € F’ et un seul, tel que

Hu*lle = 1 (u*u) =1.

(") Non nuls. Si par ex. v =0 alors u=0.
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2) On définit alors J sur F par
2.21) J(u) = P(A)u*, A>0, uesS, u*choisicommeenl).

L’opérateur défini par (2.21) répond a la question. L’unicité résulte de la
stricte convexité de F’ (par 'absurde). J

Proposition 2.4. — Soit F un espace de Banach réflexif de dual strictement
convexe. L’application de dualité J relative a @ est hémi continue.

Démonstration.

En fait il y a plus : J est continue de F — F' faible.

Vu la construction (2.21) il suffit de vérifier que si u,, € S, u,, = uy(up € S),
alors J(u,,) = J(u,) dans F’ faible.

Or || J(u,) ||« = @(1) ; on peut extraire une suite u, telle que J(u,) — x dans
F' faible. Alors (J(u,), u,) — (x, uo) et donc

Fx e = (6 uo) = lim (J(w,), w,) = lim |} Jw,) ||« = 1 2 1l
donc

O uo) = xlle ltuoll,
Hxlls = (D(” Up ”)

et donc y = J(u,), d’ou le résultat suit. |

Comme J est borné (d’aprés (2. 18)) et coercif ((2.3) a lieu car &(r) — oo si
r — o0), on voit, en utilisant le Théoréme 2.1 (et la Proposition 2.3 pour
I'existence) que 'on ale:

Théoréme 2.3. — Soit F un espace de Banach réflexif strictement convexe
ainsi que son dual. Soit J Papplication de dualité de F — F' relative a &.
Pour f donné dans F', il existe u unique dans F tel que

(2.22) Jw) =f. 1

On peut compléter le Théoréme 2.3 de la fagon suivante :

Théoréme 2.4. — Soit F un espace de Banach réflexif strictement convexe
ainsi que son dual. L’application fe F' — u = J'(f) (solution de (2.22))
définit I’application de dualité de F' — F relative a &~ 1.

Démonstration.
11 suffit de remplacer u par J ~!(f) dans (2.17) (2.18). |

Le Théoréme 2.4 conduit naturellement aux espaces « réflexifs » et « stricte-
ment convexes ainsi que leur dual ». En fait, la deuxiéme hypothése n’est pas
une restriction essentielle, comme montre le résultat suivant di a ASPLUND [1]
auquel nous renvoyons pour la démonstration. Cf. aussi LINDENSTAUSS [1].
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Théoréme 2.5. — Soit F un espace de Banach réflexif de norme || ||. I
existe une norme ||| ||| équivalente a || || telle que, pour cette nouvelle norme,
F soit strictement convexe ainsi que son dual muni de la norme duale de ||| .

On peut compléter quelque peu ce résultat :

Théoréme 2.6 (cf. BREZIS-CRANDALL-PAZY [1]). — Soit F un espace de
Banach réflexif de norme|| ||. Pour tout a > 1 il existe une norme || ||, sur
F telle que :

(i) F soit strictement convexe ainsi que son dual (muni de la norme duale

I o de dl 1)

1 1
@ I M <l lh<all flas 2l llax < Hle < all s - 1

2.3 Exemples.

2.3.1 Opérateur A défini en (1.17), 1 < p < oo ; probléme de Dirichlet.

D’aprés ce qu’on a vu au n' 1 (ou encore, d’aprés ce qu’on vient de voir sur
les applications de dualité), le Théoreme 2.1 donne aussitdt : pour f donné dans
W™YP(Q), il existe ue Wo'(RQ) tel que

P~2 Ay
7o)

L
’““>=’i§,é;:(

et il y a unicité (d’apres le Théoreme 2.2 ou le Théoréme 2.3). ||

Ou
0x;

2.3.2 Probléme de Dirichlet non homogéne.
Soit 4 défini comme en 2.3.1. Il existe u € W'?(Q) unique tel que
AWy =1, few @),
ulp =g, ge W'PP(I) (cf. (1.51)).

En effet, on introduit w e W-P(Q) tel que wi, = g (un tel w existe d’apres les
hypothéses faites sur g). Introduisant = v — w, tout revient a résoudre ;

AW + w) = [,y e Wp"(Q)

i. €. un probléme analogue a celui du 2.3.1 avec I'opérateur A remplacé par
A, défini par

A(Y) = AW + w), w fixé dans W!°(Q).

On vérifie sans peine que A,, opérateur de Wg""(Q) » W™ "*(Q), posséde
les propriétés du Théoréme 2.1, ce qui montre I"existence d’une solution.
Soient maintenant u, et u, deux solutions éventuelles. Alors

uy = uy € Wo'(Q)
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et donc

(A(u,) — A(uy), uy — “2) =

. j ( Buy |P7% duy | uy "‘Zf’“z) (%ﬁuz)dx
] 0x; 0x; 0x; 0x, ox;  0x;
d’ou résulte que
ouy  Ou, .
ox; 0x; vi

etcommeu; —u, =0 sur I,onau, =u, |}

2.3.3 Probléme de Neumann.
On prend maintenant

V= winQ),

et pour u, v € V on pose

(2.23) a(u,v)= Y J|1>,.u|"‘2 D, uD; v dx +[ |u P *uvdx.

i=1 Q2

On choisit fe V' par

g(f, v) = Jnfovdx + Jrgvdr,
(2.24) i
( fo€ P (Q),ge Wt r(ry,

On peut appliquer le Théoréme 2. 1 ; onen déduit Pexistence de u dans W'+?(Q)
vérifiant

L9 (| ou " du .
(2.25) ; (‘67 6x)+ [ulP" u=fy,
"ol oulPT? du .
(2.26) Z: o, 1 , cos(n,x;)) =g sur I(").

Iy a en outre unicité de la solution (application du Théoréme 2.3). ||

Remarque 2 .3.

On adaptera au cas stationnaire les autres exemples donnés au n™ 1. |

(1) On peut justifier (2.26) par les méthodes de Lions-MAGENEs [1], Chapitre 2. Cf. aussi
nro 4 ci-aprés.
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Orientation.

Comme on verra ci-aprés au n™ 2.5 les conditions du Théoréme 2.1 sont
insuffisantes pour les « Opérateurs du Calcul des Variations » ; par contre
I’hypothése (2.12) est suffisante mais pour sa vérification éventuelle il est bon
d’introduire une « classe intermédiaire » entre les opérateurs ayant les proprié-
tés du Théoréme 2.1 et ceux ayant la propriété (2.12) : c’est la classe des opéra-
teurs pseudo-monotones. |

2.4 Les opérateurs pseudo-monotones

Définition 2.1. — Un opérateur 4 de ¥V — V' est dit pseudo-monotone si :
(i) A est borné,
(it) lorsque u; — u dans V faible et lim sup (A(uj), u; — u) < Oalors

(2.27) lim inf (A(u;), u; — v) = (A@w), u —v) VeV ().
Vérifions tout de suite qu’on a bien 14 une classe « intermédiaire » :

Proposition 2.5. — On a les implications :
« A borné, hémicontinu, monotone » = « A pseudo-monotone » =

« A ala propriété (2.12) » (i.e. « A est de type (M) »).

Démonstration de la premiére implication.

1) Si u; vérifie (ii) de la Définition 2.1 et si 4 est monotone, alors
(2.28) (Ap), u; — u)y > 0.
En effet, d’aprés la monotonie,
(A)), uj — u) = (A@w), u; — u) > 0.
2) Soitw=(1 —0)u+ 0v,0€]0,1[;ona:
(A(u)) = A(w), u; — w) =0,
donc

0(A(up), u — v) = — (AW), u, — u) + (AWw), u; — u) — 0(A(w), v — )

(1) En fait les hypothéses (i) (sans ’hémicontinuité) et (ii) entrainent que A est continu
de V fort dans V' faible. En effet supposons qu’il existe un -~ « dans V fort, A(un) ne ten-
dant pas vers A(w) dans V' faible. Comme A(ux) demeure dans un borné de V', on peut
extraire une suite u, telle que A(w,) - fdans V' faible, f # A(u). Alors

lim sup (A(uy), 4y, — u) = 0,
donc
lim inf (A(u,,), Uy — v) =(ffu—v) = (A(u), u— v) Voe V,
et donc f = A(u) ; il y a contradiction.
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d’ou, grace 2 (2.28):
Oliminf (A(uy), u — v) = — 0(A(w), v — u),
d’ou, divisant par § et tenant compte de (2.28) :
(2.29) liminf (A(u)), u; — v) = (A(W), u — v),
w=((1-0u+0v, Y0el0,I1f.
Faisant 0 — 0 dans (2.29) on en déduit (2.27). §

Démonstration de la deuxiéme implication.
Soit u; - u dans V faible, A(u;) — x dans V' faible et
lim sup (A(u;), u;) < (x, u).
Alors :
lim sup (A(x;), u; — u) <0
et donc
(AQu), u — v) < (d’apres (2.27)) lim inf (A(u)), u; — v) < (u —v) VveV,
et donc
x=Aw.}
Il résulte alors de la Remarque 2. 1 et de la Proposition 2.5 que 'on a le

Théoréme 2.7. — Soit A un opérateur pseudo-monotone vérifiant (2.3).
Alors, Nfe V', I'équation (2.4) admet (au moins) une solution. |

Naturellement tout cela n’est pour l'instant qu’un « jeu abstrait » dont
l'intérét n’apparaitra qu’aux 2.5 et 2.6 et, plus loin, dans I’étude des inéqua-
tions. |}

2.5 Les opérateurs de calcul des variations. Etude axiomatique

Définition 2.2. — Soit toujours V un espace de Banach réflexif séparable.
Un opérateur 4 de V' — V' est dit du type du « Calcul des Variations » s’il
est borné et si on peut le représenter par
(2.30) A@) = A, v),

ol u, v > A(u, v) est un opérateur de ¥ x V — V'’ ayant les propriétés sui-
vantes :

@.30) { YueV,v— A(u,v) est hémicontinue bornée de

VoV, et (A(u,u) — A(u,v),u —v) =0,

(2.32) VYveV,u — A(u,v) est bornée hémicontinuede V- V',
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2.33) { si u, > u dansVfaibleetsi (A(u,,u,) — A(u, u),u, —u)—>0
) alors, VveV, A(u,,v) - A(u,v) dans V’faible,

si u, > u dansVfaibleetsi A(u, v) »> ¢ dansV’faible,

alors  (A(u,, v), u,) - W, u). ()1

Un exemple de cette situation sera donné au n™2.6.

(2.34) {

Proposition 2.6. — On a I’implication :

« A du calcul des variations » => « A pseudo-monotone ».

Démonstration.

Soit u; — u dans V faible avec

(2.35) lim sup (A(u)), u; — u) < 0.
1) On va d’abord montrer que I’on peut extraire une suite u, telle que
(2.36) X, = (A(uk’ u) — A(uy, u), u, — ") -0.

En effet, on peut extraire une suite u, telle que Ay, ©) — x dans V' faible
(car A(u;, u) est borné dans ¥*) et ‘alors, d’aprés (2.34), (A(uy, 1), u) - (x,u) et
donc (A(u, u), 4, — u) — 0.

Cela, joint a ’hypothése (2.35), montre que lim sup X}, < 0 et comme, d’aprés
(2.31), X, = 0,0n a(2.36).

2) On peut alors utiliser (2.33) ; donc

(2.37) Ay, v) > A(u, v) dans V' faible VYoe vV,
et utilisant alors (2.34) ona :
(2.38) (A, v), 4, —u) > 0 VYoeV.

Comme X, > O,ona:
(A, u — u) = (A(uy, u), u, — u) > 0 (par (2.38))
ce qui, joint 4 (2.35) donne
(2.39) (AQug), u, — u) > 0.
3) On utilisc maintenant le fait que
(AG) — A, w), u, — W) =20 Vw,

aveew = (I — O u + 0v,0€]0,1[;1l vient
0(A(uy), u — v) = — (AW, u, — u) + (AQu, W), w, — u) + 0(A(,, W), u — v)
et utilisant (2.39) (2.38) (2.37) on en déduit

0 lim inf (A(u,), u — v) = 0 lim inf (A(u, w), u — v) = 0(A(u, w), u — v)

(1) Les hypothéses (2.30) ... (2.34) entrainent que A est hémicontinu.
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et donc, divisant par 0 et utilisant (2.39) :
lim inf (AQu), u, — v) = (A(u, (1 = 0) u + 6v), u — v)
et faisant 0 — 0, on en déduit (2.27). ||
On déduit de la Proposition 2.6 et du Théoréme 2.7 le

Corollaire 2.1. — Soit A un opérateur du Calcul des variations (au sens de
la Définition 2.2). Alors I’équation (2.4) admet (au moins) une solution. ||

2.6 Les opérateurs du calcul des variations. Exemples

2.6.1 Construction d’un opérateur A.
Notations.

On se place sur un ouvert Q de R", borné, de frontiére assez réguliére. On
désigne par N, (resp. N,) le nombre de dérivations en x d’ordre < m — 1
(resp. d’ordre = m). Soit A,(x, 1, £) une famille de fonctions réelles (| a | < m)
définies sur 2 x RNt x RV, vérifiant

(2.40) pour presque tout x € 2, la fonction 7, &€ —» A,(x, n, &) est continue
’ sur R¥t x RM et Vn, £ la fonction x — A (x, 1, £) est mesurable.

On pose :
Du={D'u|B|=k},
du={u,Du, ..., D" u},
A(x, du, D™ v) : x = A,(x, 6u(x), D,(x)) .
On supposera :

ilexiste ke LF(Q) telle que

(2.41) [ 40 O <clnlPh + €177 + k(x)],
1 1
l<p<ow, —+—=1.
14 p

On vérifie aussitdt ceci :

{ si (2.41) a liey, alors  Vu, ve W™P(Q), la fonction

(2.42) Ay(x, Su, D" v) estdans L’(Q). §

Remarque 2.4.

On peut améliorer (i. e. augmenter) I'exposant de | n | dans (2.41) (et en
distinguant les exposants selon I’ordre correspondant des dérivations), tout
en conservant (2.42), par utilisation du Théoréme de Sobolev. ||

Sous I'hypothése (2.41) on peut donc, grace a (2.42), poser Vu, w e W™?(Q)

(2.43) a(u, w) = Z Jn Ay (x, du, D™ u) D* wdx .

la|<m
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On introduit maintenant :
(2.44) V = sous-espace vectoriel fermé de W™P(Q), contenant Wg'P(Q) .

La forme w — a(u, w) est linéaire continue sur V, donc s’écrit
bl ’

(2.45) a(u, w) = (A(u), w), A@weV'(H).
Pour ue 2(2), A(u) est donné par
(2.46) A@w) = Y (= D" D¥(A4,(x, du, D" u)).
laj€m

Remarque 2.5.

La situation est, du point de vue des conditions aux limites, 'analogue des
problémes variationnels linéaires : les conditions aux limites « stables » sont
contenues dans I’appartenance a V, et les conditions aux limites complémen-
taires correspondent a l'usage (formel ) de la formule de Green dans (2.45).

Le cas V = W;(Q) correspond au probléme de Dirichlet et le cas
V = W™P?(Q) correspond a un probléme du type de Neumann. ||

2.6.2 Exemples ol les hypothéses de la Définition 2.2 ont lieu.
On va démontrer le

Théoréme 2.8.—On suppose que (2.40) (2.41) ont lieu ainsi que les hypothéses
suivantes .

a(v, v)

(2.47) ol

- 4+ o si fv]] - oo,

si |§] >0,

1
<z.4s>[ o, A O G

pour x fixé p. p. dans Q et pour | n | borné

Y (A0, &) = A(x,n, EN) (& — E5) >0 si E# &,
(2.49){ tel=m
p.p.dansQ, Vn.

Soit V donné avec (2.44) et A I'opérateur de V — V' défini par (2.45).
Alors, N fe V', il existe u dans V tel que

(2.50) A(u) = f.
Pour la démonstration, nous utiliserons les deux Lemmes qui suivent.
Lemme 2.1. — Siu, — u dans W™~ 1'P(Q) fort et ve W™P(Q), alors

(2.51) Ay(x, du,, D" v) - Ay (x, 6u, D™v) dans LF(Q) fort .

(1) Etou(yx, v) désigne le produit scalaire entre y € V'etve V.
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Démonstration.

Ce Lemme est un cas particulier d’un résultat plus général : considérons une
fonction x, A — f(x, 1) de 2 x RY — R qui soitdu type de Caratheodory, i. e.:

| pour presque tout x € 2, = f(x, A) est continue de R’ - R ;
| pour tout 1 € RY, x — f(x, A) est mesurable.

Sie = { ¢y, .., ¢, } est un ensemble de fonctions de 2 — R, on définit

Fx, @) 2 x =[x { @1(%), ey 9a(x) }) .

On dit que fopére de

d
‘l:[l Q) - Q) (1<p,q< o)

d
si, Voe [[ L'(Q) lafonction F(x, ) appartient @ LY(Q).
i=1

On sait alors (cf. M. A. KrASNOSEL’SKII [1], Théoreme 2.1, p. 22) que
d

© — F(x, ) est continue de 1_—[I Q) - 1/(9Q).
Le Lemme en résulte évidemment, en prenant :
d=N; et f(x,2) = A,(x, 1 D"v(x). 1
Lemme 2.2. — On suppose que (2.41) (2.48) (2.49) ont lieu. Soit
u,, ue Wmr(Q) avec u,— udans W™P(Q) faible.
On pose

(2.52) F,= Y (AJx, du, D"u,) — A(x,du,, D"u))(D*u, — D" u)
la|=m
et 'on suppose que (noter que F, e L'(Q))

(2.53) jﬂ F(x)dx - 0.

Alors

(2.54) A(x, éu,, D" u,) = A/x, du, D™ u) dans L7(Q) faible .

Démonstration.

D’aprés (2.49) F, = 0; donc, puisque u, — u dans W™~ 17(Q) fort (injec-



