MATHEMATIQUE 3

16 | Isométries du plan euclidien

TRANSLATIONS £7T SYMETRIES CENTRALES DU PLAN EUCLIDIEN

La définition d’une translation de vecteur V, du plan que nous avons donnée en classe de Qua-
tri¢me (livie de Quatritme, chap. 21, § 4) s'applique encore dans i¢ cas ol ce plan esi Euclidien.
Rappeions cette définition.

La translation ¢» est 'application de 1T dans I définie par :

e
Pour deux points quelconques M et M’ de 11 : / &\
M’ = 1, (M) ) .
si ct seulement si : MM’ = V., It
Alors si N est un autre point du plan ¢t N’ = t> (N). s fig. 1
de : MM =V et NN =V
on déduit : MM = NN

et en intervertissant les points moyens : MN = M'N'
et deux vecteurs égaux ayant méme module 1 || MN|| = [|MR ||
d désignant ia distance Buclidieane : d (M, N} = 4 (M’, N".

Alnsi pour deux points queicongues M er N du plan Euclidien, si M et N’ sony les images de
ccs deux points par la translation ¢y, ona: d(M, N) = d(M', N).

Nous traduirons cette propriésé en disant que toute transiation du plan Euclidien conserve la
distance (sous-entendu | de deux points).

Une symétric de cenire T est définie dans le plan Euclidien comme nous Pavons fait en classe
de Quatri¢me dans un plan quelcenque (livre de Quatriéme, chap. 20, § 1). Rappelons cette définition.
La symétric centrale S est Papplication de 17 dans 1 définie par ;
Pour deux points quelconqgues Met M de I1:

M’ = 8§ (M) st ¢f seulement si : ¥ est milien de (M, M.

fig. 2
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Alors st N est un autre point du plan et N' == §; (N},
I érant milieu commun 3 (M, M) et (N, N'), (M, N, M', N’} est un parallélogramme donc :

J— JU— g e

MN = N'M’ U encore MN = — MW

IIIIII Nl ouencore  d(M,N) = d (M, N

Comme une translation, une symétrie centrale conserve la distance.

On a prouvé ¢n classe de Quatridme, que les translations et les symétries centrales sont des bijec-
tions du plan ¢t cela est encore vrai si ce plan est Buclidien. L’étude faite dans ce paragraphe prouve
Que

Les transiations et les symstries centraies du plan Euclidien sont des bijections de ce plan qui
conservent la distance,

IBOMETRIES DU PLAN EUCLIDIEN

Denc pour une application { du plan Euclidien IT dans Ii,

Dire que 1 ¢st une isométrie signifie gue

Pour deux points quelcongues M et N de IT: 4 {M), 1 {N}) = d (M, N),
Nous avons donc démontré au paragraphe précédent :

Premitre conséguence de la définition d’une isométrie.
Si 1 est une isométric et M et N deux points quelconques <u pian Euclidien de

d{M, N) = d ¢ (M), i (N))

ondéduit que d(M, N} = ¢ st et seulement si dE{M,IN))=0

et d{M, N} 0 si et seulement si d{ie{MLIi(NH#0

on a done
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IMAGES PAR UNE ISOMETRIE DE LA REUNION ET DE LINTERSECTION DE DEUX
PARTIES DU PLAN

Soit f une application de source E et de but F.

Rappelons que si S est une partie de E, f (8) désigne Pensemble des images par £ des éléments
de 8§, donc si 8 est vide £ {8) est vide.

Ainsi f(@) = 2.

Soient maintenant § et T deux parties de E.
Comparons les deux ensembles :

UL e U

Pourtout éiémentxde SUT: xe¢eSouxeT

alors f()ef(S) ou  f(x)ef(T)

donc

f@ef(Syuf()y
ainsi tout élément de 8 U T a son image dans F{8) u f{T)

Autrement dit FBUTICfS)uf{T
Réciproquement, pour tout élément y de f (8 U f(T):
yef(8) ou yef(D)

ce qui signifie que y est Pimage par f d’un élément x de 8 ou y est Pimage par f d’un éiément x" de T,

Ainsi tour éBment y de f(8) U £(T) est élé-
ment de £ (8 U T} Cest-d-dire :

fBUfTMcfSUT

comme on a déja vu que

fBunNcf(®uf(T
onadonc: fFSUT =/F(Siuf(T)

Comparons maintenant .
fSnT) et f(S)nf(T)
Si: $nT=g fSnM=f(P)=0

$iSn T g,pourrout élémenm xde ST, xe$ e xeR
donc

fig. 4

fef(8) e fef(T done f{nef(8)nf(D

Ainsi tout éiément de 8§ 1 F ason image dans f (S) n F (D)
Cest-3-dire que

fEaTcf(S)nf(T)
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Considérons Papplication de Pensermble IN des pombres entiers ‘natarels dans lui-
méme qui est telle que £ () = 0 chague fols gue x est pair et f {x) = 1 chaque fois que x
st impair,

Soit s== {1, 2,31 et T == {3, 4,5

quels sont les ensemnbles
&, 0 f8aT a fEaf .
fes deux dernfers sont-ils égaux ?

Nous voyons sur cet exemple que Pinclusion £ (8 n T) ¢ £(8) n £ (T) peur &e stricte,

Ep appliquant ces résultats a une isométrie 7 du plan Euclidien on obtient pour deux parties 8
et T du plan

iSUD=i Ui e iSnTCiS)ni(h)

Mais dans ce cas
pour tout éiément N dei(S)né{Tona:

Nesi(8) e Nei(l)
ce qui signifie qu'il existe un peint M de §
qui a pour image N et qu’il existe un point
M’ de T qui a pour image N donc :
N=iM)=iM)

or <'aprés la propriété vue & la fin du paragraphe 2
iMYy=i(M) entraine M=M

Ponc N = i(M) avec MeS e MeT $0it MeSnT

Ainsi tout élément ¢ (8) N ¢ (T) est I'image d’un élément de § N T Cest-i-dire :
S )niMHci(8nT)

ce qu avee 1 (S N T) € 1 (8) n i (T) déja vue donne : SN T =i{8)ni(T)
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PROPRIETES DE LMIBOMETRIE

Soient A, B’ et C' les images par une isométrie 7 de trois points A, B et C.

fig. 6

a) Siles points A, B et C sont alignés on a d’aprés le paragraphe 3 du chapitre 14
dB,Q=d(AB)+dA,C) ou d(B,C=[d@AB)~d(A G|

en rempiaéant d (B, C), d (A, B) et 4 (A, C) par les nombres d (B', C'), d (A", B) et d (A", C') qui leurs
sont respectivement égaux, on obtient :
d{B,CY=dA,B)+dA,C) ou dB,C)=[d@A,B)—-d(A,C)|
ce qui d’aprés le résulat du chapitze cité ci-dessus entraine alignement des trois points A', B et C',
5} Si maintenant les trois points A, C et B ne sont pas alignés on a

[d(A, B) ~ d(A, C) | <d(B,C) < d(AB) + d(a, C)

et en ratsopnant comme dans le cas précédent
|d{A,BY —d(A, CY ] < d(B,C) < d(A, B) + (A", C)
ce qui prouve que les points A’, B’ et C' ne sont pas alignés.

fig. 7

Une isométrie transforme donc trois points alignés en trois points alignés, et trois
points non alignés en trois points non alignés.

Seit {1, ]} Ie repére d’une graduation Euclidienne d’une droite 4, sojent I' et J* les images de I
et | par une isométrie 7, on a alors

_ a1 =4d{Lp=1
donc (I', ]’} est le repére d’une graduation Buclidienne g' de la droite &' = (I'}*).
Si M est un point quelconque de A et M' == £ (M), I, J et M étant alignés, il en est de méme de

IhWJaM dopc M el
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De dIL, M= lgM)y—gD|=lgM)]|

on déduit puisque ¢ conserve la distance
d, M) = |[gM) —g I)|= |g M) =d(, M) donc [g(M}]=|g (M}]

fig. 8 /‘“‘\\ - "M

Les deux nombres réels g (M) et g7 (M) qui oat méme valeur absolue sont donc égaux ou
opposés.
Cherchons quels sontles points Mde A, telsque g’ (M) = — g (M} De d(I, M) =4{}', M)
on déduit
lg M)~ 1]|= g (M)~ 1|=|=gM)~1] ,

les deux nombres (g (M) — 1) et (— g (M} — 1) qui ont méme valeur absolue sont alors égaux ou
opposées, ¢est-d-dire : .
g{M) o 1= g (M) - ] ce qui est impossible car cela eatrainerait —1=1
oLl
g(M)y 1o g (M)~ 1 cequientraine g M)+ gM)=—141

¢'est-ddire
2eM)y= 0 et g(M)=0

M est alors en I on a bien en effet
-g AY=0=¢()

Pour tous les points autres que I on a done : g/ (M) = g{M) et cette relation est vérifide aussi pour I
cat g’ (I =0 =g (D).

Dane si (I, J} est 1e repére d’'une graduation Euclidienne g d"une drelte A et { une iso«
métrie {{ (1), 1 (J)) est le repére dune graduation Euclidienne g et tout point M de 4 est
tel gque : i (M) appartient & la droite contenant ; () et i {J) de plus

g G (My) =g (M)

81 U est le baryceatre des points M et N affectés des coefficients aet b tels que a + 5 # 0,
on E

_ag(My+b.e(N)
g(U)= a- b
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si U, MY, N sont les images de U, M et N par Pisométrie 4, en remplacant dans ia relation précé-
dente g (U}, g (M) et g (N) par les nombres g' (U'), g’ (M) et g' (N} qui leurs sont respectivement
égaux on obtient :
Uy = SE O+ b QO

autrement dit £ {U) esr je barycentre des points # (M) et # (N} affectés des coefficients g et b,

En particv¥ize si g == & = 1, Plnage par une isométrie { du milien de deux points M, N est ke
milieu de & (M), § (N)).

Si (M, N, P, Q) est un paraliélogramme, Pimage 7{8) du point 8, milieu commun 3 (M, P} et
(N, Q), est milieu de {F (M}, 1 (P)) ex (§ (N), 1 {Q)).

G{M), : (N}, 1 (B, £{Q)) est donc un paraliéiogramme.

fig. &

Scient A, B, C et D quatre points, ¢t & un nombre réel vérifiant la relation : €D = £.AB. On
a vy, en classe de Quatrieme que cela signifie qu'll existe une droite 4 er trois points M, N, P de
cette droite, tels que :

Jr—r—

MN = AB, MP=CD

¢t fgue pour toute graduation de cette droite D g e

MP = k. MN, en particulier pour une graduation ™~
Euclidienne g \

ona: P A
EB) — g (M) = hgN) —g (M) () | %
fg 10 T -

S1AL B, O, D, M, N, P sont les images par une isométrie { des points A, B, C, D, M, N, P
les points M/, N’ et P' appartiennent 3 une méme droite A’ et si g7 est la graduation de A', dont Ie
repére est Pimage par § du repére de g.
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On a pour tout point T de & : g’ ({ (T)) == g (T), et la relation (I} devient :
g@)—g M) =kl N)—g M) soit MP=rMN
(M, N, B, A) et (M, P, D, C} émant deux parailélogrammes il en est de méme de

(M, N, BLA) et (M,P,D,C) donc MN=AB & MP=CD

a relation MP’ == B. M/N' se traduit donc par C'D' = k. A'B".

IMAGE D'UNE DROITE PAR UNE IBOMETRIE

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que si (I, J) est le repére d’une graduation Bucli-
dienne d’une droite A, et si ¢ est une isométrie, pour tout point M de A, / (M) appartient 4 la droite
A" qui contient les deux points i (D et i (), que GALi(J) es
dienne g' de la droite A et que g’ § (M)} = ot
Z{M); donc si M décrit route la droeite 5, son
abscisse g (M) décrit Pensemble IR des nom- /
bres réels et ators e point 1 (M) dont Pabscisse 3
dans la graduation g' de A’ parcourt IR, décrit f JMW\\\ P
donc toute la droite A', L’ensemble des ima- ad Y
ges des points de A, est donc la droite A", -

Autrement dit @ F{A) = A",

Si maintenant M appartient & une demi-droite
fermée d’origine A, en appelant B, ie point de cette demi-
droite, tel gue (A, B) est ie repére d'une graduation
Fuclidienne g de (AB). SiA =i(A)et B = i{B) et g’
ia graduation de repére {A', B}, pour tout point M de la
demi-droite [A, B), le point / (M} appartient 4 la dreite 2
(A'B)etg (1 (M)} = g (M) montre que, quand M décrit
iz demi-droite A, B), g (M) décrit Pensemble IR+ des
nombres réels positifs, et alors, il en est de méme de
g (M), donc (M) décrit la demi-droite [A,B); g5 12
ce qui prouve que :

fig. 11
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Si maintenant M appartient 3 un segment de droite {A, C] en appelant B le point de iz demi-
droite [A, C) tel que (A, B) soit je repére d’une graduation Buclidienne g, et en reprenant les mémes
notations que ci-dessus. Quand M décrit le segment ce T
{A, C}, son abscisse g (M) déerit Pensembie des nombres f/ i \
réels compris entre § et g (CY (0 < g (M) € g (C)), mais
alcrs i en est de mdme de g7 (§ (M) ce qui montre que

,’—W gfm
£ (M) décrir le segment [f (A), 1 (CY], autrement dit : p /
1 ({A, B} == {1 (A), 1 (B)]. T fig. 13

o

Soient deux droites paraliéles A, et A, A, B
deux points de Al, C un point de A,; le point D tel

que AB = CD appartient 4 A, Si 1 est une iso-
métrie et A, B, ', D' les hmages gu'elle donne
deA,B,CetD,ona: CD = A'B’; les droites
£(A) et i {43 qui contiennent les bi-points équi- _ ¢
polients (A, BY) et (C', D7} sont donc parailéles. - o / o

fig. 14 Wong!

Supposens maintenant que les deux droites
A, et A, sont perpendiculaives, soit A leur point )
d'intersection, B un pointde A, telque d (A, B) = 1, fig. 18

et C un poimt de A, tel que d{A,C) == 1. 5i
rY
A\B

A’y B, C' sont les images de A, B, C par une iso-

meétrie 7 o0 3 3 y

A(ALBY=d{AB) ,dA,C) = dA0, 2N
d(B,C)=dB,C) ,

comme A b A ona: B,OFP={dABE+HACR
donc: (B, CHF = {d(A", B)]* + [d (A, T

ce qui prouve que A’ ¢’ L AR done gue les droites 7 {4} et £ {A;} sont orthogonales,
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Dans Ia démonstration précédente on a prouvé gue si trois points A, B et C sont tels que AB 1 AC
et d (A, B} = d (A, C) = 1, alors leurs images A', B’ et C’ par une isomérrie { vérifient aussi les rela-

tions A'B' L AC, dA,B)=dA,C) =1
BPonc si trois points A, B et C sont tels que (A, Kﬁ, Xé) est un repére orthonormé, leurs ima-
ges A', B, C par une isoméerie, sont telles que (A‘, ﬁ‘, X?é') est un repére orthopormé,

DETERMINATION DISOMETRIES A LAIDE DE REPERES ORTHONORMES — -
g —
Nous venons de voir gue si fes trois points A, B et C sont tels que (A, AB, AC) est repére ortho-

ormeé et A', B', C' leurs ima ges par une isométrie 1 alors (A’, K’B', A'C’) est aussi un repére ortho-
norme,

fig. 16

Pour tout point M du plan si (x, ¥) sont les coordonnées de ee point dans le repére
(A, Aﬁ,ﬁé) on & m=x.ﬁ+y.xﬁ

soit alors H le point tel que AH = x AB.

On a alors
HM = AM - AH = y.AC
HM est donc paraliéle & AC
si H=iH o M=iM)
de AH = z AB e ny.ﬁ s
on déduit : AH =xAB ea HM = 3. A'C

Comme A'M' = AH’ + HM' onadone AM = 2. AB +y.m
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ILimage du peint M de coordonnées (x, v} dans le repére orthenormé (A, Kﬁ, Ké) est le point M’
de coordonnées {x, y} mais cette fois dans le repére orthonormé (A, AR, A_’Z‘:’)

Réciproquement, étant donnés deux repéres orthonormés (A, AB, AC) et (A", AF, AC)
étudions Papplication f de [1 dans {1, qui au point M de coordonnées (x, y) dans le repére (A, AB, Al)

fai1 correspondre le point M’ qui a les mémes coordonnées (x, ¥) mais dans le repére (A’, X’"ﬁ’, .A_’(f')

Soient M, et M, deux points dont les coordonnées dans le premier repére sont (x,, 3y} et (x5, ¥a),
ces deux couples représentent donc les coordonndes de f(M,) et f(M,) dans le second repére; cal-
culons la distance d (f (M}, F{M.)) en urilisant le second repére corthonormé on a

d(f (M f(Mo)) = V(g = 2 + (33 = y2)?
en atilisany cette fois le premier repére orthonormé on a
d My My) = V& = 5 + (s — 3 donc d (M, My} == d (f(My), f(M,)

'application f conserve done la distance; ce qui prouve gue c’est une isométrie.
Remarquons que A ayant pour coordonnées {0, 0) dans le premier repére, son image f (A} est
ie point de coordonnées (0, 0) dans le second repére, Clest-3-dire que f{A) == A/,

Quels sont les poings [ (B), et f{C)y?
Ainsi f est une isométrie qui transforme les points A, Bet Cen A', B’ e1 C' et c’est a seule puisque
dans ce cas 'mage M est déterminée de maniére unique.

Ce que nous venons de voir dans ce paragraphe prouve aussi, que pour tout point M’ du plan,

point M du plan tel que M’ = i{M), & savoir le pomt M donr les coordonnées dans le repére
' ({), ﬁ, (mfﬁ) sont {x', ¥'), ce qui prouve qu'une isomérrie est une bijection du plan sur hui-méme,
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MAGES D'UN DEMI-PLAN ET D'UN CERCLE PAR UNE IBOMETRIE

Etudions l'image que donne une isométrie ¢ d’un demi-plan fermé.
Soient A et B deux points du bord de ce demi-plan tels que : (4, B) = 1,
Soit slors € le point de ce demi-plan, tel que ; J{A, C) =1 e  ACL AB

fig, 17

Pour qu’un point M apparticnne & cc demi-plan [AB, C) il faut et il suffit que son ordonnée y
soit positive ou muile, 8i A%, B, ' et M/ sont les images de A, B, C et M par Pisométrie on sait que le
point M’ a dans le repére (A, X’%’, ﬁ’) le méme couple {x, ¥} de coordonnées que M dans le
repére (A, Kﬁ, KE)

Donc quand M parcourt le demi-plan [AB, C), ¢ couple (x,¥) de ses coordonnées dans
(A, ﬁ, X&) parcourt Pensemble de IR X IR+ produit cartésien de Pensemble des nombres réels R
par Pensemble IR des nombres réels positifs. Mais le couple des coordonnées de M’ dans le repire
(A, A", A’C') parcourt le méme ensemble IR x IR* done M’ parcourt le demi-plan {A'B’, C').

Autrement dit 'image du demi-plan {AB, C) est le demi-plan [A'R', C).

Soit C{A,r) le cercle de centre A et de rayon r
et { une jsométrie plan. Pour tout point M dece cercleona:

dA, Mymsr , si M = (M) et A’ = i(A)

fig. 18
ona:

d{A, M) = d (A, M) doae dA  MY=r

et M' appartient au cercle C (A, ¥} de contre A’ et de rayon r.

Tout point du cercle C (A, r) 3 zinsi son image qui appartient & C (A, v), autrement dit
H{C{A, M CC@A,Y
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Réciproquement, pour tout point N’ de C(A',r)
on a d (€, N} = r, { étant bifective il existe un point N
du plan tel que 1 (N} = N’
mais de: d (A, N) == d{A’, N} on déduit :
d{A,N)y==r et NeC{Anr

fig, 18

Ainsi tout point de C{A’,r} est I'image d'un point de G (A, r), autrement dit
CA,L)Ci(C@A,

ce qui avec Pinclusion réciprogue déja vie montre gue
i{CA, ) =CA,n)

Erudions "image que donne une isométrie § du disque ouvert D (A, r) de centre A et de rayon r.

Avec les mémes notations que ci-dessus, pour tout point Mde D (A, ryona

82

d{A,M)<r etcomme d{A,M)=d(A, M)
d{a' MY <r donc MeDA,n

Ansi: DA MIICDALY
fig. 20

En vous inspirant de la démonstration du théoréme précédent démontrez que
DA DA YD

Onadonc: (DA, =D,

Quelle est Pimage du disque fermé de centre A ot de rayon r?
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EXEROCICGES

1. Si A, B, C, D sont quatre points du plan, tels que {(AB) 7 (CD) ¢ (A, B} = d (C. D} et B ez D sont situés
dans deux demi-pians distinets de bord (AC) : démontrer que (A, B, C, D) est un parailélogramme.

2. 5 {x, y} est ie coupie des coordonnées du point M dans le repére (O, :,;)

a) Calkeuler en fonction de x et y les coordonnées (X', y'} de Pimage M' du point M par & symégrie centrale S
dont le centre est le point A de coordonnées {1, — 2}

by Calculer en fonction de (x, v} les coordonnées (x7, y"} de l'image M” du point M’ par ia granslation t de vec.
teur ¥ de coordonnées {3, — 1), Montrer que quand M varie le milieu de (M, P’} est un point fixe; en déduire
la nagure de fa transformation t o §.

3. k éuant un nombre réel différent de O soit b, V'application du plan dans lui-méme définie par M == Ry (M) si ez
seulement si OM' = k.OM.

a3 Quels sont les points fixes de by (C'est-3-dire les points M tels que M w= by, (M})  F, est-elie bijective? quelle
est la réciprogue de h,?

b) Comparer d {M, N} et d (R, {P1), b, (N)}. Démontrer que si | est une isométrie f,oiohf? est aussi une iso.
métrie.

¢} Démontrer que |z composition donne i Pensembie des h, obtenus avec toutes les valeurs possibles du rée!
non nul k, une structure de groupe commutatif,

4. (O*f ;) est un repére orthonormé, soit f I"application qui au point M de coordonnées {x, y} fait correspondre
ie point M’ dont les coordonndes (X', y') sont donndes par X =iy ety amx -
o) f est-aile bijective? Quels sont les points fixes de f {tels que : M = f{M}}. 5 C est un tel point, vérifier que
fes vecteurs M et CM’ sont orthogonaux.
B} 5 M, et M, sont deux points comparer d (M. M,) ez d {f ). F (M)}, Que peut-on en déduire pour I'appli-
cation f?
¢ Quetles sont les images de ia droite d'équation x == 3; quelle est celie de 1a droite d'équation y = x?

Le repére (0, ?;) du plan étant orthonormé, soit f I'application qui au point M de coordonnédes {x, y} fait
correspondre le point M’ dont les coordonnées (¥, y') vérifient X' =t~y e y =] x

5

a} f est-elie bijective? quei est 'ensemble £ des points fixes de § {tels que M = [ (M),

b} Démontrer que quand M varie fe vecteur MM’ reste orthogenal ay vecteur fixe V de coordonnées {f, — 13}
et que e miliey de (M, M’} appartient 3 E, Quelle est ia transformation fo f?

Le repére {o, ;;) étant orthonormé Fapplication f qui au point M de coordonnées {x, y} fait correspondre le
point M’ de coordonnées {x', y') avec X' = 3 — y et ' == — 1 — x gst-elle bijective? admet-elie des points fixes
{voir ci-dessus) f est-elie une isométrie.

[}

&

7. f est application qui au point M de coordonndes {x, y} en R.O.N. fait correspondre fe point M’ {x', ¥’} avec
1 1
4 T ? — 4 I S "
Xm0 x—5y) Y o=(=44 5512y
Queels sont les poines fixes de f, comparer d {My, M) et & {f (M}, F(M,}) [ est-elle une isoméerie?

8. Reprendre les mémes questions que dans {'exercice précédent avec cette fols :

x R
I'ﬂy*i&{i+x+y} et y’*l/z—z(«wﬂ«x“r)
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9.

19,

On appelie max (o, b} le plus grand des deux nombres @ et b et min {o, b} le plus petit. $i f est I"application qui
av point M de coordonnées {x, ¥} fait correspondre le point M’ de coordennées {x', y'), avec :

o = rnax (2, ¥} et ¥ = min (x¥)
5i A a pour coordonndes 1,0}, B(0, 1), C{0) e D@, - 1)

a} Quelles sont les images des segments de droite [B, D} ez [O, C]!
Comparer

fEB.DINIO.CH et (B DH nfO. LD
b} Comparer

FEB, D]~ [O.Ch et f{B, Dh-—f{o.CH

5i { est une isométrie et £ et F deux parties du plan, comparer les deux ensembles F (£ — Fy et § (E) — i (F).

1.

12,

L'image par une isométrie | du centre de gravité G d'un triangle (A, B, C) est-eile centre de gravité du triangie
(A, (B, 0 (O
Soient t 1a translation de vecteur AB et i une isométrie,

a) Démontrer que i1 o to est une translation; quel est le vecteur de cette translation? (On sppeliera C
et D les images de A et B par Pisométrie i~}

b) i on appeble fapplication de I'ensemble T des translations planes dans T définie par f{t) = i"totol, fest
elle bijective?

Comgparer Fltot'y e f)of(t)

5 C est une partie convexe {voir chap. 15, ex. 16} du plan et i une isométrie, démontrer gue i {C} est une partie
convexe du plan,

14.

15

-

6

17.

$i E est une partie du plan et i une isométrie, comparer |'image par { du complémentaire dans le plan de £ au
complémentaire dans e plan de i (E),

$i fest I'application qui av point M de coordonnées (x, y}, fait correspondre Je point M de coordonnées (X', y'},
avec ' == 2% et p e yR
a) L'application [ est-etle une bijection du plan sur luiméme? Deux points distincts M, et M, sont-ils toutours

transformés par f en deux points distincs? (84 ndh, donper un exemple). Quels sont fes points fixes (M == f {M)}
de f1

b) Quelle image f donne-t-elie du cercle de centre O et de ravon 1. {Le repére du plan est supposé orthonormé.}
<} Si E désigne le demi-plan fermé d'abscisse positive. dont ie bord est 'axe {0Y) préciser puls comparer les

deux ensembles F@nEY et By (f¢ED

— e,
Si une sométrie i est telle que deux points donnés A et B ont des images A’ et B vérifiant AA’ = BB cette
isométrie est-¢lle nécessairement une translation?

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O, T,;) les points A, B, C et 1 ont respectivernent pour coor-
3 4 4 3
donndes {1. 0) » {0. ?) > (5} g) et (--- g! g)'

4) Montrer que (6”’(:. 66) est une base orthonormeée.

b} Calculber 3 I'aide des coordenndes {x, y} du point M, les coordennées (X', ¥') de I'image M’ du point M par
I'isométrie i telle que : I{OY = Q, (A} = C et iiB) = D,



17 § La symétrie orthogonale et le groupe
des isométries

SOMETRIES ADMETTANT DEUX POINTS FIXES DISTINCYTS

Lidentité du plan Euclidien est évidemment une isométrie, car pour deux points quelconques
MetNdell:
d (1dx (M), Id; (N)) = d (M, N}
On appelie point fixe d'une isométrie ¢, un point F el que : i (F) = F,
‘Tout point dua plan est donc un point fixe de Id;.

Proposons-nous de trouver toutes les isométries § admettant deux points fixes distincts donnés A
et B; augrement dit telies que :

A=A & {(B=8B

Si f est une telle isométrie, pour tout point M de la droite & qui contient A et B, i existe un
nombre réel & tel que AM = k.AB.

Si M' = {{M) comme A =:{{A) ¢t B=1{B) on obdent :

AM' = k. AB s donc AM' = AM s

M et M’ sont alors confondus, autrement dit, tout point M de A est tel que @ 1{M} = M.

Ainsi si une isométrie { admet deux peints fixes distincts, tout point aligné avec ces deux points,
est fixe pour cette isométric.

8i C est un point non aligné avec A et B, deux cas sont alors & envisager :
1¢ ou Pimage €' du point C est confondue avec C (3 {C) == C},

2 ¢
O
N

Alors pour tout point M du plan, si M' = {(M)on a
AGE{AL (M) =d{A, M} dohe d{AM)=d{A M)
et de méme :
dB,MY=dB,M a dCM)I=4d(CM
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En supposant M’ distinet de M3 A, B et C gui sont équidistants de M et M' appartiendraient
a Iz médiatrice de (M, M’} et seraient alignés, ce qui condredit le fait que C n’est pas aligné avec A
et B. L’hypothése § (M) ¢ M entrainant une contradiction est donc fausse, et pour tout point M du
plan : i(M)= M.

L’isométrie i qui admet les trois points fixes non alignés A, B ¢t C est done Id..

i3

fig. 2

20 Ou C ## €, alors pour tout point M non aligné avec Aet Bsi M = i{(M)ona M s M,
sinon d’aprés le 19 :
fmid, e C=¢ ,
ce qui contredit ’hypothése, alors
diE(AL{iMN=dA, M) done dAMI=dA M
et A appartient & la médiatrice de (M, M'); de méme B appartient 3 la médiatrice de (M, M), Ia
droite (AB)} est done la médiatrice de (M, M.

Que M appartienne ou non 2 la droite A qui contient A er B, ¢ (M} est alors le symétrique de M
par rapport A la projection orthogonale de M sur A,

Cherchons es points fixes d’une symétrie orthogonale par rapport 2 la droite A; pour que
Sa (M) = M, il faur et # suffit que le milien de ces deux points soit confondu avec M, il faut done
et # suffit que M solt confondu avec sz projection orthogonale sur A, ce g a liew, si et seulement si :
MeA.

L’ensemble des points fixes de Iz symétrie
orthogonale 8, est la droite A;

si M’ = 8 (M) et H laprojection orthogonale de M ]
sur A, H est aussi la projection orthogonale de M’ fig. 3
sur A, et M est syméerique de M' par rapport & H




CHAPITRE 17 <203

donc : M = 8§, (M), ce qui prouve que pour tout point M du plan 5, (5, (M)) = M aurrement
dit : Sa08, = Id,, §, est involutive, donc bijective,

¥
Seit (O, U) le repére d’une graduation Euclidienne \ M
de A. Si on désigne par # le vecteur OU on a ilﬁif = 1, ©
. ) . > PO ) . 1]
On sait qu'il existe un vecteur v, tel que (O, i, v) solt fig. 4
u#n repére orthonormé,

Bpar

Soient slors {x, ) les coordonnées dhun point quelcongue M du plan; si H est la projection ortho-
gonale de M sur A, 'ordonnée de H est nulle, en désignant par & 'abscisse de ce point, les coordon-

nées du vecteur HM sont (x — h, y) comme HM est nul ou de méme direction gue ;:, il existe un
nombre & tel que HM = k.7, les coordonndes de HM sont {0, k) donc
X = et A=1x ,
les coordonnées de H sont donc (x, 0); si (&', ¥") sont les coordonnées du point M’ = §, (M),
H milieu de (M, M') est équivalent & :

* A% yEy
5 =X et 5 =

donc 2 :
x4 x=2x et y4y =

ce qui est vérifié si et seulement si

¥ ey L
x'=x
Finalement M’ = 84 (M) si et seulement si @ { et
Yy -y
EXEROICE
Erowtihisant les formules oi-dessas
ay Retrouver los poines fxes de S,
£y Laleuler dos coordonndes de M7= S0M7 Quelle propridté de § retrouve-t-on
ainst ?

¢) Quelles sont les coordonnées du symétnigue de M par rapport 4 la perpendicu-
aireen O & &2
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Si {x,, y,) sont les coordonnées d'un point M, et {x,, ¥,) celles de M,
(x1> v1) les coordonndes de My =S (M)} et (x1, yo) celles de M; = S (M,) on a
=L o O m om . M mA ; Yim —
donc

d(Mi, My) = Viwe — 20F + (78 — y0F = V{xg ~ 28 + (— 3o + y0° = d (My, My).
S, conserve la distance, Sa est donc une isométrie,

Les résulturs de ce paragraphe peuvent s’énongcer :

COMPOSBEE D ISOMETRIES PARTIQULIERES

. . . - *
a} On a vu en classe de Quatridéme, que si 2> et £ sont deux translations de vecteurs uete, 004 !

FaOle = f4 » et I+Ots W= LaQ 1s
u 14 L2 1) u ] b4 u

b) Erudions la composée de deux symérries centrales de centres A et B. Pour tout point M du
plan: M’ = 8§, (M) signifie que: A est milieu de (M, M) M" = 8§, (M) signifie que B est milicu

de (M, M") "
B
fig. 5 a w\
M AM’“ fa-
alors

J—

MM’ = MM’ + M'M’ = 2 AM' + 2 M'B = 2 (AM’ + M'B) = 2 AB

donc
M = (8,08} (M) si, 1 seufement si ¢ M = = (M)

pour tout point M :

SpoSs (M) =z (M} autrement dit  SpoS, = foey

Quelle est la transformation S, 05,7 5,08, est-clle égale 4 85,08,7
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D'aprés b) Sy 0 8, = t;p; donce si on choisit

2AH l o S
le point Btel que : AB = zvonazy = Sz08, fig. 6 v .
alors: £, 08, ={8poS08,=8z0(8s05) ®
et comme S, est involutive S, 0 S, = 1, a®

dong : 1,08, = Sg ok, = 8y
Cuelle cst la natuge de S, 0 ;;P est-ge que fr08, = 5,0 rlf?

d) Erudions la composée de deux symétries orthogonales par rapport 4 deux droites perpendi-
culaires & et A,

. 5 A ey,
Choisissons un repére orthonormé (0, u, v, 011 O est

le point dintersection de & et &' # 3 méme direction que MO Sy 5
A et o méme direction que &' *
Si(x, ¥) sentles coordonnées d'un pomnt quelconque v 4
M du plan B
(xy 3} celles du point M’ =S, (M)
et (2", ¥ celles de M” == §,, (M) &
fig.
On a
XX ix" = — % F=—x
et 1 " donc t
y=-y ¢ zyw ¥ ;eym«—y
Alors

OM = v it 4375 = — = yo = ~ (x4 %) = — O
O est donc e milieu de (M, M™), si Sg est la symétrie centrale de centre O,

Pour tout point M duplan:Sa 0 Sa (M) = So(M) et Sa 08a = So.

Hst-ce gque S___} OS;A\‘.' = S__-l.a 4] S‘_';?
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e} Seir O un point d"une droite A, étudions S, 0 8a.

On sait d’aprés le théoréme précédent, que si A% est
Ia dreite contenans O et perpendiculaire 3 A,

Sy 08; =5,
donc Sa08, = (Sar08,)08, =84 0(8, oSA)_
et comme
SaoSa=1d. Sp08s=S8s0ld. =38,

Quelle est 55,085,7  ost-elle égale 3 §,08,7

Bst-ce que la composidon donne 2 Pensemble {1d., Sa, Sy, 840} une structure de
groupe commutatif?

£} & et A sont & présent deux droites parallRles; érudions S5,08,
pour tout point M du plan si H est la projection orthogonale de M sur 4 et M/ = §; (M)
ators H est milien de (M, M".

51 H' est ia projection orthogonale de M’ sur A’ et
M" = 8, (M), H' est miliew de (M’, M"). Les droj~
tes A et A érant paralitles, toute droite orthogonsle 3
Pune est orthogonale 4 Pautre, i en est donc ainsi de Ia
projetante de M sur A qui contenant M’ est aussi proje-
rante de M’ sur &', et porse donc les cing points M, H,
MY, HY, M

fig. 9

On 2
MM = MM’ + MM = 2HM' + 2 M = 2(HM' + M'A') = 2 HE
Si A est un point de & et A’ sa proiection orthogonale sur A, si les droites A et A sont distine-

tes, H' s H e A’ A les droites (HH") et {AA’) ont méme direction orthogonale  ceile gui
est commune 4 A er A'; H, A et A’ p'éant pas aligné (H, H', A’, A) est donc un parallélograrame

et HI' = AA"
e e r—
Finalement' MM” = 2,.AA’ e M = e, (M)

Ainsi pour tout point M duplan : SoS (M) = Liry, (M); autrement dit: Sy, 08y = 7 o0
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Quelle est S,085,7 est-ce que S 08, = 5, 08,2 Que se passe-t-il gquand
A AP

g) Eant donné un vecteur o de direction orthogonale a celie d’une droite A ¢tudions la compo-
sée 120 Sa.

On a vu en f), que st A est un point de A et A’ un point tel que A soit Ia projection de A’ sur
A, 81 A7 est la paraliéle & A contenant A’ ¢
S,;\f OS,_& g

HAAS

on peut alors choisir le point A’ tel que:

AR %5 alors SyoSym= tx
dong

f:CSA = (SA;OSA)OSA = S_y C‘(SQ OSA) B SA(OIC’{“ g Sar.

Bans tous les exempies de ce paragraphe on 2 vénfi€ que la composée de deux isométries est une
isométrie; proposons-nous maintenant de savoir si cela est vrai quel que soit le choix des deux iso-
métries,

LE QROUPE DES ISOMETRIES

Scient et #' deux isoméuries du plan Buclidien. “\ fig. 11
Pour deux points quelconques M et N duplan, on a: y
4G (M), i (N)) = d (M, N) " ~_—\,

ec d @GO, i G N)) = d (G (M), § (N)) o
donc: d{@oi(ML¥oi(NN=d(MN) ;

autrement dit : ' of conserve la distance, c’est done une isométrie,

Ainsi la composée de deux isométries du plan est une isomérrie. La composition est donc une
loi de composition interne dans Pensembie des isométries.

Si 1 est une isométrie eile est bijective et admet une application réciprogue £-1. On sait que

M’ = 1(M)  signifie que M = i(M)
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y

Pour deux points quelconques M ¢t N du plan ! ™
§: Momit(M) et N =ii(N) T §
ona: M=i(M) et Na=i(N) T

donc puisque i conserve la distance : 4 {f (M), 1 (N)) = 4 (M', N}

ce qui devient 1 d (M, N} == d{§ (M), =1 (N))

. . . s . fig.
17! qui conserve a distance est donc une isométrie. 812

On a vu que lidentité de 1T est une isomérrie, et cette isométrie est neutre pour a composition
car pour toute isoméniei: fold, =Jld,o0f e
Si 1 est une isométrie {? est une isométrie vérifiant ; foi tai~tofmId,
autrement dit -2 est symétrique de ¢ pour la composition,

81 on remarque que A et B érant deux points distinets et S5, Sg érant Jos symétries cengrales de
centres Aet Bona:

SBOS&ﬁ 321-—3:— ef S‘QCSBW IZﬁi
ch;éBondéduit:2ﬁyé§donc:
2AB#2BA et t-.3 1. et $,0S5 #8308,

ZAB 2BA

La composition n’est pas une loi cormmutative dans Pensemble des isomérries,
Nous avons ainsi prouvé ;

DETERMINATION D'UNE ISOMETRIE PAR L'IMAGE QWELLE DONNE D'UN YRIANGLE

Soient A, B, C trois peints non alignés et A', B/, C' wrois points tels que :
dABY=dAB) , dB,CY=dB,C e dJdC,A)Y=4d(CA) ,
alors [a relation : 14 (A, By — d (A, O)] < d(B,C) <d(A, B) + d(A, O

entraine : [d (A', B') — d (A, C)| < d(B', C) < d (A, B) + d(A’, C)

ce gui prouve que les points A’, B’ et C' ne sont pas alignés.
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Soit U le point de la demi-droite  [A,B)  telque d@A,U=1
et T’ le point de la demi~droite [A, B) telque d(A, U} =1

o

fig. 13

Soient V et V' les points tels que (AU, AV) & (AU,AV)

soient deux bases orthonormées le point V appartenant au demi-plan [AB, C) et V' appartenant au
derni-plan [A'BR', C7),

1l existe une isométrique £ telle que : A’ == 1{A) U =i{U) et V = i(V)
appeions C" Pimage de C par cette isométrie.

C appartenant au demi-plan JAU, V).a donc dans le repére (A, AT R Kw\?) une ordonnée stricte-
ment positive, son image C” a done daps le repére (A, AU, AV} la méme ordonnée strictement
positive,donc C” appartient au demi-plan ouvert JA'LY, V') de plus

diA, Cy = d(A, O et 4B, CY=4d(B,C) ,
comme par hypothése: d{A', C) = d{A, ) et d(B,C)=dB,C)

onadong:d{A,CN=dA,C) et dE,Ci=4dE,C)

Supposons alors que C” et C solent distincts, des derniéres relations on déduit que A' et B’
appartiendraient & Iz médiatrice de (C', C”) ces deux points seraient dans deux demi-plans ouverts
distincts de méme bord (A'B') ce qui contredirait le fait que C" € JA'U', V')

donc . C’ et C" sont confondus et C = i{C)

Le raisonnement que nous venons de faire prouve qu'il existe au moins unc isométrie qui trans-
forme fes points A, B, Cen A, B et C.
Cherchons & voir si cette isométric est la seule,

Soit donc ¢ une autre isométrie telle que: A’ =" (A} B =¢(B) et C' = £ (C)

Nous savens que 1'application réciproque % de 1 est une isométrie; de plus
FHE A} = (A=A deméme IE'(B)~=B et FLEFCH=C
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lisemétrie i~? o7 admet donc les trois points fixes non alignés A, B et C; d'aprés un résultat connu
Pidentité est la seule isométrie ayant cette propriété, donc

lof =Id; et i={io{ftof) == (foioi = Id,0f = {

7 == § et 7 est donc la seule isométrie transformant A, Betr Cen A/, B er C.

On dit gue deux isoméiries 1 et 7 coincident sur {A, B, C} st 1(A) == " {A), £(B) = # (B} et
1 {C) == ' (C).
La démonstration précédente permet d'obrenir le résultar :

DECOMPOSITION B'UNE SOMETRIE EN SYMETRIES ORTHOQONALES

Soit 7 une isométrie différente de Id,,, il existe donc un point A tel que 7 (A) ¢ A; désignons par
Al le point 7 (AL
Diésignons par §, la syméirie orthogonale par rapport 3 la médiatrice de (A, A")

Alors, ou bien 1 = §,
ou bien 7 # S,, et dans ce cas comme A’ == §, (A)
il existe un point B distinct de A telque: #(B) # S, (B).

Posons : B = §,(B) et B = {(B;

donc B 5 B
i conservant la distance on a : d4{A,B) = d (A", B

S, conservant la distance 4 (A, B} = d{A', B}
donc d{A, B} =d{A,B")

Ie point A’ appartient donc 2 la médiatrice de (B', B").
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Désignons par S, la syméuie orthogonale par rapport 4 }a médisrice de {B', B") on a alors
Al =8, (A7 et B =8,(BY
et Al = 8,08, (A et B'= 8,08, (B)
Alors, ou bien § == S,08,

ou bien 1 3 8,08, alors si C est un point n'appartenant pas 4 Ia droite (AB) les deux isomérries 7 et
3,08, ne peuvent d’aprés le paragraphe 3, coincider sur {A, B, C}

donc: 1{C) # 8,05/(C) ,

en posann: ¢’ == { (C) et Cax 8,08, (C)
on a puisque 1 ef 8,08, conservent Ia distance
d{A, Cy=d{A,C) , d{A,C)=d{A,C) donc Jd{A,C)=d{A,CY
de méme
dB,Cy=d(B,C) et d{B,C)=d(8, ) donc d(B,CHY=d(®B,C"
A’ est donc équidistant des points C et C7 et il en est de méme de B'; Ia droite (A'B") est done ia
médiatrice de (C', C"); si on édsigne par §; la symétrie orthogonale par rapport & la médiatrice de

{C,CN ona
Ce=8(C B =5838) e A=S§A)

donc
Cla= 8, (8y08,0) » B = §;(5;05,m) et A = 83 (8,08,4)
autrement dit
1{A) = 8,08,08/{A) , i(B)=5;085;05(B) et i{C)= §5085,08,(C)
les deux isométries 7 et 8308, 0 8, qui coincident sur Pensemble de trois points non alignés (A, B, C}

sont alors égales.
En résumé on a

HE N ou =808 ou = 505,08
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EXERCICES

1. §i § est la symétrie orthogonale par rapport i Ia droite A, démontrer que I'image d'une droite A' par § est une
droite A" qui coupe A7 en un point de A, ou blen qui est paralidle 3 4",

2, 8i 8 er 87 sont les symétries orthogonales par rapport & deux droites A et A', alors si § o § est I'identité on a
A=A

3. Une application f du plan dans te plan transforme un point quekanque M de coordonnées (x, y) dans un R.O.N.
en un point M’ de coordennées {x', y'} données par :

¥ 1 r___1
xmﬁ(5x+%2y} et y._ﬁ{thwSy)

a} Si M, er M, sont deux points du plan de coardanndes (x,, v,) €t {x,, ¥;)}, comparer les distances o (M,, M} et
d{f M, F ML) Que pest-on en conclure pour f7

b) Quet est I'ensemble F des points fixes de f {points M tels que - M == § {M)).

¢} Montrer que quand M varie le vecreur m?‘?l‘rl, reste arthogonal av vecteur V de coordonnées (3, 2}. Que peut-on

dire de |a direction de ce vecteur et de E!
Démontrer que le mitiex de {M, M') appartient i E. Quelie est {a nature de {"application f,

4. Formule traduisant en B.ON, Iz symdtrie orthogonale § par rapport 3 la drolte A d'éguation y = 3 x.

o) Quelles sont les coordonndes du vecteur 'c?i; A etant le point d'abscisse ¥ de A! Calculer les coordonnées
du vecteur OH, H étant le point d'abscisse k de A, 5i M est un point de coordonndes {x, y} du pian, pour quelle
valeur de k fe vecteur MH est-il orthogonal & Al

B} Quelies sont les coordonnées de la projection orthogonsle de M sur A?
Quetles sont les coordonindes du point M’ symétrique de M par rapport 3 |a droite A7

8. Er s’inspirant de |'exercice précédent, trouver les expressions des coordonndes {x', y'} de I'image M’ du point M
de coordonnées connues {x, y} par la symétrie orthogonale dont P'axe est |z droite qui a en repére orthonormé
Péquation 1 y = - L x,

6. 5i 5 est la symétrie par rapport 4 (OX), 5 fa symétrie de Vexercice 4 et §” celle de 'exercice 5, on raisonnant
comme dans I'exercice 3, montrer que 87 0§ 0§ est yne symétrie par rapport 3 une droite. {On commencera
par exprimer les coordonndes de 8" 0 5 o § (M) en foncdon des coordonndes (x, y) de M)

7. Si un ensemble de trois points distincts est sa propres image par chacune des symétries orthogonaies § et §'
dont les axes sont perpendiculaires, alers un de ces trois points est milieu des deux autres,

B. Le plan est rapporté & un ROMN. (O, :;) soiant A je point de coordonnées {0, g} o 3£ 0 et B ie point de

coardonnées (b, 0} b # 0. Caleuler Pordonnde y du point M d'abscisse o tel que AM L AB, vérifier que
d (A, M) =d (A, B).

8i C et N sont jes symétriques de B et M par rapport 4 'axe OY, montrer que BN 4 CMetd {B, Nj == d {C, M}.
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9.

10,

5i 5 est une symétrie orthogonale par rapport A fa droite A et C ja syméurie centrale de centre A, démonzrer
que |z composée 5 o C de ves deun symétries peus se mettre, et cela d'une manidre unigue, sous ls forme

s . " 4 4 s
1o, ol §' est une symétrie orthogonsle par rapport A une droite A' et t une translazion de vecteur V
paraiidle 3 A, {On utilisera les résultats du § 2 detdu §2 £, eton démontrera 'unicité de ceste décomposition en
montrant que A’ est 'ensemble des milieux des couples (M, MY od M = S0 C{M}).

La composition denne-z-elie & fa réunion de Pensembie des symérries orthogonaies dont les axes ont une méme
direction 3, et de 'ensemble des rranslations de vecteurs orthogonaux i § une structure de groupe! de groupe
commutatif!

{On utilisera les résoitats des § 7 f e g}

1.

12.

13.

La composition donne-t-efle 4 I"ensembile des isométries qui admettent un méme point fixe A, une structure de
groupe! do groupe commuzatif?

5i £ est un ensemble de points, Pensembie F des isométries i relles que i {E) == E a«tdl une structure de groupe
pour la composition?
Quel est Fensemble F guand E est Pensemble de deux poings diszinces {A, B}

ta composition dosne-t-eile & "ensemble des isométries involutives une structure de groupe?

14.

15.

16,

17,

18,

e e —
8i une isomérrie § donne de trois points non alignés A, B et € des images A', B/ et C’ zels que AA" 2= BR' = €O,
i esz-elie une zranshation?

_’} s P
AC = AT queile est fa nature de cette isoméorie!

Si deux triangles (A, B, C) et (A7, B', C') sont tels que (AB) L (AC), (AB) L (A'C'} d(A,B) = d{A", 8
et d {B, C) = d (B, ') démontrer gu'il existe une isométrie i, telle gue

A i{A) , B =i(B) et C =i{C)

$i (AM) est fa hauteur ex {AM) fa médiane d'un triangie (A, B, C}, ex (A'H") la hauteur {A'™M'} iz médiane d'un
triangle (A, B, CY et 4B, C) = 4 (B, '), d (A, H) = d (A", M} d{A M}= d{A", M) montrer en utilisant
Pexercice précédent qu'il existe une isométrie qui transforme {A, 8, Clen (A", B C'},

Scient A, B, A’, B’ quatre points du plan tels gue 1 d (A B) = 4 {A'B) et {AA') )’{ {BB'), Démaontrer gu'il existe
un point M (qu'en demande de construire} er une isométrie i tels gue M = F (M), A’ = i (A) et B' = i {B).
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1%. Démontrer en s'inspirant du raisonnement faif au § 6 qu'une isométrie qui admet un unique point fixe A, peut

dtre décomposée sous la forme $ 05 o0 § et 57 sont deux symétries orthogonales d'axes convenablement choisis.
0. H s'agit dans ce1 exarcice de prouver que la composée 5’ o8 de deux symétries orthogonales d'axes A et ) ne
peut étre une symdtrie orthogonale 57 d'axe A",

g} Prouver I'assertion précédents guand A /A7,
B} On suppose maintenant gue A et A’ ne sont pas paralléles et A est leur point commun. En utilisant Iimage
d'un point B distinct da A sur A, montrer que 5 0 $ = §" entrainerait A’ = A” et §' == §; en déduire une contra-
P
diction sur S.
¢} Déduire de ce qui précéde que fa composde de deux symétries orthogonales d'axes distincts ne peut avoir
plus d'un point fixe. On prouvera dabord que 1a composée de trois symétries orthogonalas ne peut écre Piden-
titd.
21. §i§, § et 5" sont trois symétries orthogonates d'axes A, A et A", telles que §” 0 87 o 5 soit une symétrie orthogo-
nate 5* d'axe A, alors si A 32 AY
g} ou bien A et A\’ sont sécantes en un point A et alors A €47 (raisonner par P'absurde},

b} ou biern A # A etalors A7 AL

22, 5t Q est une somdtrie involutive {f o F = ;) distincee de Videntité de . A étant un point et A' == | {A):
o} démontrer que le miliee U de (A, A"} est un point fixe de I
b si U est le seul point fixe de i, démontrer que I est la symetrie de centre U
¢} si i admet un deuxibme point fixe V distinct de U, quelle est I'isomérie if
) Enumérer toutes les isométries involutives.




