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Exercice 0.1 * * Pas de titre
Vérifier que X™ sin) — X. sin n + sin(n — 1)9 est divisible dans C[X] par X2 —2X.cosd + 1
et calculer le quotient.

Solution : Les racines de X% — 2X cos®¥ + 1 sont ¢” et e=". Vérifions qu’elles sont aussi

racines du dj%idende. 130ur 6“91; _— _—
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0. Comme Ie dividende est un polynéme réel, le conjugué de '’ est aussi racine.
On pose la division sans se dégonfler :

X"sinv —X.sinnd sin(n—1)9] X? —2X cos? +1
X" 1gin 29 X"=2gin —X.sinnd  sin(n — 1)9] X" 2sind 4 X" 3 sin 29
2X "2 sin 209 cos 9 —X.sinnd  sin(n — 1)9 +X[4sin 39 + ...
= X" =2gin¥(4cos? ¥ — 1) —X.sinnd  sin(n — 1)9
= X"=2in 3¢ —X.sinnd  sin(n — 1)9
On peut donc supposer que le quotient est X" 2sing 4+ X" 3sin29 +
+ sin(n — 1)9. En remarquant que sinz = Im(e'®) on  est
amené a calculer (X"_Qe“9 + Xn3e2W 1 4 ei("_l)ﬁ) (X = 6“9) =
P (Xn72 4 X =3t I ei(n72)19) (X _ eiﬂ) — e (anl _ ei(nfl)ﬁ) —
eWxn-l _  eind, En multipliant le résultat précédent par X - 6“9,

(Xn—2ei19 4 X n—3g2i0 N ei(n—l)ﬂ) (X2 — 92X cost) + 1) — e xn _ind x _ xn—1 _,’_ei(n—l)ﬂ.
En prenant les parties imaginaires des deux membres, on a bien le résultat annoncé.

La partie imaginaire d’un polynéme P est bien sir le polynéme % (P — ﬁ).
Remarque : On a aussi démontré que X™cost — X"~ ! — cosnX + cos(n — 1)9 est divisible par

X2 —2X cost + 1 et que le quotient est X" 2 cos) + X" 3 cos2¥ + ...+ cos(n — 1)V.
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