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Exercice 0.1 Y% Pas de titre
Pour m € N*et ¥ € R, on considére Fy, y = X*™ — 2X™cosmd + 1 € C[X]. Vérifier que
F, ¢ est divisible par Fy y. Calculer le quotient.

Solution : D’abord, il est bon de remarquer que Fy, y = [Xm — (ew)m} [Xm — (e_w)m} . On
en déduit que le quotient égale

[mel L xm=2 4 ei(mfl)ﬂ} {qu L WxmM-2, efi(mfl)ﬂ} _

Les coefficients se calculent plutot bien. 1 pour X?™~2 ¥ 4 e~ = 2costd pour X?m~3,
e?” + 1+ e72"W =14 2cos 249 etc. Pour la suite on prendra ¥ Z 0 (mod 7).

Pour 0 < kK < m — 1, Ile coefficient de Xk égale elm=k=1)9 o—i(m—1)0 4 oi(m—k=2)0—i(m=2)0 4
e im=k=1)0ci(m=1)9 " On g la somme d’une suite géométrique de k + 1 termes de raison e’
so1t ik p2i(k+1)9 _ | _ e—ikﬂﬂ eik+1)9 _ —i(k+1)9 _ sin (k + 1)0

e’ — 1 et el — e=W sin v

Les coefficients sont symétriques, c’est-a-dire que le coefficient de X?™~2~% est aussi
sin (k + 1)0

sind : : ,
Une derniére vérification, car il en faut pour tous les gotits : I s’agit de calculer les coeflicients de
(X? —2X cos? + 1) (sindX?™ 2 4+ sin 20X > % + .. +sin(m — 1)IX™ + sinmd X" + sin(m
Le coefficient constant vaut sin®}, pour 2 < k < m — 1, le coefficient de XF vaut

sin(k+1)9—2 cos ¥ sin k¥+sin(k—1)9 = sin kv cos 94-cos kv sin ¥—2 cos 9 sin kd+sin kd cos ¥ —sin 9

le coefficient de X™ vaut

— DOX™ 2 4. +s

os k¥ = 0.

sin(m+1)9—2 cos ¥ sin m¥+sin(m—1)9 = sin m} cos 9—cos ma} sin ¥—2 cos ¥ sin mi+sin ma cos ¥—

bin U cos my = —2 cos




En utilisant les symétries des coefficients (on dit que ces polynémes sont réciproques. Voir aussi
Pexercice 7?7 p.?? ), le coefficient de XFk pour m+ 1 < k < 2m — 1 est nul et celui de X?" vaut
sind. D’ou

(X? —2X cos? + 1) (sindX?™ 2 4+ sin 20X "% + ... +sin(m — 1)IX™ + sinmd X" + sin(m
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