
Pas de titre

Alain Soyeur1, Emmanuel Vieillard-Baron2, and François Capaces3

1Enseignant en CPGE, Lycée Pierre de Fermat, Toulouse
2Enseignant en CPGE, Lycée Kléber, Strasbourg

3, ,

22 septembre 2021

Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Pour m ∈ N∗et ϑ ∈ R, on considère Fm,ϑ = X
2m − 2Xm cosmϑ + 1 ∈ C[X ]. Vérifier que

Fm,ϑ est divisible par F1,ϑ. Calculer le quotient.

Solution : D’abord, il est bon de remarquer que Fm,ϑ =
[

X
m −

(

e
iϑ
)m] [

X
m −

(

e
−iϑ

)m]

. On
en déduit que le quotient égale

[

X
m−1 + e

iϑ
X

m−2 + . . .+ e
i(m−1)ϑ

] [

X
m−1 + e

−iϑ
X

m−2 + . . .+ e
−i(m−1)ϑ

]

.

Les coefficients se calculent plutôt bien. 1 pour X
2m−2, e

iϑ + e
−iϑ = 2 cosϑ pour X

2m−3,
e
2iϑ + 1+ e

−2iϑ = 1 + 2 cos 2ϑ etc. Pour la suite on prendra ϑ 6≡ 0 (mod π).
Pour 0 6 k 6 m− 1, le coefficient de X

k égale e
i(m−k−1)ϑ

.e
−i(m−1)ϑ + e

i(m−k−2)ϑ
e
−i(m−2)ϑ +

. . . e
−i(m−k−1)ϑ

e
i(m−1)ϑ. On a la somme d’une suite géométrique de k + 1 termes de raison e

2iϑ

soit

e
−ikϑ e

2i(k+1)ϑ − 1

e2iϑ − 1
= e

−ikϑ e
ikϑ

eiϑ

e
i(k+1)ϑ − e

−i(k+1)ϑ

eiϑ − e−iϑ
=

sin (k + 1)ϑ

sinϑ
.

Les coefficients sont symétriques, c’est-à-dire que le coefficient de X
2m−2−k est aussi

sin (k + 1)ϑ

sinϑ
.

Une dernière vérification, car il en faut pour tous les goûts : Il s’agit de calculer les coefficients de

(

X
2 − 2X cosϑ+ 1

) (

sinϑX2m−2 + sin 2ϑX2m−3 + . . .+ sin(m− 1)ϑXm + sinmϑX
m−1 + sin(m− 1)ϑXm−2 + . . .+ sin

Le coefficient constant vaut sinϑ, pour 2 6 k 6 m− 1, le coefficient de X
k vaut

sin(k+1)ϑ−2 cosϑ sin kϑ+sin(k−1)ϑ = sin kϑ cosϑ+cos kϑ sinϑ−2 cosϑ sin kϑ+sinkϑ cosϑ−sinϑ cos kϑ = 0.

le coefficient de X
m vaut

sin(m+1)ϑ−2 cosϑ sinmϑ+sin(m−1)ϑ = sinmϑ cosϑ−cosmϑ sinϑ−2 cosϑ sinmϑ+sinmϑ cosϑ−sinϑ cosmϑ = −2 cos

1



En utilisant les symétries des coefficients (on dit que ces polynômes sont réciproques. Voir aussi
l’exercice ?? p.?? ), le coefficient de X

k pour m + 1 6 k 6 2m − 1 est nul et celui de X
2n vaut

sinϑ. D’où

(

X
2 − 2X cosϑ+ 1

) (

sinϑX2m−2 + sin 2ϑX2m−3 + . . .+ sin(m− 1)ϑXm + sinmϑX
m−1 + sin(m− 1)ϑXm−2 + . . .+ sin
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