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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit Pn la suite de polynômes définie par P1 = 1;P2 = X et ∀n > 2, Pn = XPn−1 −Pn−2.

1. Démontrer que ∀n > 2, P 2
n
− Pn−1.Pn+1 = 1.

2. En déduire que Pn et Pn+1 sont premiers entre eux.

Solution :

1. On a P3 = XP2 − P1 = X2
− 1 et donc P 2

2 − P1P3 = X2
−

(

X2
− 1

)

× 1 = 1. On a aussi

pour n > 2 :

P 2
n+1−Pn.Pn+2 = Pn+1 (XPn − Pn−1)−Pn (XPn+1 − Pn) = XPn+1Pn−Pn+1Pn−1−XPnPn+1+P 2

n
= P 2

n
−Pn+1Pn

ce qui permet de montrer le résultat par récurrence.

2. Soit n > 2. On a la relation de Bézout UPn + V Pn+1 = 1 avec U = Pn et V = Pn−1. Donc

Pn et Pn+1 sont premiers entre eux.
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