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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Déterminer les polynômes non-constants P ∈ R [X ] tels que P ′ divise P

Indication 0.0 : Étudier le degré du quotient et utiliser la formule de Leibniz

Solution : Soit P ∈ R [X ] une solution de l’équation. Il existe Q ∈ R [X ] tel que P = QP ′. On
a forcément degQ = 1 et donc Q = λ(X − a) où a, λ ∈ R. En identifiant les coefficients de Xn,
on trouve λ = 1

n
et donc :

nP = (X − a)P ′.

On utilise alors la formule de Leibniz. Pour tout k ∈ N, il vient : nP (k) = (X − a)P (k+1) + kP (k).
D’où (n−k)P (k) = (X−a)P (k+1). On a alors P (k)(a) = 0 pour k ∈ J0, n−1K et donc (X−a)n | P .
Alors P = λ(X − a)n. On vérifie réciproquement que tout polynôme de cette forme convient.
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