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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère un polynôme P = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ C[X ] à coefficients complexes et

l’on note

M = sup
z∈C, |z|=1

|P (z)|

1. On note pour tout k ∈ J0, nK, ωk les n+ 1 racines (n+ 1)ième de l’unité. Pour p ∈ [[0, n]],
calculer la somme

Sp =

n
∑

k=0

ω
−p
k P (ωk)

2. En déduire que ∀p ∈ J0, nK, |ap| 6 M .

Solution :

1. En notant ω = e
2iπ
n+1 la racine n+1 ième de l’unité,

Sp =
n
∑

k=0

ω−kp

n
∑

j=0

ajω
jk =

n
∑

j=0

aj

(

n
∑

k=0

ωk(j−p)
)

.

Mais
n
∑

k=0

(

ωj−p
)k

=

{

(n+ 1) si j = p

0 sinon
.

Par conséquent, ∀p ∈ [[0, n]], Sp = (n+ 1)ap.

2. Soit p ∈ [[0, n]]. Avec l’inégalité triangulaire,

∣

∣(n+ 1)ap
∣

∣ =
∣

∣

∣

n
∑

k=0

ω
−p
k P (ωk)

∣

∣

∣
6

n
∑

k=0

|P (ωk)| 6 (n+ 1)M

d’où le résultat.
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