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Exercice 0.1 * Pas de titre
Trouver tous les polynémes P, Q € C[X] vérifiant :

1. Q*(X) = XP?*(X). 3. P(X?) = P(X)
2. PoP=P. 4. P(X+1)=XP(X)
Solution :

1. Soient P et Q deux polynomes vérifiant I’égalité. On a alors 2deg@ = 2deg P + 1 ce qui
est impossible a moins que P = Q = 0. On vérifie réciproquement que si P = QQ = 0 alors
P et Q vérifient I’égalité.

2. Le polynéme nul est solution de I’équation. Soit P un polynéme non nul vérifiant I’égalité.
On a (deg P)* = deg P ce qui améne deg P = 1 ou deg P = 0. Si deg P = 1 alors il existe
a,b € C tels que P = aX +b. On a alors Po P = P si et seulement sia =1 et b = 0
donc si et seulement si P = X . Si deg P = 0, P est alors un polynéme constant et on vérifie
facilement que P est solution de I’équation. L’ensemble des solutions de I’équation est donc

{X,a | aeC}|

3. Le polynéme nul est solution de I’équation. Soit P un polynéme non nul vérifiant I’égalité.
On a 2deg P = deg P ce qui n’est possible que si deg P = 0 c’est-a-dire que si P est un
polynéme constant. On vérifie que tout polynéme constant est solution de I’équation et
Pensemble des solutions de I’équation est I’ensemble des polynémes constants.

4. On vérifie que le polynéme nul est solution de I’équation. Supposons qu’il existe un polynéme
P € R[X] non nul solution de I'équation. Alors deg P = deg P (X + 1) = 1+ deg P ce qui
n’a pas de sens. Donc la seule solution de I’équation est le polynéme nul.
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