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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit f : R 7→ R une fonction de classe C1. On suppose que :

∀x ∈ R, f ◦ f(x) = x

2
+ 3 (⋆).

1. Montrer que : ∀x ∈ R, f(x
2
+ 3) =

f(x)

2
+ 3.

2. Montrer que la fonction f ′ est constante.

3. Trouver les fonctions f vérifiant la relation (1).

Solution :

1. Soit x ∈ R. En appliquant f à (⋆), on trouve que f(f ◦ f(x)) = f
(

x

2
+ 3

)

et comme

f ◦ (f ◦ f) = (f ◦ f) ◦ f , en utilisant l’expression de f ◦ f donnée par (⋆), on obtient que
f(x)

2
+ 3 = f

(

x

2
+ 3

)

.

2. Soit x ∈ R. En dérivant l’égalité précédente, on obtient que

f ′(x)

2
=

1

2

f ′

(

x

2

+ 3
)

.

On définit alors une suite (un) par

{

u0 = x

∀n ∈ N, un+1 =
un

2
+ 3

.

Cette suite est arithmético-géométrique donc

∀n ∈ N, un = 6 +
1

2n
(x− 6) −−−−−→

n→+∞

6

Comme f ′ est continue au point 6, on obtient que f ′(un) −−−−−→
n→+∞

f ′(6) et que finalement

f ′(x) = f ′(6). Par conséquent, f ′ est constante.

1



3. Comme f ′ est constante, il existe (a, b) ∈ R
2 tels que

∀x ∈ R, f(x) = ax+ b

Cherchons les réels a, b tels que f vérifie (⋆). Après calculs, on trouve a =

√
2

2
, b = 6− 3

√
2

ou alors a = −
√
2

2
, b = 6 + 3

√
2.
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