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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

1. Trouver toutes les fonctions de classe C1 sur R vérifiant

∀x ∈ R, f(2x) = 2f(x)

2. Si l’on ne suppose pas f dérivable, construire une fonction différente de celles trouvées

vérifiant la propriété.

Solution :

1. En dérivant, on trouve que

∀x ∈ R, 2f ′(2x) = 2f ′(x)

Donc ∀x ∈ R, f ′(2x) = f ′(x). Soit x 6= 0. Il s’ensuit par une récurrence facile que ∀n ∈ N∗,
f ′( x

2
n ) = f ′(x). Mais f ′ est continue en 0 donc f ′( x

2
n ) −−−−−→

n→+∞

f ′(0). La fonction f ′ est

donc constante et f est affine de la forme f(x) = ax + b avec a, b ∈ R. Mais f (2× 0) =
2 × f (0) et nécessairement f (0) = 0 ce qui amène b = 0. La fonction f est donc linéaire.

Réciproquement, toute fonction linéaire convient.

2. La fonction donnée par

f(x) =

{

0 si x ∈ R \Q

x si x ∈ Q

vérifie la propriété et n’est pas linéaire.
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