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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit une fonction f : [0,+∞[−→ [0,+∞[ dérivable et concave sur [0,+∞[. Montrez que

∀(x, y) ∈ [0,+∞[2, f(x+ y) 6 f(x) + f(y).

Solution : Comme la fonction f est concave et dérivable, on sait que la fonction f ′ est décrois-

sante sur I = [0,+∞[. Soit y ∈ I. Considérons la fonction définie sur I par g(x) = f(x+y)−f(x).
Elle est dérivable sur I et pour tout x ∈ I, comme x+ y > x, on a : g′(x) = f ′(x+ y)− f ′(x) 6 0.
Donc ∀x ∈ I, g(x) 6 g(0) = f(y) − f(0). On a alors montré que ∀(x, y) ∈ I2, f(x + y) 6

f(x) + f(y)− f(0) et comme par hypothèse, f est à valeurs positives, f(0) > 0 et donc

∀(x, y) ∈ I2, f(x+ y) 6 f(x) + f(y).
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