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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Montrer qu’une fonction convexe sur un intervalle I est continue sur l’intérieur de l’intervalle

I.

Solution : Soit x ∈ I, un point intérieur. Il existe donc deux points (z1, z2) ∈ I tels que

z1 < x < z2. Soit y ∈ [x, z2]. En utilisant le lemme des trois pentes, on trouve que

f(x)− f(z1)

x− z1
6

f(y)− f(x)

y − x
6

f(z2)− f(x)

z2 − x

Notons pour i = 1, 2, ∆i =
f(x)− f(zi)

x− zi
. L’inégalité précédente devient :

∆1(y − x) 6 f(y)− f(x) 6 ∆2(y − x)

et d’après le théorème des gendarmes, f(y) −−−−→
y→x+

f(x). Par les mêmes arguments, en prenant

y ∈ [z1, x], on montre également que f(y) −−−−→
y→x−

f(x), et donc que f(y) −−−→
y→x

f(x). On a alors

montré que f est continue au point x.
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